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IX vezZba

Relativno i oscilatorno kretanje me (dinamicke) tacke

- Relativno kretanje materijalne (dinamicke) tacke po povrsi Zemlje — Uticaj sopstvene rotacije Zemlje

- Foucault- ovo klatno

- Oscilatorno kretanje materijalne (dinamicke) tacke: Slobodne oscilacije, uticaj otporene sile
proporcionalne brzini na slobodne oscilacije, prinudno oscilatorno kretanje, rezonancija.

- Vektori momenata inercije masa i momenti inercije mase

Zadatak 1. Uticaj obratnja Zemlj oko sopstvene ose na kretanje materijalne tacke. (Vidi predavanja VIII)
Zadatak 2. Foucault- ovo klatno. (Vidi predavanja VIII)

Zadatak 3. Oscilatorio kretanje materijalne (dinamicke) tacke :

-Slobodne oscilacije materijalne tacke ,

-uticaj otporne sile proporcionalne brzini na slobodne oscilacije materijalne tacke ,

- prinudno oscilatorno kretanje materijalne tacke. Pojam rezonancije.
Pozivaju se zainteresovani studenti da urade i re¢ima, jednacinama i grafickim prikazima da urade ove teorijske
zadateke. Prvih Sest studenta koji nastavniku ili saradniku donesu na disketi u WORD.DOC tehnici donesu
uradjene ove zadatke mogu osvojiti po 5 poena koji se pridodaju za domaci rad.

Zadatak 4. Vektor momenta inercije mase materijalnog tela i aksijalni momenti inercije mase nekih krutih
homogenih tela .

T . .. .. « . . . TV =
Vector J, é ) momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a

koja prolazi kroz tu momentnu tacku O je:
_, . def
7§ = [[[l7 [ 7 Tam = [[[ pl7 [, 7 Tav
14 v

. .. F@@) . g . . . Lo
Vektor momenta inercije maseJé) sistema materijalnih tacaka u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

Jedinicnim vektorom 1, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O, mozemo razloZiti u dve komponente, jednu J on U pravcu ose ni

drugu Q(Oﬁ ) upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju ¢ine vektori J éﬁ) i 1 i tomoZemo napisati u slede¢em obliku:
70 = (i, )i+ [, [79 ]| = i + D)

Sada se pomocu definisane matrice tenzora inercije materijalnog sistema moze napisati prethodna relacija u sledecem obliku:

Jox DOyX D, \|cosa
{‘](oﬁ)}: Dy, Jo, Do, cosfr=J, {n}
D,,. DOyz Jo: JcOSy
te je aksijalni moment inercije mase sistema materijalnih tadaka za osu 7 koja prolazi kroz koordinatni poéetak O jednak:
Jox Doyx D,  ||lcosa
Jo, = (n){Jg)}: (cosa cosfS cosy DOxy Joy DOZy cosf;= (n)Jo{n}
D,,. DOyz Jo. )| cosy
Devijacioni moment mase sistema materijalnih tadaka za dve upravne ose 7 i # koje se seku u koordinatnom pocetku O je:
Jox Doyx D, ||cosa
D,,, = (u){J(oﬁ)}z (COS a, cosf, cosy, Dy, Jo, Do, cosf = (”)‘]o {n}
D,,. DOyz Jo. ) cosy
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Steiner-ova teorema: Vektor momenta inercije mase J, (() ) sistema materijalnih tacaka u odnosu na momentnu tacku O i osu
orjentisanu jedinicnim vektorom N, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O jednak zbiru vektora sopstvenog momenta inercije
()
c

mase J ' sistema materijalnih tacaka u odnosu na momentnu tacku C u sredistu sistema i osu orjentisanu jedinicnim vektorom 1,

a koja prolazi kroz srediste sistema C i ploZajnog [Fc R [ﬁ R l_;c ]]]\4 u odnosu na srediste sistema.

o def
J§ = T+ [ [ M

Aksijalni i devijacioni deo vektora momenta inercije mase. Glavne ose inercije.

JO - JOnA. D Oyx D, Ozx
DOxy JOy - JOnl\, DOzy = O
D, Oxz D, Oyz JO - JOnl\.

iz koje odredjujemo glavne momente inerciije masa materijalnog sistema: J,, ,s =1,2 =3 kao korene jednagine treCeg reda koju

b
ng

dobijamo razvijanjem prethodne determinante:
}jS(JOnA ): _[(JOnS )3 - Jl("]OnS )2 + Jz(JonS )_Ja]: 0
ukojoj su J,, J, 1 J; skalari, redom prvi, drugi i tre¢i, matrice J, tenzora momenata inercije masa materijalnog

sistema u odnosu na pol O:
* J, je prvi scalar i jednak je zbiru elemenata sa glavne dijagonale matrice J, tenzora momenata

inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O:
i =Jo +J0y +Jo. =JdontJou tJou :JOn1 +J0n2 +J0n3
* J, je drugi scalar i jednak je zbiru minora elemenata sa glavne dijagonale matrice J, tenzora

momenata inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O:

— JOy DOzy + JOx D Ozx + JOx D, Oyx _ JOnz O n J0n| O n ‘]Onl 0
’ D( yz JOz D, (xz JOz D, (xy JOy 0 J0n3 0 J0n3 0 JOnz

* J, je treéi scalar i jednak je determinanti matrice J, tenzora momenata inercije masa materijalnog

sistema u odnosu na pol O:

JOx D Oyx D Ozx JOnI
J3 = det|Jo| = DOxy JOy DOzy = J0n2 = "]0n1 ' JOnz ’ J0ﬂ3
D Oxz D Oyz JOZ JO”}

Kosinuse smerova glavnih pravaca momenata inercije masa materijalnog sistema za neki pol O odredjujemo kao odnose:
cosa, cosf, cosy, c
) 7 gl T opls) T s
K3 K3 K3

gde su K3(;;),k =123, 5s=1,2,3 kofaktori elemenata trece vrste I odgvarajuée Kk ’te kolohe za odgivaraju¢i s-ti koren

Jo

. »5 =1,2 =3 sekularne jednacine:

D DOzx (s)
J, —J D K= D
(0] O

N Ozy Oxy

_ JOx - ‘]Onv DOZX K(s) _ - JOnS D
D ¥ D

Ozy Oxy

Oyx JOx Oyx

K _
. JOV — Y On,

Kosinusi smerova glavnog pravca momenata inercije masa moraju da zadaovoljavaju uslov da je zbir kvadrata kosinusa
uglova glavnih pravaca jednak jedinici:

cos’ o, +cos” B, +cos’ y, =1
Odakle odredjuemo nepoznate konstante C. :

1

JEST + (G (kY

C =
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Moze se dokazati da u svakoj tacki prostora u kome je materijalni sistem postoje uvek tri ortogonalana glavna pravca inercije

ﬁl , fiz , ﬁ3 za koje su vektori momenata inercije masa materijalnog sistema bez devijacionih svojstava, tj. postoje samo aksijalni
momenti inercije mase z ate pravce.

PRIMERI:

m

A
| z
|
|
T

[

Tanki pravolinijski Stap duzine /, mase m ima aksijalni moment inercije mase za teziSnu osu z oblika
2

2

2
. s &y . . / ml?
=1 za osu kroz kraj Stapa koriste¢i Stajner-ovu teoremu imamo J_ = j, + m( j = 3

A

[

Prstren (materijalni krug) poluprecnika », mase m ima alsijalni moment inercije mase za teziSnu osu z oblika
2

J, =mr-,

AV

[
Tanki kruzni disk polupre¢nika », mase m ima aksijalne momente inercije mase za teziSne ose x,y,z oblika
2 2
mr- . mr
J. =J, = ,J. =
2 y z 2

Kruzni cilindar poluprecnika », mase m, visine 2/ ima aksijalni moment inercije mase za teziSne ose Xx, ),z

2
owm¢=5=%®AMAJL:@

Z A
i y
— =0 ==>

Kugla polupre¢nika », mase m  ima aksijalni moment inercije mase za teziSne ose x,),z oblika

2mr?

J.=J,=J, =
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Zadatak 5. Izradunati aksijalni moment inercije tanke homogene plode oblika parabole y* =4x, mase
m, zaosu y.Osnova ploCe paralelna je osi y i o0d nje je na rastojanju a.

Resenje:

Povucimo na ploci dve prave, paralelne y i1 od nje na rastojanju x 1 x+dx.

Izracunajmo aksijalni monemnt inercije mase plocice za y osu povrsi Srafirana na slici ograni¢enu ovim pravim
i paraboili¢nom konturom plocice: aksijalni moment inercije elementarne mase plo¢icee u vidu pravougaione
trake paralelne Oy osi za tu osu je: dJ = x’dm , gde je elementarna masa Srafirane povrsi plocice dm = p'dA,

gde je p" povrsinska gustina ploce, dA4 - veli¢ina Srafirane povrsi d4 =2 ydx. Sada imamo:
dm=2p"ydx paje:
"2
dJ, =2p"x" ydx
kako je y* =4x tj. y =2x sledi:
dJ, =4p"x*\Jxdx

Aksijalni monemnt inercije mase ploce za y osu bice:
J, = .[cUy = ji4p”x2\/;dx =%p”a3\/g.

Kako je masaA ploce 1:1 = p"A, gde je povrsina ploce:
A= j.2ydx = 4j|ix/;dx :ga\/z

onda je: O O

ngprra\/; ,

sledi da je p"povrSinska gustina ploce:
p" _ m E
ava 8

pa je moment inercije ploce za y osu oblika:

_ = 2
Jy— ma” .

Zadatak 6. 1zraCunati aksijalne momente inercije masa za ose x,) 1 Z homogenog kruznog konusa, mase m ,
visine /4, €iji je poluprecnik osnove 7.

Resenje:

Zamislimo da smo presekli konus dvema ravnima, paralelnim xyravni i od nje na rastojanju z 1 z+dz.
IzraCunajmo aksijalni monemnt inercije elementarne mase sadrzane u elementarnoj zapremini ograni¢enoj tim
ravnimai i bo¢nom povrsi konusa.

Diferencijal zapremine odredi¢emo kao zapreminu kruzong cilindra poluprecnika osnove y i visine dz,

tj. dV = ny’dz , pa je masa izdvojenog dela zapremine jednaka:
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dm = pdV = pny*dz, gdeje p gustina materijala kupe.
Aksijalni monemnt inercije mase sadrzane u uocenoj zapremini za osu z izrac¢unavamo po formuli za aksijani
moment inercije mase cilindra:

2

dm

dJ . :y—:—py4dz.
2 2

7 T‘j y
Kz + 4
z
(04
7 Y

Ako sa a oznac¢imo polovinu ugla pri vrhu konusa onda je
y=ziga,

paje:
dJ, = %p Ztgtadz,
pa je moment inercije konusa za osu z jednak:

4 h 4
Jo=[dr, =P8 O 4 g = P8 O s,
4 2 0 5

Imajuéi u vidu da je zapremina konusa

V= lmzh = l7z*r3ctgoc ,
3 3

gustina materijala konusa bice:
- m_ 3m
Pry T ctga’
pa je aksijalni moment inercije mase konusa za njegovu osu simetrije:
J.=—mr.
10
Jasno da iz simetrije proizilazida su: J, =J .

Da bi izra¢unali J, odredimo aksijalni momement inercije mase smestene u u uocenoj elementarnoj zapremini

za osu y. Povucimo zato osu y, kroz teziSte C paralelnu osi y . Koriste¢i se formulom za aksijalni moment
inercije mase diska za osu, bice:
dmr®
dJ, =
Ml 4
Prema Steiner-ovoj teoremi nalazimo:
2

dJ,=dJ, +zdm= dm(r— +27 |,
| 4

kako je dm = pry’dz sledi:
2 2

aJ, = pny’ %-‘FZZ dz = pmg’a ‘g G| 'z,

jerje y=ztga.
Aksijalni monemnt inercije mase konusa za y osu bice:
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h 2 2 5

1g°a 1g°a h
J, = J-dJy = J.pm‘gzo{gT+lJz4dz = p;zfgzo{gT+ lj?
vV 0

Pa kako su: p= 33—m 1 r=htga to dobijamo:
mctga

2
Jo=J =m Tnr|
’ 50 4

Zadatak 7. Izracunati aksijalne momente inercije masa za ose x,) 1 z tanke homogene kruzne ploce,

poluprecnika r, iz koje je izrezan kvadrat stranice ». Centri kvadrata 1 kruga se poklapaju. Masa m je masa
ploce bez izreza.

ReSenje:

Aksijalni moment inercije mase ploce sa izrezom za neku osu jednak je razlici momenata inercije kruga J W
kvadrata J za istu tu osu, tj.:

J = 1) _J(Z)’
— g0 _ 50
J,=J=J7,
J,=JV-J?.
Zbog simetrije sledi da je: J, = J.. Koriste¢i se formulama:
2 2 (2)..2 (2),.2
S _mr J = _mr ’J(z):m r ,J(Z):J(Z):m r ,
' 54 ' 6 ! : 12
gde je masa izrezanog kvadrata:
m? =p"r2 :izrz :ﬂ.
V4 V4
Prema tome, dobijamo:
2 2
J? = mr ’ (2) — y@) _ mr ,
* 6r 7 T 127
pa su trazeni aksijalni momenti inercije masa plocice zaose x,y 1 Z:
2 2
g _mr _3rl e o 4d6me
2 67 67
2 2
Jo=g = mr S3rl e 0003me.
’ 4 127 127
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Zadatak 8. 1zracunati glavni moment koli¢ine kretanja za obrtnu osu diska , mase m , polupre¢nika 7,
ekscentri¢no nasadenog na obrtnu osu, oko koje se obrée ugaonom brzinom . Ravan diska upravna je na

e . . r
obrtnu osu, ekscentricitet je jednak polovini poluprec¢nika e = —.

3
) w

—

44 ResSenje:
Usmerimo osu z duZ obrtne ose. Glavni moment koli¢ine kretanja krutog tela za obrtnu osu je L. =J o, gde je
Jaksijalni moment inercije mase krutog tela za obrtnu osu da bi smo ga izratunali primenimo Stajner-ovu

teoremu.
2

2 2
J, :Jy+m(%j :m; +m:; :3;7 , pa je glavni moment koli¢ine kretanja diska za obrtnu osu je:

I - 3mr?

z

@, . Proveri reSenenje. (vredi 5 poena sa dokazom 1 tehnickom obradom)

Zadatak 9. Odrediti vektor momenta inercije mase diska, mase m , poluprec¢nika r, ekscentricno nasadenog
na obrtnu osu, za tu osu oko koje se obrée ugaonom brzinom @. Ravan diska upravna je na obrtnu osu,

ekscentricitet je jednak polovini poluprecnika e = % Dati graficku interpretaciju. (vredi 6 poena sa dokazom i

tehnickom obradom)

h

7

7!
—

@
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