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VIII  vežba 

Principi mehanike 
- Prinudno kretanje materijalne (dinamičke) tačke u polju nekonzervativnih sila; 
- Relativno kretanje materihalne (dinamičke)  tačke, teorema o promeni kinetičke energije materijalne 

(dinamičke)  tačke pri relativnom kretanju. 
 
Zadatak 1. Kojom početnom brzinom treba pustiti tešku tačku mase m   iz vrha strme ravni AB , visine 

[ ]mh 5= , nagibnog ugla 060=α da bi stigla u tačku C glatkog kružnog luka, središnjeg ugla α3 , poluprečnika 
hR = , ako je koeficijent trenja klizanja 1.0=µ  .    
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Slika 1       Slika 1a 

Rešenje: 
 
Iz principa dinamičke ravnoteže za materijalnu (dinamičku) tačku koja se kreće pod dejstvom sule Zemljine 
teže, po hrapavoj strmoj ravni dobijamo dve skalarne jednačine: 

wn

wt

Fmg
Fmgxm

+−=
−=

α
α

cos0
sin&&

   

Iz prve jednačine sledi:  
αµα cossin ggx −=&&   

odnosno 

 αµα cossin gg
dx
xdx −=
&

& , 

te posle razdvajanja promenljivih i integraljanja sledi: 

 ( ) 1
2 cossin

2
1 Cgxgxx +−= αµα& .  

Integraciona konstanta 1C  se određuje iz početnih uslova kretanja materijalne tačke koja je u početnom 
položaju imala početnu brzunu: 

 0      x;      ;0 === Avxt &  

pa je   2
1 2

1
AvC = . 

Sada imamo: 
( ) ( ) 22 cossin2 Avgxx +−= αµα&  

Iz uslova da u pložaju B  tačka ima brzinu     ; Bvx =& i pređe put ;  x L=  duž strme ravni dobijamo:
 ( ) 22 cossin2 AB vgLv +−= αµα  
Kako za kretanje tačke iz položaja A  u položaj B  važi integral energije to se ovaj izraz za brzinu može dobiti i 
ovako: 



Mehanika III – Dinamika                         VIII vežba 

              

 
Mašinski fakultet Univerziteta u Nišu                                           Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanović) Hedrih 
                                                                                                                                                        Predmetni asistent: Julijana Simonović 

Str. 2 od 12

ABkAkB AEE =−  , 
 gde je ABA  rad aktivnih sila i sila otpora veze na putu izmađu položaja A  i B   odnosno: 

( ) αµα cossin
2
1 22 mgLmgLvvm AB −=−   

odakle je: 
( )αµα cossin222 −−= gLvv BA  

Iz vektorske jednačine dinamičke ravnoteže za kretanje materijalne tačke po kružnici i njenog projektovanja u 
dva ortogonalna pravca - pravac  tangene i pravac normale na putanju, slika 1b., sledi: 

)cos(:

)sin(:
2 αϕϕ

αϕϕ

−−=

−−=

mgFmRN

mgmRT

wn&
r

&&
r
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Slika 1 b 

Iz prve jednačine nakon razdvajanja promenljivih sledi:  

)sin( αϕ
ϕ
ϕϕ −−= mg

d
dmR
&

& , 

a posle integraljenja: 

2
2 )cos(

2
1 C

R
g

+−= αϕϕ&  

dok integracionu konstantu 2C  određujemo iz početnih uslova: 

0      ;      ;0 === ϕϕ
R
vt B&   

pa je: 

 αcos
2
1 2

2 R
g

R
vC B −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=   

tako da je: 

ααϕϕ cos2)cos(2
2

2

R
g

R
v

R
g B −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=&     

Sada iz druge jednačine određujemo normalnu komponentu sile otpora veze: 

)cos(cos2)cos(2
2

αϕααϕ −+−+−== mgmg
R
vmmgFF B

nwn   

odnosno: 

ααϕ cos2)cos(3
2

mg
R
vmmgF B

n −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=  .  
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 Uslov da materijalna (dinamička) tačka stigne do položaja C  matematički se može napisati kao:  
          ;0=nF   

a pošto je ;3180 0 αϕ ==  onda se dobija brzina u tački  B  

gRvB 2
52 = . 

 Sada je tražena početna brzina materijalne tačke: ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−−= 2

2
2 3.42cossin2

2
5

s
mgLgRvA αµα . 

 
Zadatak 2.  Za vertikalni štap 1OO , slika 2a., koji se obrće konstantnom ugaonom brzinom ω  učvršćena je žica 
AB , koja leži u vertikalnoj ravni. Na žici se nalazi gladak prsten C  mase m . Ako se prsten C  u početnom 
trenutku nalazi u položaju A  i ako mu je saopštena početna brizna 0v  duž žice, odrediti kakav oblik treba da 
ima žica (jednačinu krive AB ),  pa da se prsten za sve vreme kreće u odnosu na žicu sa konstantnom brzinom. 
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Slika 2a.       Slika 2b. 

Rešenje: 
 

Primenimo teoremu o promeni kinetičke energije materijalne (dinamičke) tačke pri relativnom kretanju: 

( ) pFk
In

k

F
rr AAvvm

rr

+=− ∑
=1

2
0

2

2
1 , 

 gde je pFIA
r

 rad inercijone sile prenosnog kretanja, dok je rad Coriolis-ove sile inercije pri relativnom kretanju 
jednak nuli pošto je Coriolis-ovo ubrzanje uvek normalno na vektor relativne brzine rF vI

cor

rr
⊥ . 

Kako je kriva glatka, reakcija veze ne vrši rad. Na materijalnu (dinamičku) tačku još osim ove sile dejstvuje i 
težina prstena gmr . Rad ove sile ne zavisi od oblika krive pošto je sila konzervativna i ima potencijal: 

ηmgA gm −=
r

, 

rad inercijone sile prenosnog kretanja pFI
A
r

 iznosi: 

∫ ==
ξ ωξξξω
0

22
2

2
mdmA pFI

r

 

pa sada imamo: 

( )
22

1 22
2
0

2 ωξη mmgvvm rr +−=− ,  

kako relativna brzina duž krive AB treba da bude konstantna 0rr vv = , to iz ove jednačine integrala kinetičke 
energije odmah dobijamo putanju u obliku: 

2
0

22ωξη mmg +−=   

odnosno  
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2
2

2
ξωη

g
=   

što je jednačina parabole. 
 
 

Zadatak 3.  Glatka žica savijena u obliku parabole, čija je jednačina pxy 22 = , obrće se oko vertikalne 
ose konstantnom ugaonom brzinom ω . Na žicu je nametnut prsten koji može da se kreće po glatkoj žici.  

Odrediti: 
 a) brzinu  prstena u odnosu na žicu ako se on u početnom trenutku nalazio u miru u položaju 0M   sa 

apscisom 0x . 
b) do koje će se tačke podići prsten ako se u početnom trenutku nalazio u koordinatnom početku i ako 

mu je saopštena početna brizna 0v  usmerena po horizontali udesno. 
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Slika 4a.       Slika 4b. 

Rešenje: 
Na prsten dejstvuju  sledće sile: sila težine prstena imgG

rr
= ; wnF

r
-normalna reakcija žice, prenosna sila 

inercije je: ( )NTymI
pF

rrr
ααω cossin2 −= , smer joj je prikazan na slici 4b , gde  smo sa α  ozbačili ugao koji 

pravac tangente na putanju u proizvoljnoj tački gradi sa x  osom i jasno je da je 
dx
dytg =α , odnosno 

ds
dy

=αsin  

i 
ds
dx

=αcos , i  Coriolis-ova inerciona sila: 

kvmkymI rFcor

rr
&

r
αωω sin22 −=−=  jer je  

Coriolis-ovo ubrzanje je:  

kv
vv

kji
va r

rr

rpcor

r

rrr

rrr
⋅==×= αω

αα
ωω sin2

0sincos
0022   

Pa projektovanjem vektorske jednačine dinamičke ravnoteže ovih sila na pravac tangente  na putanju u 
proizvoljnoj tački imamo: 

αωα sincos 2mymg
dt
dvm r +−=    

odnosno 

αωα sincos 2yg
dt
dvr +−= ,  

razdvajanjem promenljivih možemo rešiti ovu diferencijalnu jednačinu vodeći računa da je:  
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ds
dvv

dt
dv r

r
r = ,  

odnosno imamo jednačinu: 
dyygdxdvv rr

2ω+−= , 
 što posle integraljenja daje: 

Cygxvr ++−= 222 2 ω   
odnosno  

( ) Cxgpvr +−= 22 2 ω ,  
s obzirom da je pxy 22 = . Integraciona konstanta C  se određuje iz početnih uslova i za zadatak pod a) biće: 

0,0 0 ==⇒= rvxxt   
odakle je integraciona konstanta  

( ) 0
22 xgpC −−= ω   

pa je : 
( )( )0

22 2 xxgpvr −−= ω   
odnosno zakon promene relativne brzine je:  

( )( )0
22 xxgpvr −−= ω . 

Odavde možemo izvesti i zaključke u vezi sa smerom kretanja prstena u odnosu na ugaonu brzinu obrtanja žice. 
Da bi se tačka kretala naviše tj. 0xx > , da bi potkorena veličina bila pozitivna mora biti:  

02 >− gpω  odnosno 
p
g

>2ω ,  

ukoliko pak bude 
p
g

<2ω  tačka će se kretati naniže, a ako je 
p
g

=2ω  sledi da je 00 == vvr  da će prsten 

relativno mirovati. 
Rešenje pod b) bilo bi iz iste diferencijalne jednačine  

( ) Cxgpvr +−= 22 2 ω   
samo bi se integraciona konstanta C  određivala iz početnih uslova i za zadatak pod b) koji su: 

0,00 vvxt r ==⇒=  o 
dakle je integraciona konstanta 2

0vC =  pa je : 
( ) 2

0
22 2 vxgpvr +−= ω  .  

U trenutku kada tačka dostigne krajnji položaj relativno se zaustavi tj. 0=rv  odakle se dobija maksimalno: 

 ( )2

2
0

max 2 ωpg
vx
−

=  i  ( )2

2
0

maxmax 2
ωpg

pvpxy
−

==  

Da bi prsten uopšte mogao stići u ovaj položaj mora biti 02 >− ωpg  odnosno 
p
g

<2ω .  

Ukoliko pak bude 
p
g

>2ω  onda ne može biti zadovoljen uslov da je 0=rv  što praktično znaći da će se 

prsten neograničeno penjati uz žicu.  

Za 
p
g

=2ω  dobijemo constvvr == 0 , što znaći da se prsten kreće konstantnom brzinom po paraboli. 
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Zadatak 4.  Tačka vešanja O  matematičkog klatna mase m  i dužine l  ima konstantno horizontalno 
ubrzanje pa , slika 4a., Ako se klatno pusti iz horizontalnog položaja u kome je bilo u miru, relativno u odnosu 
na pokretni koordinatni sistem, izvesti izraz za silu u koncu u funkciji ugla nagiba ϕ .  
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Slika 4a.       Slika 4b. 

Rešenje: 
 
Kretanje tačke vešanja je prenosno kretanje, ubrzanjem pa , a klaćenje je relativno kretanje klatna. Sistem ima 
jedan stepen slobode kretanja. Za generalisanu koordinatu izaberemo ugao ϕ . Na materijalnu tačku dejstvuje 
aktivna sila teđine koja je konzervativna sila. Otpor veze je sila u koncu. Osim težine gmr  na klatno dejstvuje  i 
prenosna sila inercije pamr .Osnovna vektorska jednačina dinamičke ravnoteže relativnog kretanja je: 

( ) ( )prNrTr amSGaamam rrrrrr
−++=+=  

te projektovanjem iste na tangencijaljni i normalni pravac na putanju tačke dobijamo: 
‘ ϕϕϕ sincos pmamgml −=&& ,  

Smamgml p +−⋅−= ϕϕϕ cossin2&  
Množenjem prve jednačine sa ϕd , vodeći računa da je ϕϕϕϕ &&&& dd = , posle integraljenja dobijamo: 

Cmamgml p ++= ϕϕϕ cossin
2

2&
 

Kako je u trenutku 0      ;0      ;0 === ϕϕ&t  to je pmaC −=  pa je: 

( )1cos2sin22 −+= ϕϕϕ pmamgml &  
zamenimo ovaj izraz u diferencijalnu jednačinu dinamičke ravnoteže za pravac normale na putanju  i dobijamo 
traženu silu u koncu: 

( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅= 2cos3sin3 ϕϕ

g
a

mgS p . 

 
Zadatak 5.  Radi amortizovanja oscilacija kolenastog vratila avionskog motora izradi se u protivtegu 

žleb oblika kružnog luka poluprečnika r  sa središtem u tački B , koja je za lAB =  pomerena u odnosu na ose 
obrtanja vratila, slika 5a. Duž žljeba može slobodno da se kreće dopunski protiv teg koga možemo smatrati 
materijalnom (dinamičkom) tačkom. Ugaona brzina vratila jednaka je ω . Odrediti kružnu frekvenciju malih 
oscilacija dopunskog protiv tega. Uticaj sile teže zanemariti. 
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    Slika 5a.          Slika 5b. 

 
Rešenje: 
 

Na materijalnu (dinamičku) tačku koja vrši relativno kretanje po žljebu javljaju se samo samo inercione 
sile jer nema nikakvih aktivnih sila. Prenosna sila inercije je  

mI
pF

2ρω=   

gde je AM=ρ . Smer ove sile je suprotan od smera normalnog ubrzanja, slika 4b. Coriolis-ovo ubrzanje je: 

rc va rrr
×= ω2   

i intenzitet ovog ubrzanja je 

rrc vva ωπω 2
2

sin2 == , 

a njegov pravac i smer su prikazani na slici 4b. Prema tome Coriolis-ova inerciona sila ima pravac normale na 
relativnu trajektoriju, odnosno, na žljeb po kome se kreće materijalna tačka, pa nema projekciju u pravcu 
tangente na žleb. 
Odresimo projekcije svih sila na radijalni i cirkularni pravac, tj. samo inercionu silu prenosnog kretanja u 
pravcu tangente na žleb, pa će skalarna projekcija vekltorske jednačine dinamičke ravnoteže u pravcu tangente 
biti: 

θρωϕ sin2 ⋅−= mmr &&  
Iz trougla ABM , slika 4b., prema sinusnoj teoremni biće: 

( ) θϕπ
ρ

sinsin
l

=
−

  

Odnosno,  

  ϕ
ρ

θ sinsin l
=  

Iz istog trougla i kosinusne teoreme imamo: 
( )ϕπρ −−+= cos222 rllr  

Ako pretpostavimo da su uglovi ϕ  i θ  mali dobijamo: 

ϕ
ρ

θ l
=  i lr +=ρ .  

Sada diferencijalna jednačina kretanja postaje: 

02 =+ θωθ
r
l&&  

odakle vidimo da materijalna (dinamička) tačka mase m   vrši male oscilacije, čija je kružna frekvancija: 

r
l

m ωω = . 
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Zadatak 6.  Okvirni nosač je utački A  uklješten a u H slobodno oslonjen. Koristeći Lagranžev princip 

virtualni pomeranja (princip najmanjeg dejstva, princip rada) odrediti reakcije veze uklještenja A . 
Naka je zadato: RCDCBABEDEGHG 444222 ======  
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Slika 6a.    Slika 6b.  Slika 6c.              Slika 6d. 

 
Rešenje: 
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=
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=
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2 δδ
  

 

 
FRM

RFFRM

A

A

3

0
2

22

=
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Zadatak 7. Materijalna (dinamička)  tačka M , mase m , može da se kreće po idealno glatkom 

cilindričnom žlebu koji se nalazi u cevi AB , dužine L , koja je vezana štapom BF  pod uglom α  u odnosu na 
vertikalnu osu DE  oko koje se obrće konstantnom ugaonom brzinom ω , slika 6a. Tačka M  vezana je za 

oprugu krutosti 
L

mgc αcos2
=  čiji je drugi kraj vezan za tačku A  cevi. Dužina opruge u nenapregnutom stanju 

je 
2
L  . U početnom trenutku materijalna tačka se nalazila u položaju C  na 

4
Lx =  i imala je brzinu 

20
Lkv =  

( .sincos2 222 const
L

gk =−= αωα ) u pozitivnom smeru x -ose. Odrediti konačnu jednačinu relativnog kretanja 

materijalne tačke M. 
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Slika 7a.      Slika 7b. 
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Rešenje: 

Kako na materijalnu (dinamičku)  tačku dejstvuju sile: sila težine, sila u opruzi, reakcija veze , prenosna 
sila inercije i Coriolis-ova sila inercije to je osnovna vektorska jednačina dinamičke ravnoteže relativnog 
kretanja oblika: 

FcorFpwcr IIFFGam
rrrrrr

++++=   
Kako sile imaju projekcije u odnosu na izabrani koordinatni sistem: 

ixmam r

r
&&

r
=  -inerciona sila relativnog kretanja; 

jmgimgG
rrr

αα sincos −−= - sila težine;  

iLxcFc

rr
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

2
-sila u opruzi; 

Vektor prenosnog ubrzanja  je vektor ubrzanja tačke tela koje se obrće oko nepomične ose konstantnom 
ugaonom brzinom i ima samo normalnu komponentu ubrzanja : 

jxixap

rrr
⋅⋅+⋅⋅−= αωααωα cossinsinsin 22   

pa je inerciona sila prenosnog kretanja: 
jmximxIFp

rrr
⋅⋅−⋅= ααωαω cossinsin 222 ; 

Coriolis-ovo ubrzanje je: 

kx
x

kji
va rpcor

r
&

&

rrr

rrr
⋅−==×= αωαωαωω sin2

00
0sincos2 ,  

pa je Coriolis-ova inerciona sila:  
kxmIFcor

r
&

r
αω sin2= ; 

Sila reakcije (otpora ) glatke veze je: 
kFjFF wzwyw

rrr
+= . 

Sada je  projekcija osnovne vektorske jednačine dinamičke ravnoteže relativnog kretanja u pravcu relativnog 
kretanja, definisanog ortom i

r
, oblika: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=

2
cossin22 Lxcmgmxxm ααω&&  

odnosno ako uvrstimo zadatkom zadati podatak za koeficijent  krutosti opruge 
L

mgc αcos2
=  i preporućenu 

smenu:  

.sincos2 222 const
L

gk =−= αωα  

 
2

cos2 L
m
cgxkx +−=+ α&&   

odnosno   
02 =+ xkx&&  

rešenje ove diferencijalne jednačine drugog reda je:   
( ) ( )ktCktCx sincos 21 += ,  

a njegov prvi izvod je:  
( ) ( )ktkCktkCx cossin 21 +−=& .  

Integracione konstante 1C  i 2C  određuju se  iz početnih uslova  

0=t , 
4
Lx = i 

200
Lkxv == &   
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odakle su:     

41
LC = i  

22
LC =  ,  

pa je zakon relativnog kretanja oblika :   

 ( ) ( ) ( )ktLktLtx sin
2

cos
4

+= . 

 
Zadatak 8. Materijalna (dinamička) tačka A , mase m, puštena je iz mira (relativno u odnosu na disk) iz 

položaja C  i klizi bez trenja niz nagnutu cev, pod uglom θ  u odnosu na disk, dok se disk zajedno sa cevi 
okreće  oko vertikalne ose, konstantnom ugaonom brzinom ω , slika 8a. Naći vreme za koje će tačka preći put 
od tačke C  do tačke B . 
 
 

A  

C  

B  

b  

gmr  

FpI
r

 

θ  

ξ  

ξ  

x  

y  

ω  

η  

 
Slika 8a. 

Rešenje: 
Coriolis-ovo ubrzanje je:  

k
kji

va rpcor

r
&

&&

rrr

rrr
⋅−==×= θξω

θξθξ
ωω cos2

0sincos
0022   

pa je prema tome Coriolis-ova inerciona sila: 
 kmIFcor

r
&

r
θξω cos2=  

Prenosna sila inercije je intenziteta: 
 ( ) ( )ηθξθθξω

rrr
sincoscos2 −−−= bmI

pF , 
 smer joj je prikazan na slici 8a, na dinamičku tačku dejstvuje još i sila težine, pa projektovanjem ovih dveju 
sila na pravac cevi, koji smo usvojili za pravac ose ξ , pravac relativnog kretanja imamo: 

( ) θξωθξ 22 cossin −−= bmmgm &&    
odnosno 

θωθθξωξ 2222 cossincos bg −=−&&  
Ova nehomogena diferencijalna jednačina drugoga reda ima jedno partikularno rešenje oblika: 

θω
θξ 22 cos

singbp −=  

Kako je rešenje homogenog dela oblika: 
θωθωξ cos

2
cos

1
tt

h eCeC −+=  
To je opšte rešenje oblika: 

θωθω

θω
θξ cos

2
cos

122 cos
sin tt eCeCgb −++−=  

Određivanje integracionih konstanti 1C  i 2C  iz početnih uslova  

0=t , 0=ξ i 0=ξ& , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −== bgCC

θω
θ
2221 cos

sin
2
1   
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nalazimo da je kretanje tačke dato u obliku: 

( )θω
θω

θ
θω

θξ cos
cos
sin

cos
sin

2222 tchbggb ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= , gde je  

 

( )
2

cos
coscos θωθω

θω
tt eetch

−−
= . 

Za b=ξ nalazimo da je: 

k
arccht

−
=

1
1

cos
1

θω
, gde je: 

θ
θω

sin
cos22

g
bk = . 

Da bi ovaj odgovor imao smisla mora da je  01 >− k  odakle dobijamo da ugaona brzina mora da zadovoljava 
relaciju: 

θ
θω 2

2

cos
sin

b
g

< . 

Ako ova nejednakost nije zadovoljena tačka se uopšte neće kretati naniže. 
 
Zadatak 9. Na slici br.9 prikazan je sistem, koji leži u vertikalnoj ravni, i koji se sastoji od tri teška zupčanika, 
dva u obliku kružno-prstenastih homogenih diskova,  poluprečnika r  i r2 , masa po m2 , koji mogu u zahvatu 
da se okreću oko osa kroz 2C , odnosno 3C , a nose na rastojanjima r  od osa obrtanja zavarene materijalne 
tačke masa po kmm =2  i zupčanika u obliku homogenog diska, poluprečnika r , mase 2 m , koji nosi 
materijalnu tačku mase m  na rastojanju r od centra i koji može da se obrće oko ose kroz njegov centar masa 

1C , i koji je u zahvatu sa prethodna dva zupčanika. Jedan od položaja ravnoteže sistema je prikazan na slici. 
Odrediti sve moguće položaje ravnoteže sistema, kao i sve moguće stabilne položaje ravnoteže.  Za slućaj da 
parametar Nk ∈ pripada skupu celih brojeva odrediti sopstvene kružne frekvencije malih oscilacija sistema oko 
položaja stabilne ravnoteže za najmanju vrednost tog parametra. Koja je najmanja vrednost parametra Nk ∈ za 
koji je naznačeni na slici br9 položaj ravnoteže stabilan, a koja za drugi mogući stabilan položaj ravnoteže, 
različit od položaja koji je prikazan na slici br. 9? Za oba slučaja odredi sopstvene kružne frekvencije malih 
oscilacija sistema. 

kmrC ,,3 kmrC ,,2

mrC 2,,1

mrrC 2,,2,3 mrrC 2,,2,2
mrC ,,1

   kmrC ,,3 kmrC ,,2

mrC 2,,1

mrrC 2,,2,3 mrrC 2,,2,2

mrC ,,1

ϕ3 ϕ2

ϕ1

h3
h2

h1

 
Slika 9a.       Slika 9b. 

 
Rešenje: 
 
Površina  i gustina materijala obruča su: 

πππ 222 34 rrrA =−= ; 

π
ρπρρ 2

2

3
232
r
mrAmM =⇒=== . 

Generealisana koordinata je ugao 1ϕ  pa  su : 
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132 2
1 ϕϕϕ &&& == . 

Momenti inercije masa obruča za ose kroz centare C2 i C3 su: 
( ) 2

42

23 5
22

2 mrrrJJ CC =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

ππρ ,  

a moment inercije mase diska za osu kroz cenar C1 je: 

.
2

2 2
2

1 mrmrJC ==  

Izraz za kinetičku energjiu sistema je: 
( ) ( ) ( )2

1
2

2
2

3
2
33

2
22

2
112 ϕϕϕϕϕϕ &&&&&& rmrkmrkmJJJE CCCk +++++= ; 

2
1

2
2
12

2
122

1
2

24
522 ϕϕϕϕ &

&&
& mrkmrmrmrEk ++⋅+= ⇒ 

( ) 2
1

2

9
2

2 ϕ&kmrEk += . 

Promena potencijalne enrgije sisitema je: 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

123 cos1
2

cos12cos1cos1cos1 ϕϕϕϕϕ −−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−−−+−= mgrkmgrmgrkmgrkmgrEp : 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1

1 cos1
2

cos12 ϕϕkmgrEp : 

⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈ 2

1

2
1

2
1

22
12 ϕϕkmgrEp  

( ) 2
12

4
ϕ−≈ kmgrEp ⇒  k>2. 

Lagrange- ova jednačina druge vrste je: 

( ) ( ) ,02
2

9
2 11

2

=−++ ϕϕ kmgrkmr
&&   

pošto je  

 ⇒=+ 01
2

1 ϕωϕ&&  

 ( )
( )kr
kg

+
−

=
9

22ω . 

Izvod potencijalne energije po koordinati je: 

0
2

cos
2

sin2
2

sin

0sin
2

sin
2
12

111

1
1

1

=−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ϕϕϕ

ϕ
ϕ

ϕ

k

kmgr
d
dE p

⇒            K3,2,1,0;20
2

sin 1
1 ==⇒= nnπϕ

ϕ  

Oko položaja ravnoteže: 

πϕ nk 4
2

arccos21 +±= za   k<2; 

 

πϕϕ nk
+±==

2
arccos23 za    k<2. 

0cos
2

cos
2
1

1
1

1
2

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ϕ

ϕ
ϕ

kmgr
d

Ed p ,  
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  pa je   

( ) 011
2
1

2
211

2

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

>
=

np kmgr

k
nd

Ed
πϕϕ

; 

0

2
211

2

2

>

>
=

k
pd

Ed p

πϕϕ
, položaj stabilne ravnoteže minpE , 

 

( ) 0

2
12211

2

2

<

>
+=

k
pd

Ed p

πϕϕ
, nestabilan položaj   maxpE , 

0

2
211

2

2

<

<
=

k
nd

Ed p

πϕϕ
, nestabilan položaj   maxpE , 

 

0

2

4
2

arccos211
2

2

>

<

+±=

k

nkd
Ed p

πϕϕ
, položaj stabilne ravnoteže minpE  , 

ϕ1/2 ϕ1/2
ϕ

ϕ/2 ϕ/2

 
( )[ ]

( )[ ]ϕϕϕϕ
ϕϕϕ

sinsincos1cos
coscos

11

111

−−=
=+−=

r
rh

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−≈ ϕϕϕϕ 1

2

11 sin
2

cosrh  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−==

2
sin

2
sin

2
cos1

2
cos

22
cos

2
cos

11

11
23

ϕϕϕϕ

ϕϕϕ

r

rhh
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈=

2
sin

222
1

2
cos 1

2
1

23
ϕϕϕϕrhh , pa je izraz za potencijalnu energiju: 

21 2kmghmghE p +−= ⇒ 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
sinsin2cos

2
cos

2
2 1

1
2

1
1 ϕ

ϕϕϕϕ
ϕ kmgrkmgrE p , drugi sabirak ovog iztraza je približno 

jednak nuli. 
2

1
1 cos

2
cos

2
2 ϕϕ

ϕ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

kmgrE p , kako je : 

4
11

222
1

2
cos2

2
cos

2
cos

2
cos

2

22
121

1
1 kkkkkk

−=+−=+−=−
ϕϕ

ϕ
ϕ ,  

sledi: 

2
2

4
12 ϕ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

kmgrE p ⇒ )2,0(204 2 ∈<⇒>− kikk  

Lagrange- ova jednačina druge vrste je: 

( ) ( ) ,04
4

9
2

2
2

=−++ ϕϕ kmgrkmr
&&  pošto je ⇒=+ 02 ϕωϕ&&  

         ( )
( ) 2,
92

4 2
2 <

+
−

= k
kr

kgω . 

 


