Mehanika Il — Dinamika VI vezba

Str. 1 0od 18

VI veZba

Teoreme mehanike , konzervativne sile

- Teoreme mehanike - teorema o promeni mehanicke energije, lema o promeni momenta impulsa
(koli¢ine) kretanja

Konzervativne sile - Odredivanje funkcije sile, rad konzervativne sile

Prinudno kretanje dinamicke tacke

Kretanja dinamicke tacke u polju centralne sile - Bine-ov obrazac

Zadatak 1. Dekartove koordinate sile F su
X=cx, Y=-cy;

a) Odrediti linije sile.

b) Ispitati dali je sila F konverzativna.

c) Ako je sila konzervativna odrediti funkciju sile.

d) IzraCunati rad sile pri prelasku materijalne tacke u polju sile iz polozaja N, (2,1)[m] u
polozaj N, (4,2)[m] ako je ¢ =20 [Nm] duz putanje kretanja. Da li taj rad zavisi od putanje kretanja
materijalne tacke?

e) Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile i moguce poloZaje ravnoteZe materijalne tacke pri kretanju pod
dejstvom te sile.

f) Ispitati stabilnost mogucih polozaja ravnoteze, ako oni postoje, kao i kretanja pod dejstvom te sile.

Resenje:

a) Linija sile ima osobinu da je vektor sile u pravcu tangente na tu liniju, pa su diferencijalne jednacine ovih
linija:
[F.7]=0; X =¥

Y

za zadate Vrednostl projekcija sile sledi:
dx dy
ox  —cy’

odnosno posle integraljenja:
Inxy=InC,

odnosno
xy=C,

Sto znaci da su linije sile hiperbole.
b ) Posto je zadovoljen Cauchy-Reiman-ov uslov

oxX oY _
oy Ox o
sila je konzervativna.
¢) Kako je:
X = 8U =cx,
o

to je posle integraljenja funkcija sile

2
U = [exdr+ply)="+oly)

gde je go(y) nepoznata funkcija kao rezultat parcijalnog integraljenja po x . Kako je
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oU ,
Oy
To sledi da je ta nepoznata funkcija:
2
c
o(v)= —% +C

gde je C nepoznata integraciona konstanta.
Funkcija sile je u obliku:

c(x2 _yz)
U(x,y):TJrC.

Posto je sila konzervativna to je rad jednak prirastaju funkcije sile i ne zavisi od putanje kretanja materijalne
tacke u polju konzervativne sile : :

A=U,-U, =%c~(l6—4)—%c:%:90[Nm]

clx* =»?) ‘C- Slika funkcije £ = -U(x,y)

Slika funkcija sile y(yx, )
2

Zadatak 2. Dekartove koordinate sile F su

Yo XTy-z y—z—x Z—=X-y |

x(x+y+z) Y_cy(x+y+z)’ Y_Cz(x+y+z)’

a) Pokazati da je ova sila konzervativna i odrediti funkciju sile.

b) IzraCunati rad sile pri prelasku materijalne tacke iz polozaja M, (2,2,2) u polozaj M, (1,1,1) duz putanje
kretanja. Da li taj rad zavisi od putanje kretanja materijalne tacke?

c) Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile i moguce polozaje ravnoteze materijalne tacke pri kretanju pod
dejstvom te sile. Ispitati stabilnost mogucih poloZaja ravnoteze, ako oni postoje kao i kretanja pod
dejstvom te sile.

Resenje:

Transformi$imo prvo projekcije sile u oblike:

X—-y-—-z 2x X+y+z 2 1
X =c =c — =c —— |
xx+y+z) \xlx+y+z) x(x+y+z) X+y+z x

Yoc y—z—X e 2 _l;
y(x+y+z) \x+y+z y
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Z=c 27XV _, 2 1 ;
Z(x+y+z) \x+y+z z
Uslov konzervativnosti sile je:

i Ji k
rotﬁ:rotgradU:[V,ﬁ]z[V,gmdU]=8/6x o/oy 0/0z/=0,
X Y VA
odnosno slede Cauchz-Reiman-ovi uslovi:
ox oY _,oXx oz_, oY oz_,

oy x oz ox oz oy
ili
oX oY oX oZ oY oZ
ay_(?x’ oz ox’ 82_8y
Sto za ovu silu i njene projekcije daje:

oX oY 2c )
o o (x+y+z)
o _oz_ 2
oz ox (x+y+z)2’
or_oz_

oz oy _(x+y+z)2 ’
odakle zaklju€ujemo da su Cauchy-Rimman-ovi uslovi zadovoljeni i da je sila konzervativna.
Funkcija sile se odreduje iz sistema parcijalnih diferencijalnih jedna¢ina prvog reda:

XZG_U:{;JJ
ox

oU 2 1
Y:—:c———
oy X+y+z y

2= _ (# _ 1]
oz X+y+z z
Integraljenjem prve jednacine ovog sistema dobija se:
U= dex +o(y,z)=c2In(x + y+z)—In(x))+ oy, z)

Gde je (p(y,z) nepoznata integraciona funkcija. Posle diferenciranja ove funkcije sile po y 1 koris¢enjem
drugog Cauchy-Rimman-ovog uslova iz istog dobijamo sledec¢u parcijalnu diferencijalnu jednacinu:

oU 2 op 2 1
— = — |+~ =YY= ————|;
oy X+y+z oy X+y+z y

odakle se dobija
op(y,z) _ ¢
Ay y
pa sledi

oly.2)=-] %dy +y(2), 4. 9(v,2)=—cIn(y)+y(2);

Sada je izraz za funkciju sile
U=2c ln(x +y+ z)— c ln(x)— cln(y)+ v (z)
odnosno
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(x+y+z)

U=cln +y(z2).

Gde je l//(Z) nepoznata integraciona funkcija. Ako sada ovaj izraz za funkciju sile diferenciramo po z i
kori$¢enjem tre¢eg Cauchy-Rimman-ovog uslova iz istog dobijamo slede¢u parcijalnu diferencijalnu jednacinu:

8U:C 2 +8W:Z:c 2 1 :
0z X+y+z 0z X+y+z z

odakle se dobija slede¢a parcijalna diferencijalna jednacina:

8'/’—(Z)z—f,tj. w(z)=-[<dz+C:
0z z z

¢ijim reSavanjem dobijamo nepoznatu funkciju
w(z)=—cln(z)+C;

Sada je konacan izraz za funkciju sile:
U=2cIn(x+y+z)-cln(x)-cln(y)-cln(z)+C;

odnosno:

2
Uzch{M}C

xyz

Rad konzervativne sile je:
A=U,-U,=UM,)-UM,)=cln2.

Zadatak 3. Pomocu integrala ,,Zive sile odrediti putanju kosog hica u bezvazdu$nom prostoru.

Resenje:

Za slucaj kosog hica, materijalna tacka se krec¢e u polju zemljine teze, a to je konzervativno polje, i sila
tezine je konzervativna sila, pa za kretanja materijalne tacke vazi teorema o odrzanju ukupne energije sistema,
koja vazi za konzervativne sisteme. Na osnovu toga je zbir kineti¢ke i potencijalne energije u svakom polozaju
materijalne tacke duz njene putanje pretanja, kao i u svakom trenutku vremena konstantan i jednak zbiru tih
energija na pocetku kretanja. Na osnovu toga piSemo:

E,-E,=4A=E,-E,

sledi:
2 2

=—mg(y - y,)+ 2v°

my

pa je

v =v; +2g(y, —»)-
konstantu y, odredujemo iz uslovadajeza t =0,y =0 i v’ =v_paje y, = 0. Posto je v’ = x* + j°
diferencijalna jednacina glasi:

yi4xi=v -2gy

<
>

v
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Princip dinamicke ravnoteze daje vektorsku jednacinu:
I, +mg=0
kojoj odgovaraju tri skalarne jednacine, a mi ¢emo koristiti onu koja se dobija projektovanjem na x pravac:
mx=0,
pa sledi da je
x=C,

gde je C =y, cosa , ako uzmemo u obzir pocetni uslov za projekciju pocetne brzine u x pravcux, = v, cosa .
Sada je x =v, cosa , a posle integraljenja dobijamo
x(t) =V, fcosax.
Sada je:
y=v;sin’ a—2gy
Ovu jednaCinu mozemo napisati kao diferencijalnu jednaCinu, koja razdvaja promenljive ako je
predhodno podelimo sa — g

—&
\/ vy sin® a —2gy
pa je njen integral oblika:

dy =—gdt

\/vg sin*a—2gy =C, —gt=v,sina - gt,

posto integracionu konstantu C, odredujemo iz uslova ¢t =0, y = 0. Odavde sada sledi:

y(t)=vytsina —%gt2

Zadatak 4. Na vratilu OB, zanemarljive mase, sa nepokretnim osloncem u O 1kliznimu B, a u pravcu
ose orjentisane ortom 7, na lakom prepustu PN , zanemarljive mase 1 na rastojanju ¢/ nasadjena je materijalna
taCka mase m , koja rotira zajedno sa vratilom promenljivom ugaonom brzinom a?(t) = a)(t)ﬁ .

a* Napraviti analizu veza i na osnovu toga odrediti koliko stepeni slobode kretanja ima materijalna
tacka?

b* Napraviti analizu sila koje dejstvuju na materijalnu tacku i graficki ih predstaviti.

c* Odrediti kineticke pritiske u leziStuima vratila oko koga se sistem okrece, koriste¢i teoremu o
promeni momenta impulsa kretanja materijalne tacke i vektor momenta inercije materijalne tacke.

Teorijski pristup. Pretpostavimo da je materijalna tacka slobodna i da rotira oko ose konstantnom
ugaonom brzinom.
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Prvo, sada, prou¢imo impuls kretanja ﬁ(t), moment impusla kretanja ZO (zamah) 1 njithove promene na
primeru kretanja materijalne tatke mase m, koja rotira ugaonom brzinom @ =wn, oko nepokretne ose

orjentisane jedini¢nim vektorom 71 koja prolazi kroz momentnu tacku O. Graficki prikaz kinematickih 1
kineti¢kih vektorskih invarijanti dat je na prethodnoj slici.

Oznacdimo sa 7 vector poloZzaja materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O, kroz koju prolazi i
osa orjentisana jedinicnim vektorom 7 oko koje ugaonom brzinom @ = wn rotira materijalna tacka. Brzina v
kretanja te materijalne tacke je jednaka vektorskom proizvodu te ugaone brzine @ =7 i njenog vektora
polozaja 7: v = [c?), F]Za)[ﬁ,F]. Brzina v obrtog kretanja te materijalne tacke je upravna na osu rotacije i
vektor polozaja, odnosno na vektore 7 i 7.

Vektor impulsa kretanja ﬁ(l) te materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom @=wn, oko
nepokretne ose orjentisane jedinicnim vektorom 7z koja prolazi kroz momentnu tacku O, je:

p(t)=mv = m|@,7|= om|i,7]= @Sy
gde smo uveli oznaku

sS4 Z mlii, 7]
1 vektorsku definiciju za vector Sg ) statickog momenta mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku

O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O. To je 1 moment mase
prvog reda ili linearni moment mase m materijalne tatke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisana
jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O. Taj vektor zavisi od poloZaja materijalne
taCke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda mase u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose
ortom 7. Takode izrazava inerciono i devijaciono svojstvo prvog reda pri rotaciji materijalne tacke oko

nepokretene ose. U slucaju kada je materijalna tacka na osi vektor §((f)static“kog momenta mase m materijalne
tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisana jedini¢nim vektorom 7 je jednak nuli, tada su i vektori
n 1 7 kolinearni. Porede¢i ovo odredjenje S’(()ﬁ)linearnog momenta mase m materijalne tacke sa masom m
materijalne tacke pomnozene jedini¢nim vektorom orjentacije ose 7, a koju smo uveli preko preprincipa
(prednacela) postojanja, mozemo uvesti 1 vector M 87) =mn nazvati momentom mase nultog reda ili nulti

moment mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 .

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta [, , Materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom @=whn oko
nepokretne ose orjentisane jedinicnim vektorom n, i prolazi kroz pol Qi vektora momenta inercije mase j((f) materijalne tacke za pol Qi osu

rjentisanu jedinicnim vektorom 1 i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase J i devijacionog momenta mase Dé") materijalne

tacke za tu osu i taj pol.
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Dimenzija intenziteta vektora Séﬁ)statiékog momenta mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku
O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, je:

dim‘S’éﬁ) =ML, ajedinica je [kgm)].

Vektor momenta impulsa kretanja ZO te materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom @ = wn , oko

nepokretne ose orjentisane jedinicnim vektorom 7, koja prolazi kroz momentnu tacku O, je:

_ dd -
=[7, p= m[F,¥]= m[F.[@,7]| = om[F,[ii, 7] = 0 T
gde smo uveli oznaku
_, def
= ml7,[7i,7]]
i vektorsku definiciju za vektor J, (()’7) momenta inercije mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku
O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O. To je 1 moment mase
drugog reda ili kvadratni moment mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu
jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O. Taj vektor zavisi od poloZaja materijalne

taCke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda mase u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose
ortom 7. Takode izrazava inerciono i devijaciono svojstvo drugog reda pri rotaciji materijalne tacke oko
nepokretene ose. U slucaju kada je materijalna tacka na osi vektor J ((f)momenta inercije mase m materijalne
tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7z je jednak nuli, tada su i vektori
n 1 r kolinearni.

Vektor J% momenta inercije mase m materijalne tatke u odnosu na momentnu tatku O i osu
orjentisana jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O ima dve komponente aksijalnu
JU) = (jéﬁ),ﬁ): J i upraveuosei JU) = [ﬁ, [j((,ﬁ),ﬁ]]z D% =D d devijacionu upravnu na tu osu i orjentisanu
jediniénim vektorom d devijacionog pravca upravnog na osu 7 . Mozemo da napisemo:

def

jéﬁ):[[nr (0,)n[[JO,]]Jn+D)
Intenzitet J, aksijalne komponente J ji )—(J(O”) ) J.n vectora J 7 momenta inercije mase m

materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 predstavlja aksijalni
moment inercije mase materijalne tacke za osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu
momentnu tacku O 1 jednak je proizvodu mase m 1 kvadrata rastojanja materijalne tacke od te ose. Dimenzija
J, aksijalnog momenta inercije mase materijalne tacke za osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 je:

dim J, = dim|J"| = ML’

a jedinica je [kgm2 ]
Intenzitet D, =D, , devijacione komponente JOd —[ [JO, ]] D Dnc? vectora j((f) momenta

inercije mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7,
predstavlja devijacioni ili centrifugalni moment mase materijalne tacke za dve ortogonalne ose, koje se seku u

polu O 1 to za osu rotacije 71 na nju upravnu osu orjentisanu ortom d u devijacionom pravcu i devijacionoj
ravni materijalne tacke koja rotira. Devijacionu ravan obrazuju osa rotacije n i vector J, (()") momenta inercije

mase m . U toj, devijacionoj ravni, za slu€aj rotacije materijalne tatke oko nepokretne ose, lezi vektor ZO
momenta impulsa kretanja te materijalne tacke.
Dimenzija intenziteta D =D, , devijacione komponente JOd —[ [JO ] ]] D =D d vektora jéﬁ)

momenta inercije mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim
vektorom 7, odnosno devijacionog ili centrifugalnog momenta mase materijalne tacke za dve ortogonalne ose,
koje se seku u polu O je:

dim D, = dim D, = dim[ DY = ML
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a jedinica je [kgm2 ]
Na prethodnoj slici dat je graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta ]:0 materijalne
tacke, koja rotira ugaonom brzinom @ = @#n oko nepokretne ose orjentisane jedini¢énim vektorom 7, i prolazi
kroz pol O i vektora momenta inercije mase J gi)materijalne tacke za pol O i osu orjentisanu jedini¢nim
vektorom 7 1 njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase J, i devijacionog momenta mase 13(0'7 )
materijalne tacke za tu osu i taj pol. Na slici je prikazana i devijaciona ravan.

Prema teoremi o promeni impulsa kretanja materijalne tacke prvi izvod impulsa kretanja ﬁ(t)
materijalne tacke, nepromenljive mase, po vremenu jednak je aktivnoj sili F (t) koja dejstvuje na materijalnu
tacku.

Kako je za slu€aj rotacionog kretanja materijalne tacke

p(t)= mv = m[@,7] = @m[ii, 7] = @S
To je izvod impulsa kretanja po vremenu:

dplt dvlt _ = =

p():m ( )zma(t):—IF =F(t)
dt dt
dplt
p(): n +a)[a)Sn] w‘Sn
dt
Gde je M =@ +o" kinematicki vektor rotator, koji zavisi samo od ugaone brzine i ubrzanja (detaljnije vidi
Katica (Stevanovic¢) Hedrih: The vector method of the heavy rotor kinetic parameter analysis and nonlinear
dynamics, University of Nis, 2001,p. 248.)
Prema lemi o promeni momenta impulsa (kolicine) kretanja, prvi izvod po vremenu vektora momenta

= F+F,, +F,+G=—F, i+ F, i + Fyii — Gii

impulsa (kolicine) kretanja slobodne pokretne materijalne tacke nepromenljive mase, EO i[?, [7], za pol u

stalnoj tacki O jednak je momentu aktivne sile F koja dejstvuje na slobodnu materijalnu tacku za isti pol O,
kao momentnu tacku. To mozemo naopisati u obliku:

%zi() —mS, =|F, F|=M]
Kako je:
L, 27, B]= mlF.5] = mf.[,7] = omlF [, 7] = 072
Toje:
do?z‘O =L, =2mS, = = [F’G]+[F3,ﬁ3]=Mg€ﬁ+aFBﬁ
dditdi/a)j +a)[a)J ] oI + @ [nJ ] >J0 +a)‘D"‘ _

= 3J9 + oD+ o[, T |= 573 + MDY = 15 =[7. G+ [f,. F, | = metii + ari

gde je M =@ + " kinematicki vektor rotator, koji zavisi samo od ugaone brzine i ubrzanja (za detalje vidi -
Katica (Stevanovic¢) Hedrih: The vector method of the heavy rotor kinetic parameter analzsis and nonlinear
dznamics, Universitz of Nis, 2001,p. 248.)
Tako smo dobili dve vektorske jednacine, ili Sest skalarnih iz kojih moZemo odrediti nepoznate kineticke
pritiske, ili otpore (reakcije) lezista vratila:

dplt
d() @Sy +a)[a)S ] .93"5 il = Fyy+ F,,+Fy+G=—F,ii + F, i + Fyii — Gii
dL def . -7 . =11 = - -
+ﬂ‘D =M, =|r,G+|ry, Fy |= mglu+aFyu
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Zadatak 5. Glatka putanja, koja leZi u vertikalnoj ravni, u polju Zemljine teZe, po kojoj se krece teska
materijalna tacka M prelazi u tacki Bu glatki krug polupreénika R. Ako je kuglica (materijalna tacka)

pustena sa visine s =

3v3 -4
4

R bez pocetne brzine, odrediti:

a) Ugao ¢ koji odreduje polozaj tacke C u kojoj kuglica napusta vezu, i
b) Polozaj tatke D u kojoj ¢e kuglica da padne nakon napustanja veze.

Resenje:
A

<

[EYSpEp R
S

os)

Kuglicu posmatramo kao materijalnu tacku cije je
sopstveno rotaciono kretanje - kotrljanje zanemarljivo, pa
mozemo pretpostaviti da se krece translatorno po krivoj
liniji u vertikalnoj ravni i pod dejstvpm sile tedine i
dejstvom veze, dok istu ne napusti. Dok se materijalna
tacka krede po krivoj liniji, materijalna tacka nije slobodna
ve¢ je podvrgnuta dvema vezama, kretanju po liniji, I tada
ima jedan stepen slobode kretanja, a kada napusti vezu,
onda je to slobodna materijalna tacka u ravni, a koja se
kre¢e u polju Zemljine teZe i tada ima dva stepena slobode
kretanja, jer se u oba slucaja radi o ravanskom kretanju.
Kuglica napusta kruznu putanju u tackiC pri ¢emu je u
tom polozaju reakcija veze (normalna reakcija) jednaka
nuli: F. =0.

Jednacina dinamicke ravnoteZe za ovu kuglicu pod dejstvom sila: teZine, inercione i normalne reakcije

veze je:
fF+(7+15,1 =0,

koja projektovana u pravcu normale na putanju daje jednacinu:

2

Ve
m-—<=F —mgcosg ,
R n g @

au tacki C: F,. =0;
Koriste¢i teoremu o kinetickoj energiji imamo:
Ee—-Ey =4, = EpC - EpA

vé = Rgcosgp

%m(vé - vi): mg(h+R(1-cosp.)),

kako je v2 =0 i zadatoh =

3*/5_413,
4

to je:

Ve = 2g[3\/%T_4R +R(l—cos¢c)] = Rgcosg.,

odakle dobijamo:

V3

cos g ===

=

@ =30% i v,

NG

=Y2oR.
58

Od polozaja C pa nadalje kuglica se kre¢e po zakonu kosog hica pri ¢emu je ugao elevacije o =—-¢. 1 u

zadatom koordinatnom sistemu kona¢ne jednacine kretanja su:

X =v.t cos((pc ) + X,

1 )
y :_Egtz _Vctsm((Pc)+yc
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gde su:
X, =Rsing,
Ve =Reosg,
Eliminacijom vremena iz konacnih jednacina kretanja dobija se putanja tacke:
foX- Rsin g,

V- COS @,
. 2 .
y:—lg x—Rsing, v, xX—Rsing, sin(goc)+Rcos¢)C
2 Vo COS @, Ve COS P
Polozaj tacke D dobija se presekom putanje i x-ose tj. za y =y, =0, pa je:
4 , 1 5
O=—x,——x,——R
9R™" 97" 9
. 5
tj Xp :ZR

Zadatak 6. Materijalna tacka mase m , pustena je iz polozaja A(x =Ry, = ?) da klizi bez pocetne
brzine niz idealno glatku parabolu drugog reda sa temenom u koordinatnom pocetku, u kojoj se nastavlja u
kruZnicu poluprecnika R. Cela kriva linija leZi u vertikalnoj ravni. Materijalna ta¢ka u koordinatnom pocetku
prelazi sa parabole na idealno glatku kruznicu polupre¢nika R, a napusta je u polozaju B, koji je odredjen
uglom a = 60°. Ako je pritisak tacke na kruznicu u polozaju B jednak nuli odrediti poloZaj tatke na paraboli u
koju ¢e materijalna tacka udariti po napustanju kruzne linije. Odrediti brzinu udara materijalne tacke u tu tacku.
Kolika je potencijalna energija metarijalne tacke u tom polozaju

Resenje:
Y
WA
-R
Slika za 6 zadatak

U konretnom primeru imamo slu¢aj prinudnog kretanja materijalne tacke u ravni po krivoj liniji kada
ima jedan stepen slobode kretanja, ali po napuStanju veze kretanje slobodne materijalne tacke u polju
konzervativne sile tezine, kada ima dva stepena slobode kretanja, s obzirom da je zadatkom zadato das we
kriva linija nalazi u vertikalnoj ravni.

Kako se materijalna tacka posle napustanja veze (kruznice) u tacki B krece po zakonu kosog hica pri
¢emu je njena putanja parabola, to se tacka udara N (xN,yN) odredjuje kao presek te parabole (putanje
materijalne tacke) i parabole OA po kojoj se spustala pre prelaska na kretanje po kruznici.

Iz uslova da je pritisak na kruznicu u polozaju B, u kome materijalna tacka napusta vezu jednak nuli:
F . =0 odreduje se brzina tacke v, postavljanjem jednacina dinamicke ravnoteze za ovu kuglicu pod

dejstvom sila: tezine, inercione i normalne reakcije veze koja je oblika:
I[.+G+F =0,
i koja projektovana u pravcu normale na putanju daje jednacinu:
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V2
m-—L2=-F +mgcosg ,
R
“ R
au tacki C:F, =0; v§=7g

Jednacina parabole OA4 je

y=h,
pri cemu da bi odredili nepoznati koeficijent & treba da znamo koordinate jedne tacke na paraboli. Kako je u
tacki 4 poznata apscisa potrebno je odrediti i njenu ordinatu. Ona se odreduje preko integrala energije ili
teoreme o promeni kineticke energije kretanja materijalne tacke u polju konzervativne sile — sile zemljine teze,
te za kretanje materijalne tacke iz polozaja 4 do B mozemo da piSemo:

Eyp—E,=Uy-U,

Kako su:

I, mgR

1
E,, =Emvj =0

jer je kuglica (materijalna tacka, zanemaruje se rotaciono kretanje kuglice ) pustena bez pocCetne brzine
2
v, =0

3
Uy, =-mgy, :_Eng’

U,=-mgy,
sledi: y, = %R. Iz jednacine parabole sledi da je %R = kR*, odakle dobijamo: k = ﬁ , tako da je jednacina
parabole OA:

2
YTURT
Jednacinu putanje kosog hica odredujemo iz diferencijalnih jednacina kretanja, koje piSemo na osnovu
principa dinamilke ravnoteZe. Princip dinamicke ravnoteze za kretanje slobodne materijalne tacke pod dejstvom
aktivne sile tezine daje vektorsku jednacinu:
I, +mg=0
kojoj odgovaraju tri skalarne jednacine,diferencijalne jednacine kretanja, od kojih $pisSemo dve, jer je kretanje
ravansko, pa je :
mx=0,
my = —mg
gde su pocetni uslovi:

V3 .

x=—R, X=-Vv,cosa
t=0 2
3 ) .
yZER’ y=vgsina
posle integraljenja dobijamo da je:
x=C,,
gde je
C, =—v,cosa
pa je

X=-v,cosa,
a posle integraljenja dobijamo
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x(t)=C, —vytcosa ,

V3

gde je C, =7R,

pa je konac¢na jednacina kretanja u x pravcu:

)=

:TR—vBtcosa.

y=-gt+C;,
gde je
C, =v,sina
pa je
y=-gt+v,sina
a posle integraljenja dobijamo

y(t)=C, +v,tsina —%gt2 ,
gdeje C, = %R , pa je konacna jednacina kretanjau y pravcu:

3 . 1,
t)=—R+v tsina——gt".
We)=Z R+, S8
Eliminacijom vremena iz konacnih jednalina kretanja dobija se jednadina putanje,jednacina parabole
BN: y= —%xz +3+/3x

Presek parabole 4O i parabole BN daje koordinate tacke N (0,0), Sto znaci da krecuci se pod dejstvom sile
tezine 1 bez pocetne brzine, kako je to zadato tekstom zadatka, materijalna tacka pada u koordinatni pocetak.

Zadatak 7. TeSka materijalna (dinamicka) tacka mase m krece se po idealno glatkoj putanji, koju ¢ine
cetvrtina kruznice poluprecnika 3R, 1 polovina druge kruznice poluprecnika R, koje leze u vertikalnoj ravni.
Materijalna tacka je pustena iz polozaja A, na pocetku Cetvrtine kruznice, vidi sliku, poCetnom brzinom v, .
Kojom brzinom v,, napusta putanju u tacki B ? Ako se posle napuStanja putanje tacka krec¢e bez dejstva sile
otpora sredine odrediti polozaj tacke C u kome tacka udara u tle 1 brzinu kojim udara o tle. Kolika je ukupna
energija udara materijalne tacke o tle?

y

A

il e

Slika za 7 zadatak

Resenje:
Kuglicu posmatramo kao materijalnu tacku c¢ije je sopstveno rotaciono kretanje - kotrljanje
zanemarljivo, pa mozemo pretpostaviti da se krece translatorno po krivoj liniji u vertikalnoj ravni i pod
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dejstvpm sile tedine i dejstvom veze, dok istu ne napusti. Dok se materijalna tacka krede po krivoj liniji,
materijalna tacka nije slobodna ve¢ je podvrgnuta dvema vezama, kretanju po liniji, I tada ima jedan stepen
slobode kretanja, a kada napusti vezu, onda je to slobodna materijalna tacka u ravni, a koja se kre¢e u polju
Zemljine teze 1 tada ima dva stepena slobode kretanja, jer se u oba slu¢aja radi o ravanskom kretanju.

Na osnovu teoreme o promeni kineticke energuije (ili na osnovu integrala energije) =za slucaj
konzervativnog kretanja koji vazi pri kretanu tacke iz polozaja 4 do B.
Ey—-E,=U;-U,
Kako su:
|

E,=—mvy,

1
E, =5mvf1 =0

jer je kuglica pustena bez podetne brzine v’ = 0

Uy =—mgyy, =—-2mgR,

U,=-mgy, =-3mgR
sledi: v, =2gR =%’

Jednacinu putanje kosog hica odredujemo iz diferencijalnih jednacina kretanja koje piSemo na osnovu
jednacine principa dinamilke ravnoteze. Princip dinamicke ravnoteze daje vektorsku jednacinu:

I, +mg=0
kojoj odgovaraju dve skalarne jednacine,diferencijalne jednacine kretanja u ravni kretanja:
mx=0,
my =—mg
gde su pocetni uslovi:
F20 x=0, x=—-,/2gR
y=2R, y=0
posle integraljenja dobijamo da je:
x=C,,

gde je C, =—/2gR
pa je
X =—42gR,

a posle integraljenja dobijamo
x(t)=C, —t,2gR ,
gde je C, =0, pa je kona¢na jednacina kretanja u x pravcu:
x(t) = —t\/ﬁ .
Kako je
y=-gt+C;,
gde je C, =0paje
y=-gt
a posle integraljenja dobijamo
Wr)=c, —%gtz :

gde je C, =2R, pa je konacna jednacina kretanja u y pravcu:

y(t): 2R —%gt2 .

Masinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
(Nelektorisano - brief tekst) Predmetni asistent: Julijana Simonovi¢



Mehanika Il — Dinamika VI vezba

Str. 14 od 18

=

Za y(t.)=0 sledi daje 7. =2 |—, a u tom trenutku kordinata tacke C je x,. = —2R2.
g

Zadatak 8. Materijalna tacka M , mase m, kre¢e se u polju privlacne centralne sile ¢iji je intenzitet
obtnuto proporcionalan tre¢em stepenu rastojanja od pokretne tacke do centra privlacenja O, pri ¢emu je

koeficijent proporcionalnosti mv;7;, gde je r, pocetno rastojanje tacke M od centra O, v, podetna vrzina
. 1 .. e . " .
tacke, koja sa pravcem OM ,, zaklapa ugao o = arctg(zj. Odrediti putanju tacke 1 kona¢ne jednacine kretanja.

Resenje:

Zo = [f,ﬁ(t)] = 2m§0 = const

Posto se materijalna tacka kre¢e pod dejstvom centralne sile i sile inercije, to se radi o slobodnoj
materijalnoj tacki izloZzenoj dejstvu sila, koja ima dva stepena slobode kretanja u invarijantnoj ravni njene
putanje, to na osnovu principa dinamicke ravnoteze sastavljamo sledecu vektorsku jednacinu:

I, +F=0,
.
ma =tFr,,

gde znak odredujemo prema tome da je centralna sila privlacna - znak minus ili odbojna - znak plus. Skalarne
jednacine dinamicke ravnoteze u polarnom sistemu koordinata se dobijaju iz vektoraske jednacine i1 u slede¢em
su obliku:

m(i" —rg’ ) =1F
1d(,.
m——I\r°g|=0,
r dt( (/))
Iz druge jednacine sledi integral prvog reda (integral povrsine) r’¢p=C, a iz prve diferencijalne jednaline
kretanja odredujemo putanju materijealne tacke, jer nam je poznata centralna sila F (r):

Uvedimo smenu: u = l, onda je ¢=Cu’. Radijalna projekcija brzine je onda oblika:
r

dido_dry €4 (1) o) oy

g dt dp do'  r*dp\u u
dok je
=— d_“,d_(” =—Cu"u’®
do dt
te je projekcija (komponenta) brzine: u cirkularnom pravcu:
1C

v,=rg=——=Cu
ur

Na osnovu prethodno odredjenih izvoda i prbe diferencijalne jednacine za radijalni pravac dobijamo sledecu
jednacinu (Bine-ova jednacina), koja daje vezu izmedju centralne sile iubrzanja u radijalnom pravcu:
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~ C?*mu® (u" +u)=+F(r)
Bine-ova diferencijalna jednacina nam omogucava da odredimo zakon dejstva sile ako je poznata trajekrorija
pokretne tacke r = r(¢) i obrnuto trajektoriju pokretne tacke u polarnim koordinatama ako je poznat zakon
dejstva centralne sile, kao §to se naSim zadatkom trazi. U nasem zadatku zadat zakon centralne sile
_mﬁﬁ
73

F=F(r)=

reSavanjem pomocu Bine-ove diferencijalne jednacine dobija se zakon kretanja tacke u polarnim
koordinatama.

Zadatkom su zadati sledec¢i pocetni uslovi:
(0:(001. Veo =ThyPo = Vo SIN X

r=r, Vo =V, cosa

t=0

ili ono S§to sledi iz integrala povrSine:
rrp=C=r1,@, =1,v,, =V, sina
Kako je zadatkom zadat zakon promene sile sa radijusom, to istu moZemo napisati u obliku:
F=-mV, rju’
UnoSenjem iste u Binet-ovu diferencijalnu jednac¢inu dobijamo:
—mV;r] sin’ a(u” + u): -mVirsu’
transformacijom ove diferencijalne jednacine dobijamo:
(u” + u)sin2 a=u
odnosno:
w—ctg’a-u=0
ovo je homogena diferencijalna jednacina drugog reda, ¢ije reSenje pretpostavljamo u obliku
u=_Ce"
1 ima odgovarajucu karakteristi¢nu jednacinu oblika
A —k*=0 odnosno A —ctg’a=0
sa korenima - reSenjima: A = +k = £cfga . Pa je integral (reSenje) diferencijalne jednacine oblika:
u=Cge" +C,e™

Integracione konstante C;1 C, odredujemo iz pocetnih uslova:

= = 0
f— 0 ¢=% | . V., = 1y, = v, sina = Cu(p,)
= i
r=rn ”=u— v,y =V, cosa = —Cu'(¢p,)
0

Kako je iz dobijenog resenja:
w= k(Clek"’ - Cze_]“")

11z pocetnog uslova:
v,o =—Cuy

1 kako je iz integrala povrSine
C=rlV. =rV,sina

sledi:
, Vo Vv, cosa ctga k
u, =———=— = — e p—
0 . s
C v, SIna A A
pa se dobijaju dve algebarske jednacine po nepoznatim konstantama:
1
—=C, +C,
Ty
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k
-==k(C,-C,)

o

¢ijim reSavanjem dobijamo nepoznate konstante C,1 C,:

) 1
=01 C,=—
0
pa je jednacina putanje, polarnom sistemu koordinata, kretanja materijalne tacke pod dejstvom centralne sile
2.2
mv,r, . , . . y e
F=F (r) = ———.", obrnuto proporcionalne tre¢em stepenu rastojanja materijalne tacke od centra privladenja
r
oblikaC
1
u(p)=—e™
Ty
odnosno
r=r,e"

§to je jednacdina logaritamske spirale.

Radi odredivanja parametarskih jednacina kretanja po vremenu, odnosno koordinata polozaja
materijalne tacke, radijalne r(t) i cirkularne (p(t), odnosno kona¢nih jednacina kretanja koristimo to da je
sektorska brzina konstantna:

28, =C=r'¢p=ry,sina
Sto daje

v, sina =71, e g
Odakle dobijamo diferencijalnu jednacinu veze cirkularne coordinate i vremena 1 koja razdvaja promenljive:

edep = 20 sin adt

"o

te posle integraljenja dobijamo:
eyt
=—sinadt + C,
2k 1,

1 integracionu konstantu C, odredujemo iz pocetnog uslova

(01:0: 0

odakle je: C, = PTE do se posle unosenja vrednosti te konstante u prethodno resenje dobijaju polarne koordinate

pokretne materijalne tacke:

olt)= 1 ln( 2hev,! sina + lj

2k 7

1
r(t)= r0(2kv0t sina + ljz

o

Koja se krece po logaritamskoj spirali r = r,e”“** koju smo prethodno odredili.
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Zadatak 9. Dinamicka tacka krece se oko nepomicnog centra pod dejstvom centralne privlacne sile koja
zavisi samo od rastojanja. Odrediti zakon promene te centralne sile kao 1 putanju dinamicke tacke, ako je njan

: : . e : k :
brzina obrnuto proporcionalna rastojanju od centra privlacenja i data izrazom v =—, gde je k konstanta.
r

Resenje:

Posto se materijalna tacka krece pod dejstvom centralne sile, ¢iji zakon promene od rastojanja od centra
sila neznamo, i sile inercije, to se radi o slobodnoj materijalnoj tacki izlozenoj dejstvu sila, koja ima dva stepena
slobode kretanja u invarijantnoj ravni njene putanje. Poznata nam je samo jo§ zavisnost brzune od rastojanju od

e . k . . . . .
centra privlacenja i data izrazom v =—, gde je k£ konstanta. To znaci da se radi o centralnom kretanju za koje
r

vazi teorema o odrzanju momenta impulsa kretanja, odnosno sledi da je sektorska brzina konstantna. Za
reSavanje zadatka koristi¢emo polarni sistem koordinta i polozaj materijalne tacke u svakom trenutku kretanja
odredjen je dvema koordinatama , radijalnom () i cirkularnom ¢(¢). Zadatkom se trazi da se odredi zakon
promene centralne sile i putanja materijalne tacke. Zato je potrebno koristiti jednaine kretanja na osnovu
principa dinamicke ravnoteZe ili ve¢ ranije izvedene Binet-ove diferencijalnu jednacinu ili obrazac i integral
povrsine. koji kaze da je sektorska brzina konstantna za sva kretanja pod dejstvom centralne sile, (integral
povrsine) r’¢p=C, kao i to da je kretanje u invarijantnoj ravni. Do odgovora na postavljeni zadatak moZeno

do¢i na sledec¢i nacin:

. 1 . y o , : :
Uvedimo smenu u =—, te zadatu zadatkom brzinu mozemo napisati u slede¢em obliku v=+ku, a iz
r

integrala povrSine ¢ =Cu” , a kako je projekcija brzine u radijalnom pravcu oblika:
S :ﬂd_wzﬁgb:gi(lj: Cuz(_”_j o
dt dp do r-de\u
Dok je projekcija (komponenta) brzine: u cirkularnom pravcu:
1 C

v,=rop=——7F=Cu
ur

to za kvadrat brzine kretanja materijalne tacke pod dejstvom centralne sile u invarijalnoj ravni dobijamo

Vvi=vi4y = Cz(u'2 +u’
A imajuéi u obzir zadat zakon promene brzine kretanja materijalne tacke sastavljmo slede¢u diferencijalnu
jednaginu (v < 0):

Cz(u'2 +u2): k*u®,

u't = (cz —1)142 ’

gde smo uveli oznaku ¢ :% ,paje

u'=-Au,
gde je
A=4/lc* 1),
I koje moZemo odrediti jednacinu putanje u polarnom koordinatnom sistemu (r, (0).

Posle integraljenja te diferencijalne jednacine koja razdvaja promenljive dobijamo njeno reSenje u
slede¢em obliku::
Inu=-Ap+C, =-Ap+Inu, + Ag,,

£,

Masinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
(Nelektorisano - brief tekst) Predmetni asistent: Julijana Simonovi¢



Mehanika Il — Dinamika VI vezba

Str. 18 od 18

u /7 .
Odnosno 0 K \\

r((o) = roei('pf%) ) N QJ
Linija putanje je, dakle, logaritamska spirala. \ /

(%) Logaritamska spirala

>

Iz Binet-ovog obrazca odredjujemo ubrzanje materijalne tacke u obliku:
k2
a, = —C2u3(12 + l)z -,
r
pa je zakon promene centralne sile u funkciji rastojanja pokretne materijalne tacke od centra sile

2
F(r): -ma, = —mk—3 .
r

Privlacna centralna sila F (r)obrnuto srazmerna treCem stepenu rastojanja tacke od centra privlacenja.
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