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V veZba

Teoreme mehanike , konzervativne sile

- Diferencijalne jednacine kretanja u razli¢itim koordinatnim sistemima
- Teoreme mehanike- teorema o promeni mehanicke energije
- Konzervativne sile —Odredivanje funkcije sile, rad konzervativne sile

Zadatak 1. Materijalna tacka mase m = 2[kg] kre¢e se pod dejstvom sile tezine po glatkoj paraboli jednacine
y=4px*, gde je p[m’l] parametar dimenzione saglasnosti, iz pocetnog polozaja No(y0 :10cm) bez
pocetne brzine. Napisati jednacine dinamicke ravnoteze posmatrane pokretne materijalne tacke pri njenom
kretanju duz te parabole, ako se zna da se parabola nalazi u vertikalnoj ravni. Koliki je otpor veze koja

dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku - linije parabole u proizvoljnom polozaju materijalne tacke na
paraboli, a koliki u poloZaju na temenu te parabole?

Resenje:

Slobodna materijalna tacka u prostoru ima tri stepeni slobode kretanja, i njen poloZaj je odredjen
pomocu tri Descartes-ove koordinate (x, y,z), medjutim kada se materijalna tacka krece po zadatoj liniji,
ovde paraboli, ona nije slobodna i ima samo jedan stepen slobode kretanja, jer na nju desjtvuju dve veze.
Jedna veza je da je kriva linija — parabola u ravni xOy ili z=0, a druga veza je f (x, y)= y—4x* =0.
Prema tome radi se o kretanju materijalne tacke na koju dejstvuju dve geometrijske i stacionane

(skleronomne) idealne veze. Zadatkom je veé odredjen Descartes-ov koordinatni sistem u kome je ravan
xOy vertikalna.

Zadatkom se trazi da se napisu jednacine dinamicke ravnoteze posmatrane pokretne materijalne tacke
pri njenom kretanju duz te parabole kada je izloZzena dejstvu dve geometrijske stacionarne veze 1 dejstvu sile
sopstvene tezine primenom principa dinami¢ke ravnoteze. Kako ova materijalna tacka ima, kako smo
prethodnom analizom zakljucili, jedan stepen slobode kretanja za generalisanu koordinatu izabracemo put po
luku parabole po kojoj se kre¢e i oznaCicemo ga sa: s. Brzina materijalne tacke pada u pravac tangente na
putanju, ovde na zadatu parabolu i iznosi

ds .
v=—=3
dt
Pravac tangente na putanju materijalne tacke — zadatu parabolom je definisan uglom «, i jasno je da je
d , . . . oy 5 ) ..
tga = d_y = y' =8px za slucaj zadate parabole. Za primenu principa dinamicke ravnoteze potrebno je napraviti
X

analizu sila koje dejstvuju na posmatranu materijalnu tacku. Na materijalnu tacku dejstvuju sledece sile: aktivna
sila sopstvene tezine G = —mgj , a dejstvom veza javlja se sila otpora veza koja je upravna na liniju putanje i
moe se izraziti u obliku F,, =F, =Agradf(x,y), jer se radi o idealnim vezama z=0 i
f (x, y): y—4px* =0, pa nema tangencijalne komponente. Analizom zaklju¢ujemo da se radi o kretanju u
ravni xOy. Javlja se i sila inercije koja je suprotno smerna od vektora ubrzanja materijalne tacke pomozenog
masom, $to je definisano jednom od definicija vektorskih invarijanti dinamike materijalne tacke. Za silu inercije
moZemo da napisemo: I » =—ma =—ma, —ma,. U ovom slucaju radi jednostavnosti reSavanja zadatka dobro je

koristiti prirodni koordinatni sistem linije putanje kretanja materijalne tacke, ali se jednacine kretanja mogu
napisati i u Descartes-ovom sistemu koordinata.
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Y y=4px’

S=HO NG T )

Princip dinamicke ravnoteze smo formulisali slede¢im iskazom:
Materijalno kruto telo je u dinamickoj ravnoteZi ako su zbirovi svih sila koje dejstvuju u pojedinim
dinamickim (materijalnim) tackama tog tela jednaki nuli.

Za materijalnu (dinamicku) tacku na koju dejstvuje jedna geometrijska, skleronomna idealna veza
oblika f (x, v, z) =0, princip dinamicke ravnoteze se moze iskazati sledeCom jednacinom:
i=k

— —

I, +) F +Agrad f(x,y,z)zO
i=1
Ili
= i=k
(—md;—gt)]%r E +Agrad f(x,,z)=0
i=1
Ili

(—m%gt)j+ﬁ+igmdf(x,y,z)=0

gde A nepoznati Lagrange-ov mnozilac veze f (x, v, z) =0, a brzina \7(t) materijalne tacke zadaovoljava uslov
da je tangencijalna na povrs veze

(v(¢). grad f(x,y,2))=0
jer reakcija (otpor) idealne veze Fw =Agrad [ (x, y,z) je upravna na tangencijalnu povrs idealne veze 1 to je
sila medjudejstva izmedju materijalne tacke 1 povrsi po kojoj se kre¢e i u kojoj lezi brzinaﬁ(t) materijalne
tacke.

Za materijalnu (dinamic¢ku) tacku na koju dejstvuju dve geometrijske, skleronomne idealne veze oblika
fl(x, v, z) =01 fz(x, v, z) =0, princip dinamicke ravnoteze se moze iskazati sledeCom jednacinom:

fF + iﬁ; + A, grad fl(x,y,z)—i- /”ngmdfz(x,y,z)z 0

i=1

gde su 4, 1 4,nepoznati Lagrange-ovi mnoZioci veza f, (x, v, z) =01 f, (x, v, z) =0, a brzina \7(t) materijalne
tacke zadaovoljava uslov da je tangencijalna na obe povrsi veza, odnosno liniju

(7(0). grad f,(x.y.2))=0 i (3(t).grad £, (x.y.2))=0
jer reakcija (otpor) idealne veze F, = A, grad fl(x, v, z)+ A,gradf, (x, y,z) je upravna na tangentu na prese¢nu

w

krivu obe povrsi idealne veze 1 to je sila medjudejstva izmedju materijalne tacke i linije po kojoj se krece .

Na osnovu principa dinamicke ravnoteze u razmatranom sluc¢aju mozemo da piSemo:

I, +mg+Agrad f(x,y,z)=0 i uslovbrzine (¥(z),grad f(x,y,z))=0
ili

I, +mg+F, =0,
gde je F v = Agradf (x, y), otpor idealne veze u pravcu normale na liniju veze, odnosno u pravcu gradijenta na
putanju materijalne tacke (parabolu).
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Za odredjivanje komponenata sile inercije u prirodnom sistemu koordinata parabole — putanje kretanja
materijalne tacke piSemo:

1, =—ma =—-ma, —ma,
Gde su prirodne komponete vektora ubrzanja:

oA e . . .. d’s .

a, =vI =§T tangencijalna komponenta vektora ubrzanja, gde je v = 7 = 7 =35

t t

2
V- :
ay = 7 N normalna komponeta vektora ubrzanja,

Jiey?) _Jiveapis)

a R je poluprecnik krivine R, = : =

y 8p
Element luka s duz parabole — putanje materijalne tacke je:

ds =+(dx)’ +(dy) =dxyf1+ "

Na osnovu principa dinamicke ravnoteze u razmatranom slucaju smo napisali:

(—mé)+mg+ Agrad f(x,y,z)=0 i uslov brzine (¥(¢), grad f(x,y,z))=0
ili

(— mﬁN)+ (— m&T)Jr mg + Ij“N' =0,

Iz prikazanih vektorskih jednac¢ina mozemo napisati odgovarajuci broj skaranih jednacdina. Iz prvog
zapisa mozemo da napiSemo dve diferencijalne jednacine :

(—mﬂ+ﬂ§£=o
ox

(_my-)+(_mg)+zgl=o
Y

1 uslov za brzinu

xg + yg =0

ox oy

ili kakoje f (x, y) =y —4px® =0, prethodni sistem diferencijalnih jednaéina i uslov za brzinu postaju:

(— m)'c')— 8Apx =0

(— my)+ (— mg)+ A=0

—8pxx+y=0

U Descartes-ovom sistemu koordinata smo dobili dve diferencijalne jednacine i jedan uslov za brzinu, iz
kojih treba odrediti Lagrange-ov mnozilac veze i dve koordinate Sto nije tako prost zadatak. Zato cemo se ovde
1 zaustaviti jer je zadatkom trazemo da se napisu diferencijalne jednacine.

Lagrange-ov mnoZilac veze je:

A= m(y +g): m(8p5c2 + 8 pxXx + g)
i sila otpora veze je:

ﬁw = ﬁN = Zgradf(x,y,z)z m(Sp)'c2 + 8 pxi + gX—pr? +])
Pri tome je potrebno prethodno resiti nelinearnu diferencijalnu jednacinu:

)'é+8px(8p)'c2+8px)'é+g):0 y=4px’
po koordinati x koju smo u Descartes-ovom sistemu koordinata izabrali za generalisanu koordinatu.
Kako je:
.. ) .. 8px(8p)'c2 +g)
il +64p°x* )= -8 px|8pi” + X=-
(- 64p)—sprlspi* + )
Sledi da je
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(e an Bprg) ) (8pili+64pis?) L, Bpt+g)  gli+64p’c))

/I—m(pr A eapy +gj_m[ (x6ap) O veapin) (i+odpn) )
_[(8pF +8p64p’x> _(8p8°64p°x" +g64p’’) gll+64p’s’))_  8pit+g
- (1+64p7x%) (1+64p%x?) (1+64px?) ) 7 (1+64p°x7)

I konacno se za Lagrange-ov mnozilac veze dobija izraz preko kvadrata horizontalne komponente brzine
1 kvadrata apscise poloZaja materijalne tacke na paraboli.:

Aem 8pi’+g
(1+64p°x?)

Normalna komponenta otpora veze koja dejstvuje na materijalnu tacku pri njenom kretanju po idealno

glatkoj paraboli u vektorskom obliku je:
8pi’+g

il +64p°x’ )
Sto predstavlja izraz u funkciji zavisnosti od kvadrata horizontalne komponente brzine xi kvadrata apscise x
poloZzaja materijalne tacke na paraboli.

Intenzitet normalne komponente otpora veze koja dejstvuje na materijalnu tacku pri njenom kretanju po
paraboli

F,=F, =hgrad [(x,y.2)=m (~8pxi + )

:Fw:‘ﬁN‘:FN:mM

NIES 64]92x2

1 zavisi samo od kvadrata horizontalne komponente brzine x i kvadrata apscise x polozaja materijalne tacke na
paraboli.

Drugi pristup je da vektorsku jednadinu dinamicke ravnoteZze materijalne tacke koja se kre¢e po
paraboli pod dejstvom sopstvene tezine analiziramo u prirodnom sistemu koordinata njene putanje. Zato ¢emo
razmotriti u drugom obliku istu vektorsku jedna¢inu dinamicke ravnoteZe te materijalne tatke na paraboli:

(—md, )+ (~ma,)+mg+F, =0
2
Odnosno kakoje a,=vI=5T 1 a, :%N tfojei:

2

(—mET)+(—m%NJ+mg(—sinaf—cosaﬁ)+FN']\#/=0

Projektovanjem prethodne vektorske jednaCine na ose tangente Ti notmale N parabole, ose
oskulatorne ravni parabole dobijamo dve skalarne jednacine:
—-ms§ —mgsina =0, upravcu tangente na putanju — na parabolu
v .
—m——mgcosa + F,, =0, u pravcu normale na putanju - na parabolu
k

2 2.2V
gde je poluprecnik krivine: R, = \/(1 +i; )3 = \/(1 il 684p al ) , ds = (abc)2 + (aly)2 =dx\1+ "7 .
y P
Dakle sledi sistem jednacina kretanja i dinamicke ravnoteze, od kojih je prva diferencijalna drugog reda
po generalisanoj koordinati s. a druga omogucava da se odredi otpor veze koja dejstvuje na materijalnu tacku:
§=-gsina
V2
Fy=m—+mgcosa
k
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gde su :cosa :; 1 sina :L
1+ 64 p2x? J1+64p%x7
S obzirom da je sistem konzervativan, iz integrala energije
E,~E,=A=E,-E,
sledi:

my

2 2

=-mg(y—y,)+ 2v°

pa je
v =v; +2g(v, ~»).
Iz druge jednacine dinamicke ravnoteze za pravac normale sledi:
2
L 4 mg

Vo= y)H——.
R, "R’ )w/1+64p2x2

Kako je y =4px” to je kvadrat brzine:

Vv =i+ 37 = 21+ 64p°x°)
Pa imajuc¢i u vidu izraz za poluprec¢nik krivine izraz za otpor veze mozemo da napisemo u slede¢em obliku:

FNZmi+mgcosa:mx2(1+64p2x2)+ 1 - m(p)'c2+g)

m =
R, Ji+64p2x ) g\/(1+64p2x2) Ji+64p°)
To je identiCan izraz koji smo za silu otpora idealne veze dobili 1 preko reSavanja zadatka u Descartes-
ovom sistemu koordinata.
U temenu parabole je: x=0 i y=0,paje F, =16mgy, + mg = G(l + 16y0): 32,18[N]

Zadatak 2. Odrediti u vertikalnoj ravni Oxy jednacinu glatke linije - putanje teske tacke — pod uslovom da je
otpor veze (normalni otpor) koji dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku obrnuto srazmeran krivini putanje
F,=mgk/R;R=R,.

ReSenje:

Slobodna materijalna tacka u prostoru ima tri stepeni slobode kretanja, i njen poloZaj je odredjen
pomocu tri Descartes-ove koordinate (x, y,z), medjutim kada se materijalna tacka krece po zadatoj liniji,
ovde nepoznatoj, ona nije slobodna i ima samo jedan stepen slobode kretanja, jer na nju desjtvuju dve veze.
Jedna veza je da je kriva linija u ravni xOy ili z =0, a druga veza je nepoznata f (x, y) =0 i zadatkom se

traZi. Prema tome radi se o kretanju materijalne tacke na koju dejstvuju dve geometrijske i stacionane
(skleronomne) idealne veze. Zadatkom je veé odredjen Descartes-ov koordinatni sistem u kome je ravan
xOy vertikalna. Takodje je zadatkom dato da je veza idealna i da je otpor veze obrnuto srazmeran krivini

putanje F, =mgk/R;R=R,.

SOV 7(s)

Na osnovu principa dinamicke ravnoteze u razmatranom slu¢aju mozemo da piSemo:
I, +mg+Agrad f(x,y,z)=0 i uslovbrzine (¥(¢),grad f(x,y,z))=0
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ili
I, +mg+F, =0,
gde je F v = Agradf (x, y), otpor idealne veze u pravcu normale na liniju veze, odnosno u pravcu gradijenta na

putanju materijalne tacke (parabolu).
Za odredjivanje komponenata sile inercije u prirodnom sistemu koordinata parabole — putanje kretanja
materijalne tacke pisSemo:
1, =—ma =—-ma, —ma,
Gde su prirodne komponete vektora ubrzanja:
- S . . .. odv d’s .
a, =vI =§T tangencijalna komponenta vektora ubrzanja, gde je v = % = s =5
t t
2
N ;
ay = z N normalna komponeta vektora ubrzanja,

Vektorsku jednacinu dinamicke ravnoteZe materijalne tatke koja se krece po glatkoj krivoj u vertikalnoj
ravni pod dejstvom sopstvene tezine anliziramo u prirodnom sistemu koordinata njene putanje. Zato ¢emo
razmotriti tu vektorsku jednac¢inu dinamicke ravnoteze te materijalne tacke u obliku:

(— mdN)—i-(— chT)—i- mg+F, =0

2
v .
Odnosno kakoje a, =vI =35T 1 a, :EN tojei

2

(—m's'f)+(—m%ﬁ]+mg(—sinaf—cosaﬁ)+ F,N=0

Projektovanjem prethodne vektorske jednacine na ose tangente T inotmale N krive linije koju
trazimo, ose oskulatorne ravni krivolinijske putanje i dobijamo dve skalarne jednacine:
—-m§—mgsina =0, upravcu tangente na putanju
V2 .
—m——mgcosa+ F,, =0, upravcu normale na putanju
k

' 12
gde je poluprecnik krivine: R, = (1+—i;)3, a element luka putanje ds = (dx)2 + (a?y)2 =dx\1+ " .

Dakle, sledi sistem jednacina kretanja i dinamicke ravnoteze, od kojih je prva diferencijalna drugog
reda po generalisanoj koordinati s. a druga omogucava da se otpor veze koja dejstvuje na materijalnu tacku
izrazi pomocu krivine:

§=—gsinga

V2
F, = mR—+mgcosa

k
i

Y

1L
WISIHQ——W.

S obzirom da je sistem konzervativan, iz integrala energije
E -E,=4=E,-E,

gdesu:cosa =

sledi:
? mv;
=-mg(y—y,)+
2
paje
2 2
v =vi +2g(v - »).
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Kako je oy-osa usmerena naviSe, onda integral energije daje:
v =v, —2gy, gdeje y, =0
Iz druge jednacine dinamicke ravnoteze materijalne tacke u pravcu normale na traZzenu krivu liniju sledi:
my’ -mg  mgk

=—-mgcosa+F, =
R g N \/1+y,2 R

Posto je zadatkom definisana sila otpora dejstvujuce veze linije, a trazi se jednacina linije to reSavamo

obrnuti zadatak i prethodna jednacdina je diferencijalna jednadina putanje — linija veze koja dejstvuje na
materijalnu tacku .

Posle transformacije dobijamo slede¢u diferencijalnu jednacinu linije putanje:
m(v2 - kg) m(vg —2gy— kg) —mg

R R ,1+y'2 ’
odnosno:
R ~ '1+yi2

\/ 1+ »'
gde je uvedena oznaka radi jednostavnijeg pisanja

= (2y+c),

v, —kg
g

1+ "
Zamenom poluprec¢nika krivine relacijom R, = M dobijamo:

"

y 14 1

Jey? (@y+e)

Ta diferenvzcijalna jednacina razdvaja promenljive integracije yi )’ :g , koordinate pokretne materijalne
X

tacke u ravni xOy te je:
2y'dy’ _ 2dy |
Ji+y? Qy+e)
Integraljenjem leve i1 desne strane prethodnne jednacine u diferencijalnom obliku dobijamo

Iny1+y? =2y +c)+InC, =InC,(2y +¢)
Imajuci u vidu da je osobine logaritama kvadrata, koli¢nika i proizvoda lako je iz prethodnog dobiti sledece
y?=ay+b; a=2C, i b=Cyc-1
Ponovo razvajamo promenljive integracije
¥ =L Jay+b
dx
dy

NJay+b

Te jo§ jednim integraljenjem dobijamo sledecu jednacinu krive linije:
2

ay+b:%(x+C2)2 tj.

b
y:%(x+C2)2—— )
a

=dx; 2\Jay +b = alx+C,)
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koja je zadatkom traZena. Znaci traZzena glatka kriva linija u vertikalnoj ravni Oxy putanja teSke tacke — pod
uslovom da je otpor veze (normalni otpor) koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku obrnuto srazmeran
krivini putanje F,, =mgk/R ;R =R, je parabola - kriva linija drugog reda jednacine

y= (x +C ) - 2
4 a

Mi smo ustvari dobili viSeparametarsku familiju krivih linija parabola, jer u jednacini krive linije ima viSe
proizvoljnih konstanti integracije, ali za sve te putanje — krive linije kao veze dejstva prinude veze u kretanju
materijalne tacke imaju svojstvo da je otpor veze obrnuto proporcionalan polupre¢niku krivine veze, jer smo to
jednacinu izveli iz tog uslova.

Zadatak 3. Po idealno glatkoj horizontalnoj ploci klizi kuglica mase m ucvrSéena za jedan kraj nerastegljivog
konca. Konac je provucen kroz rupicu u ploci i uvlaci se u nju konstantnom brzinom v. U pocetnom trenutku
konc je zategnut duz prave linije, rastojanje kuglice od rupice je bilo R , a pocetna brzina kiglice je v, 1 upravna

je na pravac konca, vidi sliku. Odrediti kona¢ne jednacine kretanja kuglice i silu u koncu, pretpostavljaju’i da je
kuglica materijala tacka.

1 o) 4y
w\/vo

<
=

ResSenje:

Kugliga se krece u ravni z=0 pa se radi o kretanju materijalne tacke podvrgnute dejstvu jedne veza, pa ima
dva stepena slobode kretanja i njen polozaj N (r,gp,z) je odredjen trima koordinatama », ¢ 1 z=0, ali iz
uslova da je podvrgnuta dejstvu jedne veze, sledi da ima dva stepena slobode kretanja i1 za generalisane
koordinate biramo kooedinate r(¢)ig(f). Pokretna materijalna tatka je izlozena desjtvu sile u koncu S,
normalne reakcije veze sa podlogom z =0, jer je podloga idealno glatka i ima rakciju veze samo u pravcu
gradijenta na dodirnu povrs, inercine sile 1 » 1 sile sopstvene tezine G= —mgl; , koja je usmerena vertikalno

naniZze. Na osnovu princiopa dinamicke ravnoteZe piSemo jednaina dinamicke ravnoteze materijalne tacke
(kuglice, pri cemu razmatramo njeno translatorno kretanje, a zanemarujemo rotaciono) je onda:

[+ F=0, = (-ma)+mg+S+F,=0
Za ovaj zadatak svrsishodno je posmatrati kretanje kuglice iz polarno-cilindricnog koordinatnog
sistema, u kome se vektorska jednacina dinamicke ravnoteze razlaze na tri skalarne jednacine oblika:

(~ma,)+(-5)=0
(-ma)=0 i
0=-mg+F,,
gde su
a, = (f - r(p2 )FO
radijalna 1
~ e Ld o,
a. = (2"§0+”¢7)Co :;E(”2¢)‘?o
cirkularna komponenta vektora ubrzanja materojalne tacke u polatno-cilindrickom sistemu koordinata. Sada

jednacine kretanja materijalne tacke (kuglice), pod pretpostavkom da je kuglica materijalna tacka a na osnovu
postavljenog iskaza principa dinamicke ravnoteze su:

m(f - r(b2)= )
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m P (r (p) =0
Kako je zadatkom zadato da je brzina uvlacenja konca v konstantna u nasem sluéaju, radijus se smanjuje
brzinom v, to je radijalna projekcija brzine kuglice tj.
. dr
V., =F=—=-v,

' dt

Sto predstavlja diferencijalnu jednacinu prvog reda koja razdvajanjem promenljivih i integraljenjem daje:

r(t) =—vt+C|
Integraciona konstanta C, se odreduje iz pocetnih uslova zadatih zadatkom:

t=0,r, =R,p,=0,v,,=0,v, :r(j’| =V

t=0
taje C, = R. Konacna jednacina kretanja u radijalnom pravcu:
r(t) =—VvI+R
Iz druge jednacine kretanja sledi:
r’¢ = const
PO =159, = 1y, = Rv,
odakle dobijamo
_Rv,
(R - vt)2 ,
posle razdvajanja promenljivih i integraljenja dobijamo:

_ Ry,
go(t) B v(R — vt) +Ca,

. . . v .
integraciona konstanta se dobija iz pocetnih uslova C, = ——2, pa je:
v

L N W
(/)(t) v(R—vt) v R-wt

Iz prve jednacine kretanja kuglice

m(if'—rgbz):—S,
sledi da je sila u uzetu:
R*v; , R*v;
R—vt)—2—_=8t. S=m—>—
MR e =S S STy

Drugi pristup: Zadatak se moze prostaviti 1 drugacije. Kuglica se kre¢e u ravni z =0 1 kretanje kuglice
je ograni¢eno duzinom konca, pa se radi o kretanju materijalne tacke podvrgnute dejstvu dveju veza, pa ima
jedan stepen slobode kretanja i njen polozaj N (r,go,z) je odredjen trima koordinatama r = r(t), p1z=0,al
iz uslova da je podvrgnuta dejstvu dveju veza, sledi da ima jedan stepena slobode kretanja i za generalisanu
koordinatu biramo kooedinatu ¢() u curkularnom pravcu.

Znaci, konstantovali smo da je materijalna tacka izloZena dejstvu dve veze. Jedna veza je kretanje
materijalne tacke u tavni z =0 1 to je stacionarna geometrijska veza. Druga veza je zadata time da se duZina
konca menja brzinom v, pa je ta druga veza /7(1*) = 0 nestacionarna i diferencijalna, ali integrabilna 1 moze se

napisati u obliku
. dr
Vr =y =—=
dt
Ta diferencijalna veza , f (r) =7+v =0 je integrabilna i moZe integraliti, te na osnovu toga dobijamo:
r(t) =—vt+C,

Integraciona konstanta C; se odreduje iz pocetnih uslova zadatih tekstom zadatka:
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t=0
taje C, = R. Konacna jednacina druge veze u kona¢nom obliku je
r(t) =—Vvt+R
i vidimo da je ta nestacionarbna, difrencijalna i integrabilna veza sada oblika geometrijske nestacionarne veze
oblika f(rt)=r+vi—-R=0
Pokretna materijalna tacka je izlozena desjtvu veze f (r.t): r+vt—R =0, usled cega se javlja otpor

usled dejstva te nestacionarne veze - sila u koncu S, a usled druge veze z =0, javlja se otpora - normalna
reakcija podloge F), , jer je podloga idealno glatka ravan i njena rakcija je samo u pravcu gradijenta na dodirnu

povrs. Pored sile inercije 1 » ha materijalnu tacku dejstvuje 1 aktivna sila sopstvene teZine G= —mglg , koja je

usmerena vertikalno nanize. Na osnovu principa dinamicke ravnoteze piSemo jednacina dinamicke ravnoteze
materijalne tacke (kuglice, pri ¢emu razmatramo njeno translatorno kretanje, a zanemarujemo rotaciono) je
onda:

[+ F =0, = (-ma)+mg+S+F,=0

a, =i -rp’
radijalna 1

~ e Ld o,

a.= (2r(P+r§”)Co :;E(FZCD)CO
cirkularna komponenta vektora ubrzanja materojalne tatke u polatno-cilindrickom sistemu koordinata. Sada
jednacine kretanja materijalne tacke (kuglice), pod pretpostavkom da je kuglica materijalna tacka a na osnovu
postavljenog iskaza principa dinamicke ravnoteze su:

mlit —rg* )= —-S

1d(,.
-2 =0
" r dt (r (p)
Kako druga nestacionarna veza f (r.t) =r+vt—R =0daje promenu radijalne koordinate, to prva

jednacina sluZi da se odredi reakcija veze - sila u koncu S
S =—mlF—ré?)
Ali pre toga treba resiti diferencijalnu jednacinu

%(rz(/‘))z 0

Koja daje da je sektorska brzina konstantna:
=20 =
S,, =r°¢=const
PO =159, = 1y, = Rv,
odakle dobijamo trenutnu ugaonu brzinu
Ry,
(R —vt)2 ,
1 posle razdvajanja promenljivih i integraljenja dobijamo za generalisanu koordinatu kretanja materijalne tacke
po horizontalnoj ravni:

R
= ic,,
\% \Z

gde je C, nepoznata integraciona konstanta koja se odredjuje iz uslova da su zadovoljeni pocetni uslovi
kretanja materijalne tacke (kuglice) C, = Y% , te sledi da je:
v

Rv, Vo Vot
gp(t) v(R - vt) v R-vt
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Sila u koncu S’ kao reakcija nestacionarne veze f (r.t) =r+vt—R =0se dobija, kako smo vec
zakljucili, pomocu relacije S = —m('r' - r(/')2) odakle sledi njena vrednost:
2.2
S—m R*v; :
(R - vt)

Zadatak 4. Dekartove koordinate sile ' su

X=c 2"V . y=¢ Xry

(x2 + yz)" ’ (x2 +y2)" ’

a) Odrediti eksponent n pod uslovom da sila < bude konverzativna.

b) Za taj slucaj odrediti funkciju sile i izracunati rad sile pri prelasku materijalne tacke iz polozaja
N, (2,\/5 ) u N, (3,\/5 ) ako je ¢ =100 [Nm] duz putanje kretanja. Da li taj rad zavisi od putanje kretanja
materijalne tacke?

c) Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile 1 moguce poloZaje ravnoteze materijalne tacke pri kretanju pod

dejstvom te sile.
d) Ispitati stabilnost mogucih polozaja ravnoteze, ako oni postoje, kao i kretanja pod dejstvom te sile.

ReSenje:
Uslov konzervativnosti sile je:
i J k
rotF = rot grad U = [V,ﬁ]: [V,gradU]: 0/ox 0/dy 0/0z|=0,
X Y Z
odnosno
ax _or_ x oz_ ez
oy 0Ox ’ 0z Ox ’ 0z Oy

ili
x_ov  ox_ez oy _z
dy ox’ oz ox’ 0z Oy

Da bi sila bila konzervativna, potencijalna, potrebno je da njene koordinate zadovoljavaju Cauchy-

Reiman’ove uslove koje smo izveli prethodno. Da bi uslov konzervativnosti 681 = (Z—Y bio zagovoljem sledi da
y  Ox

treba da bude zadovoljen slede¢i uslov:
—(x2 +y2y' —n(x—y)(x2 erz)’hl 2y ()c2 +y2)n —n(x+y)(x2 +y2y71 2x
2

(x2 + yz)zn (x2 +y )2"
- (x2 + yz)" —2xyn(x2 + yzyﬂ + 2y2n(x2 + yz)'k1 = (x2 + y2)n - 2x2n(x2 + yz)'k1 - nyn(x2 + yz)m1
2n(x2 + yz)n = 2(x2 + yz)n = n=1

Kako se konzervativna sila moZe izraziti u obliku F =grad U, gde je U funkcija sile, to su onda
projekcije sile na koordinatne ose:

oU oU oU
X=—, Y=—, Z=—
ox oy oz
odakle se moZe odrediti funkcija sile reSavanjem sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog reda:
oU X—
X = =c71 Y >1s
ox (x +y )
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Y—a—U—c X+y
oy ix2+y2i

Pa imamo:
U= J.Ydy+¢)(x):%cln(x2 +y2)+c-arctgl+(o(X),
X

Sto posle diferenciranja po x iizjednacavanja sa X zadatom projekcijom sile daje neodredenu funkciju go(x):

WLy ] —izj+¢(x)=c o = el)=C
y X +y

o 2 (x*+)?) 1+(XJ2(

y
pa je funkcija sile oblika:

U= %cln(x2 +y2)+c-arctg1+ C
X

Rad konzervativne sile je:

A=U,-U, = %c-ln(12)+c-arctg[?] —%c-ln(6)—c-arctg(%}

Zadatak 5. Dekartove koordinate sile £ su
X—y-z
X=c—F/——; —— Y=c—F/—;
x(x+y+2) y(x+y+z) Z(x+y+z)
a) Pokazati da je ova sila konzervativna i1 odrediti funkciju sile.
b) IzraCunati rad sile pri prelasku materijalne tacke iz polozaja M, (2,2,2) u polozaj M, (1,1,1) duZ putanje

y—z—Xx Z—X—y

Y=c

kretanja. Da li taj rad zavisi od putanje kretanja materijalne tacke?

c) Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile i moguce polozaje ravnoteze materijalne tacke pri kretanju pod
dejstvom te sile. Ispitati stabilnost mogucih poloZaja ravnoteze, ako oni postoje kao i kretanja pod
dejstvom te sile.

Resenje:

TransformiSimo najpre projekcije sile u oblike:

X—-y-—-z 2x xX+y+z 2 1
X=c =c - =c -— 1
xx+y+z) \xlx+y+z) x(x+y+2) X+y+z x

Y —c y—z—X . 2 _l;
y(x+y+z) \x+y+z y

7 Z=X-y _ c 2 1 :
Z(x+y+z) (x+y+z z
Uslov konzervativnosti sile je:

i j k
rotﬁ:rotgradUz[V,ﬁ]z[V,gradU]:8/8x o/oy 0/0z/=0,
X Y Z
odnosno slede uslovi:
x ov_ o ez_, o aZ_
oy Ox 0z Ox oz 0oy
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ili
ox_ov  ox_ez  ov_oz
oz ox’ oz Oy

ERCE

Sto za ovu silu i njene projekcije daje:
X oY 2 | OX oZ_ 2 . O 0Z_ 2
oy Ox (x+y+z)2’ oz Ox (x+y+z)2’ 0z Oy (x+y+z)2’

Odakle zakljucujemo da su Cauchy-Rimman-ovi uslovi zadovoljeni i da je sila konzervativna
Funkcija sile se odreduje iz sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog reda:

Xzﬁ_Uzc(#_iJ
X

ox X+y+z
y=ov_J_2 1
oy X+y+z y
7Y _ 2 1
oz X+y+z z

Integraljenjem prve jednacine ovog sistema dobija se:
U= .[de +o(y,z)=c2In(x + y+z)—In(x))+ o(y, z)
Posle diferenciranja ove jednacine po y 1 izjednacavanja sa drugom parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom

sledi:
oy X+y+z X+y+z y

Odakle se dobija

op(y,z) _ ¢
y y
pa sledi

c :

go(y, z) = —j;dy +y(2), . (o(y, z) =—c ln(y)+ v(z);
Sada je izraz za funkciju sile

U =2cIn(x+ y+z)-cln(x)-cIn(y)+w(z) odnosno

2
SN CAAE) N
Xy

Ako sada ovaj izraz diferenciramo po z i1 izjednacimo sa tre¢om parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom

sledi:
aIJ:C{ 2 ]4—6(//:2:0(#_1};

oz X+y+z oz X+y+z z
odakle se dobija
a‘/’—(Z)=—5,tj. w(z)=-[<dz+C;
0z z z

w(z)=—cln(z)+C;
Sada je konacan izraz za funkciju sile:
U = 2cln(x+y+z)—cln(x)—cln(y)—cln(z)+ C;

odnosno:
2
X+y+z
U=em W2 o
xyz
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Rad konzervativne sile je:
A=U,-U,=UM,)-U(M,)=cln2.

Zadatak 6. Na pokretnu materijalnu tacku dejstvuje sila F' :
2 2
Fo_© (y_,qu;_xk],
xz+y \ x v
gde je ¢[Nm]-konstanta.

a) Dokazati da je sila F konzervativna i odrediti funkciju sile.
b) Izracunati rad sile pri kretanju materijalne tacke po krivoj putanji, koja se odbija presekom povrsi:

(x — 6)2 + (y — 8)2 +z° =10z iravni z=8. Da li taj rad zavisi od putanje kretanja materijalne tacke? .

c) Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile i moguée poloZzaje ravnoteze materijalne tacke pri kretanju pod
dejstvom te sile. Ispitati stabilnost mogucih poloZaja ravnoteZe, ako oni postoje kao i kretanja pod
dejstvom te sile.

Resenje:
a) Kako su komponente sile:
X

x(xz +1?)

2

Yoo 2TV :

yixz+y

Z=—c—2 >

xz+y

to se nalazenjem izvoda dobija:
oxX oY _ 2cyz |
o (uzey )
oX oz v
oY _0Z _ 2eyx
oz oy - (xz+y2)2
Odakle zakljucujemo da su Cauchy-Rimman-ovi uslovi zadovoljeni i da je sila konzervativna.
Funkcija sile se odreduje iz sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog reda:

2

x=U__ o
ox xixz+y2i
Y:a—Uzc xz—y"
oy yixz+y2i
7Y _ X ~
0z Xz+y

Integraljenjem poslednje jednacine ovog sistema dobija se:

U= IZdz + (p(x,y) =—C ln(xz +y° )+ go(x, y).
Posle diferenciranja ove jednacine po x 1 izjedna¢avanja sa prvom parcijalnom diferencijalnom jednacinom
sledi:

z  oplvy) o

xz+y° ox x(xz + yz);

odakle je:
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op(x,y) _c
ox x’
pa sledi

olx,y)= f%dx Ty (1), 4. ol )= cln(x)+y();

Sada je funkcija sile

U=—cln(xz+y2)+cln(x)+t//(y)=cln al +w(y)
XZ+y

Funkcija w(y)se odreduje diferenciranjem ovog izraza po ) 1 izjednaCavanja sa drugom parcijalnom
diferencijalnom jednac¢inom polaznog sistema, pa sledi:

2
U xeyt 2y vl
v e+yt) Tx+y
az//(y)zg,tj.W(y)zjﬁdz+c=clny+(?;
oy y z

Konacan izraz za funkciju sile je :

U=clhh—>—+C
xXz+y

b) Kriva dobijena presekom zadatih povrSina je krug: (x - 6)2 + (y - 8)2 =4”. U oblasti ove kruznice
funkcija sile je regularna, a putanja je zatvorena, to je rad sile jednak nuli.

Zadatak 7. Kojim funkcijom (o(x) treba pomnoziti Descartes-ove koordinate vektora sile X = c(2x + y)— byx”;

Y =cx+bx’, dabisila F bila konzervativna? Odrediti funkciju sile . Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile
1 moguce polozaje ravnoteze materijalne tacke pri kretanju pod dejstvom te sile. Ispitati stabilnost mogucih
polozaja ravnoteze, ako oni postoje kao i kretanja pod dejstvom te sile.

Resenje:
Uslov konzervativnosti sile je:
i J k
rotF = rot grad U = [V,ﬁ]z [V,gradU]: 0/ox 0/dy 0/0z/=0,
X Y Z
odnosno
o ov_ o oz, o az_g
oy Ox ’ 0z Ox ’ 0z Oy
ili
x_ov  oax_oz o _oz
dy ox’ oz  ox’ 0z Oy

Ovde su zadate projekcije sile:

X = [c(2x +y)—byx’ ];u(x) 1Y = [cx +bx’ ]gp(x) ,
pa iz uslova konzervativnosti

ax _or
oy Ox
sledi

(c —bx’ )go(x) = (c +3bx? )go(x) + (cx +bx’ )(p'(x) ,

odakle se dobija diferencijalna jednacina prvog reda po nepoznatoj funkeiji (o(x), koja razdvaja promenljive

—4bx’p(x) = (cx +bx’ )(0'()6) ,
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tj.

dp - 4bx* dr

7 - icx+bx3 )

posle integraljenja sledi:

Ing=—-2In(c+bx*)=In(c+5x> )",
pa je trazene funkcija (p(x):

1
(c +bx* )2 .
Koordinate sile su onda:

¢lx)=

2
(e nr] e
(c +bx? ) c+bx
Funkcija sile se odreduje iz sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog reda:
ou _ [C(Zx +y)- byxz]

X =

Ox (c+bx2)2
yoU__x

oy c+bx

Xy
U= \|Ydy+e¢lx)= +olx),
[Ydy+olx)=—= —+olx)
Sto posle diferenciranja po x 1 izjednacavanja sa X zadatom projekcijom sile daje izraz za odredivanje
funkcije @(x):
ou y(c+bx2)—2bx2y (N [c(2x+y)—byx2]

c
X=E (chbe)2 +¢(X)_ (chbxz)2 - (/)(X)——erC,

pa je funkcija sile oblika:
bxy—c

U= +C
b‘c+bx2i

Zadatak 8. Dekartove koordinate sile ¥ su

-3 3y —
z z z

Pokazati da je ova sila konzervativna i odrediti funkciju sile. Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile i moguce

polozaje ravnoteze materijalne tacke pri kretanju pod dejstvom te sile. Ispitati stabilnost mogucih polozaja

ravnoteze, ako oni postoje kao i kretanja pod dejstvom te sile.

Resenje:
Uslov konzervativnosti sile je:
i b k
rotF = rot grad U = [V,F]: [V,gradU]: o/ox 0/dy 0/0z/=0,
X Y Z
odnosno
 _ov_ o ez o
oy 0Ox 0z Ox 0z Oy
ili
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oX oY 0X oZ oY oz
oy ' oz o & oy
Sto za zadate vrednosti projekcija sile daje:
ox _ar_,, oX_oz__c. . OY_0Z 3¢
oy ox oz Ox z%’ oz oy <z’

kako su uslov konzervativnosti zadovoljeni to je i zadata sila konzervativna.
Funkcija sile se odreduje iz sistema parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina prvog reda:

y_OU _¢
ox z
yooU _—3c
oy z
Z:6_U:C3ny
0z z

Integraljenjem prve jednacine ovog sistema dobija se:
U= IXa’x+ (p(y,z): PR go(y,z)
z

Posle diferenciranja ove jednacine po y i izjednacavanja sa drugom parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom
sledi:
U _ogly.z) _,, _ 3.

>

oy oy z
Odakle se dobija
3 3
oly.2)=-[Zdvry@:  olnz)=-"T4v().

Sada je izraz za funkciju sile:
3
U:J.de+§0(y,z)=c£—ﬂ+l//(z).
z oz
Ako sada ovaj izraz diferenciramo po z i izjednacimo sa tre¢om parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom

sledi:
oU__ x B ovle) ,_ 3y-x

0z z2 Z? oz z?
odakle se dobija

oylz) _, .

=0.t. w(2)=C;
Oz
Sada je konacan izraz za funkciju sile:
x-3
U=c2"2 4.
z
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