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II vezba

Impuls kretanja i sila inercije materijalne tacke.

Zadatak 1: Vektor polozaja ﬁ(r,go, Z) posmatrane pokretne materijalne tacke N (r,(p, z), mase m, slika
1, zadat je pomocu vektora polozaja:

pr.p,z)=rt, + 2k

¢ije su koordinate funkcije vremena:
2

t

r(t)=a, SVt Ly
t2

z(t) =a,—+V,t+2z,, dok jedini¢ni vektor cirkularnog pravca rotira konstantnom ugaonom brzinom @,
2

oko ose z .

Odrediti:

a* Brzinu 1 ubrzanje materijalne tacke, kao i njithove komponente u polarno-cilindrickom sistemu
koordinata i Descartes-ovom sistemu koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao 1 njegove komponente u polarno-cilindrickom sistemu
koordinata i Descartes-ovom sistemu koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njene komponente u polarno-cilindrickom sistemu koordinata 1
Descartes-ovom sistemu koordinata.

Z N(r,@,Z)

Y<

Slika 1.

Resenje:
Vektor brzine materijalne tacke u polarno-cilindrickom sistemu koordinata je:
V =T, + 1€, + 2K = (ayt +V, ), + (8 /2 + Vot + £, Jo,€, + (3t +V, K
Projekcije vektora brzine u polarno-cilindrickom sistemu koordinata su:

* u radijalnom pravcu: v, = (aot + VO)

* u cirkularnom pravcu: v, = (ao t?/2+vt+0, )cuo 1

* u aksijalnom praveu: v, = (a,t +v, )
Veza polarno cilindri¢nih 1 Descartes-ovih koordinata je oblika:

X =Trcosp
y=rsing
1=1,

pa je vektor brzine u Descartes-ovom sistemu koordinata:
V=X +Vy+ 2K = (I‘cosqp— rgbsin(/J)T +(Fsin(0+ r(pcosq))] + 2k,
a njegove projekcije u tom sistemu su:
* upravcu ose X: V, = (aot +V, )cos(a)ot + goo)— (ao t2/2 +V,t + éo)mo sin(a)ot + goo)
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*upravcuose y: V, = (aot + Vo)sin(a)ot + (po)+ (ao t2/2 +V,t + Eo)wo cos(a)ot + goo) i
*upracuose z:V, = (aot +V0)
Impuls kretanja po definiciji je: ﬁ(t) = K(t) =mV, pa su mu projekcije :
U polarno-cilindri¢nom sistemu koordinata:
-u radijelnom praveu: p, =m(agt+v,)
-u cirkularnom pravcu: p, = m(a0 /2 +v,t+ 4, )a)o i
-u aksijalnom praveu: p, =m(a,t+Vv,)
U Descartes-ovom sistemu koordinata:
-u pravcu ose X: p, = m[(aot +V, )cos(a,t + @, ) — (ao t2/2+vt+ 0, )coo sin(@,t + ¢, )]
-upravcuose y: p, = m[(aot +V, )sin(w,t + ¢, )+ (a0 /24 vt + 0, )a)o cos(aw,t + @, )] i
-upracuose Z: p, = m(aot + VO)
Vektor ubrzanja posmatrane materijalne tacke N (r, o, Z) u polarno-cilindrickom sistemu koordinata je:
a=(r—rg ), +(2rp+ 1), + K = [a, —(a, t2/2+ vyt + £, Jo2 |, + 2(agt + v, )y, + ak
Projekcije vektora ubrzanja u polarno-cilindrickom sistemu koordinata su:
-u radijalnom praveu: a, = a, — (ao t2/2+vt+ 0, )a)(f
-u cirkularnom praveu: a, = 2(a,t +V, ), i
-u aksijalnom pravcu: a, = a,
Vektor ubrzanja u Descartes-ovom sistemu koordinata:
a=xi+yj+ 7K = (i" cosp —2Fgsin @ — ¢’ cos (/))T + (i" sin @ + 2f ¢ cos ¢ — rg” sin gp)] + 7k,
a njegove projekcije u tom sistemu su:
-u pravcu ose X: a, = a, cos(a,t + ¢, ) - 2(a,t + v, o, sin(w,t + @, )— (ao /2 +v,t + fo)a)é cos(ayt + ¢,)
-u praveu ose Y : @, = a, sin(@,t + @, )+ 2(a,t + v, Jo, cos(ayt + ¢, ) — (ao t?/2+vt+4, )a)g sin(o,t + @, ) i
-upracuose Z: a, =a,

- def
Sila inercije po definiciji je: I (t)=—ma(t), pa su joj projekcije :

U polarno-cilindri¢cnom sistemu koordinata:
-u radijalnom praveu: I = —m[a0 - (ao /2 + vt + éo)a)g]
-u cirkularnom praveu: I, =-2m(a,t +v, o, i
-u aksijalnom pravcu: I, =-ma,

U Descartes-ovom sistemu koordinata:
-u pravcu ose X:

e = —m[a0 cos(a)ot + (po)— 2(a0t +V, )a)o sin(a)ot + (po)— (ao t2/2 +Vt+ 7, )6002 cos(a)ot + @, )]
-u pravcu ose Y :
I, = —m[ao sin(a)ot + @, )+ 2(a0t +V, )a)o cos(a)ot + (00)— (ao t2/2 + vt + Eo)wg sin(a)ot + ¢, )] 1

-upravcuose Z: I, =-ma,

Zadatak 2: Vektor polozaja ,B(r,(p, Z) posmatrane pokretne materijalne tacke N (r,go, Z), mase m, slika
1, zadat je pomocu vektora polozaja:

pr.p,z)=rt, + zk
¢ije su koordinate funkcije vremena:
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Il
py)

(=}

2
2(t)=a, E+Vot +2,, dok jedini¢ni vector cirkularnog pravca rotira konstantnom ugaonom brzinom

w,0ko ose 7 .

Odrediti:

a* Brznu i ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u polarno-cilindriCkom sistemu
koordinata 1 Descartes-ovom sistemu koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u polarno-cilindrickom sistemu
koordinata i Descartes-ovom sistemu koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njene komponente u polarno-cilindrickom sistemu koordinata i
Descartes-ovom sistemu koordinata.

Resenje:
Vektor brzine materijalne tacke u polarno-cilindriCkom sistemu koordinata je:
V = FF, + 1gC, + 2K = R,w,C, + (a,t +v, K
Projekcije vektora brzine u polarno-cilindrickom sistemu koordinata su:
-u radijalnom pravcu: v, =0
-u cirkularnom pravcu: v, = Ry@, 1
-u aksijalnom pravcu: v, = (aot + VO)
Vektor brzine materijalne tacke u Descartes-ovom sistemu koordinata je:
V=X +Vy]+ 7K = (fcosqo— rgbsin(/J)T +(I‘sing0+ r(pcosq))] + 2k,
a njegove projekcije u tom sistemu su:
-u praveu ose X: V, =—R o, sin(a)ot + gpo)
-upraveuose y: V, = Rj@, cos(a)ot + (/)0) i
-upravcuose Z:V, = (aot + VO)
Impuls kretanja po definiciji je: p(t)= K(t)=mV, pa su mu projekcije :
U polarno-cilindri¢nom sistemu koordinata:
-u radijelnom pravcu: p, =0
-u cirkularnom pravcu: p, = MR,@, 1
-u aksijalnom praveu: p, = m(a,t +v,)
U Descartes-ovom sistemu koordinata:
-u pravcu ose X: p, =—-R,o,m sin(a)ot + goo)
-upravcuose y: p, =R o,m cos(m,t + ¢, ) i
-upravcuose Z: p, = m(aot + VO)
Vektor ubrzanja posmatrane materijalne tatke N (r, o, Z) u polarno-cilindrickom sistemu koordinata je:
a=(r-rg’ i, + (20 g+ @), + 2K = —R @7, +a K
Projekcije vektora ubrzanja u polarno-cilindrickom sistemu koordinata su:
-u radijalnom praveu: a, = -R,o;
-u cirkularnom pravcu: a, =0 1
-u aksijalnom pravcu: a, = a,
Vektor ubrzanja u Descartes-ovom sistemu koordinata:
a=xi+yj+ 7K = (i"cosgp— 2 gsing —rg’ cosq))r + (i"sin(p+ 2F@cosp—r¢’ sin(p)j + 7k,
a njegove projekcije u tom sistemu su:
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-u pravcu ose X: a, = —R,a; cos(a,t + ¢,)
-u praveu ose Y : a, = —Rya; sin(at + ¢,) i
-upravcuose Z: a, =4,
N def
Sila inercije po definiciji je: I (t)=—ma(t), pa su joj projekcije :

U polarno-cilindri¢nom sistemu koordinata:

-u radijalnom praveu: I =-mR @]

-u cirkularnom praveu: 1., =0 1
-u aksijalnom pravcu: I, =-ma,

U Descartes-ovom sistemu koordinata:
-u pravcu ose X :

2
I, =R,oym cos(a)ot + (po)
-u pravcu ose Y :
ley = R,;m sin(a)ot + goo) 1

-upraveuose z: |, =-ma,

Slika 2.
Zadatak 3: Vektor polozaja ,B(p, (p,l//) posmatrane pokretne materijalne tacke N(p, (o,w), mase m,
slika 2, zadat je pomocu vektora polozaja:
plp.o.v)= pp,

Pri ¢emu je intenzitet vektora poloZaja materijalne tacke funkcija vremena odredena sa :
2

p(t)= a0%+v0t+éo

dok jedini¢ni vector p, orjentacije vektora polozaja rotira konstantnom ugaonom brzinom Q,oko ose z,

zaklapajuc¢i sa XOy .koordinatnom ravni ugao 1//(t)= ot .

Odrediti:

a* Brznu i1 ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u sfernom sistemu koordinata i
Descartes-ovom sistemu koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u sfernom sistemu koordinata i
Descartes-ovom sistemu koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njene komponente u sfernom sistemu koordinata i Descartes-
ovom sistemu koordinata.

ResSenje:
Vektor brzine materijalne tacke u sfernom sistemu koordinata je:
V = pp, + pcosygl, + pyA, = (a,t +V,)p, + (ao t?/2 4+ vt + ﬁO)QO cosm,tC, + (ao /2 + vt + Eo)coovo
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Projekcije vektora brzine u polarno-cilindrickom sistemu koordinata su:
- radijalnom pravcu v, = (at+v,),
-cirkularnom pravcu Vv, = (a0 t? / 2+vt+1, )QO cosm,t 1
-meridijalnom pravcu Vv, = (ao t? / 2+Vvit+1, )a)o

Veza sfernih i Descartes-ovih koordinata je oblika:
X = pCcoSy cos @

y = pcosy sing
Z=psiny
pa je vektor brzine u Descartes-ovom sistemu koordinata:
V=X +Yyj]+ 7K = (/)cosy/COS(p—pgbcoswsingo—pt/)sint//COS(p)T +
+ (p COS Y/ Sin @ + PP COS Y COS @ — Py siny sin go)] + (/)sim// + py cos y/)lz
a njegove projekcije u tom sistemu su:
-u pravcu ose X:

Vv, = (aot +V, )cos w,t cos(Qot + @, ) - (ao t2/2 +Vt+ 7, )QO cos ot sin(QOt + @, ) -
- (ao /2 +v,t + Eo)aio sin w,t cos(Q,t + ¢, )
-u pravcu ose Y :
v, = (aot +V, )cos ot sin(QOt + @, ) + (ao t2/2 +Vt+74, )QO cos w,t cos(QOt + ¢0)— .
—(a0t2/2+vot+€0)a>0 sin @t sin(Q,t + ¢, ) 1
-u pravcu ose Z:
v, = (a,t +V, )sin o,t + (a0 t?/2+v,t + €0)600 cos a,t
Impuls kretanja po definiciji je: f)(t) = K(t) =MV, pa su mu projekcije :
U polarno-cilindri¢nom sistemu koordinata:

- radijalnom pravcu p,= m(aot +V, ),
-cirkularnom pravcu P, = m(a0 t? / 2+Vit+/, )QO cosao,t 1
-meridijalnom pravcu p, = m(ao t?/24vt+0, )cuo

U Descartes-ovom sistemu koordinata:
-u pravcu ose X:

p, = m(aot + Vo)cos w,t cos(Qot + (/)O)— m(ao t2/2 + Vot + EO)QO cos w,t sin(QOt +¢,)-
- m(ao t2/2 vt + Eo)coo sin @t cos(Q,t + ¢, )
-u pravcu ose Y :
v, = m(a,t +V, )cos @t sin(Q,t + @, ) + m(a0 t2/2+v,t+ KO)QO cos wyt cos(Q,t + @, ) — :
- m(ao t?/2+vt+ 4, )a)o sin ot sin(Qt + ¢, )
-u pracu ose Z:
v, = m(a,t +V, )sin ot + (ao /2 +v,t + fo)a)o cos a,t
Vektor ubrzanja posmatrane materijalne tacke N (p, o, w) u sfernom sistemu koordinata je:

a=(p—peos’ y® - py? )b, +(pcosyp+ 2 ppeosy —2ppyrsiny 6, +(py +2py + peosy sinyg?

Projekcije vektora ubrzanja u sfernom sistemu koordinata su:
-u radijalnom praveu: a, =a, — (a0 t?/2+vt+0, )Q(z) cos’ m,t — (ao /2 +v,t + Eo)co(f
-u cirkularnom pravcu: a, = 2(a0t +V, )QO cos @t — 2(a0 t2/2 +Vt+ 7, )Qoa)o sinw,t 1

-u meridijalnom praveu: a, = 2(agt +V, Ja, + (ao t?/2+vt+4, )Qé cos w,t sin wt
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. def
Sila inercije po definiciji je: 1. (t) =— mé(t), pa su joj projekcije :

U sfernom sistemu koordinata:
-u radijalnom praveu: I, = —m(ao - (ao t?/2+v,t+4, )Qé cos’ a)ot)
-u cirkularnom pravecu: I, = —m[2(a0t +V, ), cos ot — 2(a0 /2 +v,t+ 0, )Qoa)o sin a)ot] i

-u meridijalnom pravecu: I, = —m[2(a0t +V, Ja, + (ao /2 +v,t+ 7, )Qﬁ cos w,t sin a)ot]

Zadatak 4: Vektor polozaja ,5(,0, (p,l//) posmatrane pokretne materijalne tacke N(p, (0,1//), mase m,
slika 2, zadat je pomocu vektora polozaja:

Alo,p.w)= pp,y
Pri ¢emu je intenzitet vektora polozaja materijalne tacke konstantan p =R, , dok jedini¢ni vector P,

orjentacije vektora polozaja rotira konstantnom ugaonom brzinom Qg oko ose z, zaklapajuéi sa

XOy .koordinatnom ravni ugao l//(t) =t .

Odrediti:

a* Brznu i ubrzanje materijalne tacke, kao 1 njithove komponente u sfernom sistemu koordinata 1
Descartes-ovom sistemu koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u sfernom sistemu koordinata i
Descartes-ovom sistemu koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao 1 njene komponente u sfernom sistemu koordinata i Descartes-
ovom sistemu koordinata.

ResSenje:
Vektor brzine materijalne ta¢ke u sfernom sistemu koordinata je:
V = pp, + peosyge, + pyN,
Projekcije vektora brzine u polarno-cilindrickom sistemu koordinata su:

- radijalnom pravcu v, =0,
-cirkularnom pravcu vV, =R Q,cosaopt 1
-meridijalnom pravcu v, =R,®,

Veza sfernih i Descartes-ovih koordinata je oblika:
X = pCcosy cos@

y = pcosy sing

Z=psiny
pa je vektor brzine u Descartes-ovom sistemu koordinata:

V=X +Vj+ 7K = (pcoswcosgo—p(pcosy/sin(p—pt/)sint//cosgo)f+

+ (p COS/ Sin @ + PP COs COS @ — Py sin sin go)] + (psinz// + py cosw)lz

a njegove projekcije u tom sistemu su:

-u pravcu ose X: V, = —R € cosa,t sin(QOt + @, )— Ry, sin ot cos(QOt + (00)

-u praveu ose Y : vV, = R Q) cos w,t cos(Q,t + @, ) — Ry, sin ot sin(Qt + ¢, ) i

-u pracu ose Z: V, = Rj@, cos ot

Impuls kretanja po definiciji je: ﬁ(t) = K(t) =MV, pa su mu projekcije :
U polarno-cilindri¢nom sistemu koordinata:
- radijalnom pravcu p,=0,
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-cirkularnom pravcu P, = MR,Q, cosm,t 1
-meridijalnom pravcu p, = MR,®,
U Descartes-ovom sistemu koordinata:
-u praveu ose X: p, = —-MR,Q, cos ot sin(Q,t + ¢, )— MR, @, sin w,t cos(Q,t + @, )
-u pravcu ose y: p, = MR €, cos w,t cos(Qot + goo)— MR, ®, sin @,t sin(Qot + goo) 1

-upracu ose Z: P, = MR @, cos ot

Vektor ubrzanja posmatrane materijalne tacke N (p, o, w) u sfernom sistemu koordinata je:
a=(p—peos’ yg® - py? )b, +(pcosyp+2 ppeosy —2ppyrsiny 6, +(py +2py + peosy sinpg?
Projekcije vektora ubrzanja u sfernom sistemu koordinata su:
-u radijalnom praveu: a, = R, Q¢ cos” w,t — Ry}
-u cirkularnom pravcu: a, = 2R Q o, sino,t 1
-u meridijalnom pravcu: a, = R/Q; cos @t sin a,t
- def
Sila inercije po definiciji je: I (t)=-mal(t), pa su joj projekcije :
U sfernom sistemu koordinata:
-u radijalnom praveu: I, = —mR,Q; cos® w,t + MR,w;
-u cirkularnom pravecu: |, = m2R ,Q,®, sin @t 1

-u meridijalnom praveu: I, = -mR,Q; cos @,t sin w,t

NG) | Y = ax"
> )
so=flt) | w 0 ......

s=f(t) EgT T(s)

N(s) V
Slika 3.
Zadatak 5: Materijalna tatka mase m, slika 3, krece se po paraboli jadna¢ine y =ax", gde je n

ceo broj prelateéi po paraboli put s= f(t). (Posebni sluc¢ajevi s(t) =Vt 1 S(t) =bt" +ct").

Odrediti:

a* Brznu i ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i
u Descartes-ovom sistemu koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u
Descartes-ovom sistemu koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u
Descartes-ovom sistemu koordinata;

Zadatak 6: Materijalna taCka mase m, slika 3, krece se po paraboli jadnacine y =ax", gde je n ceo
broj, koja rotira konstantnom ugaonom brzinom @, oko ose Y, prelate¢i po pokretnoj paraboli put s= f(t).
(Posebni slucajevi s(t)=v,t i s(t)=bt"+ct"™").

Odrediti:
a* Brznu i1 ubrzanje materijalne tacke, kao 1 njihove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i
u Descartes-ovom sistemu koordinata;
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b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u
Descartes-ovom sistemu koordinata;
c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u
Descartes-ovom sistemu koordinata;

Slika 4. Slika 5.
Zadatak 7: Materijalna tacka mase m vezana je za osu ¢ pokretnog sistema koordinata {Ond na

rastojanju ¢ od koordinatnog pocetka O, slika 4. Neka je sistem koordinata xOyz nepokretan i neka su se u
pocetnom trenutku ose pokretnog sistema koordinata £On¢ poklapale sa odgovaraju¢im osama nepokretnog
sistema. Naka je kretanje pokretnog sistema obrtanje oko koordinatnog pocetka i neka je definisano pomocu tri
rotacije oko koordinatnog pocetka O, odnosno oko osa pojedinacno na slede¢i nacin: Zamislimo da su se u
pocetnom trenutku ose koordinatinih sistema poklapale, pa smo zatim pokretni sistem odvojili od nepokretnog
XxOyz jednom rotacijom oko ose Z za ugao y/(t) = f (t) ugaonom brzinom precesije y)(t) = f(t). Posle te prve
rotacije osa koja se poklapala sa osom z je preSla u osu ¢, a osa koja se poklapala sa osom X presla je u osu e
, ¢vornu osu, orjentisanu ortom € , a osa koja se poklapala sa y osom presla je u osu U i obe u istoj ravni OXy i
zaklapaju sa njima ugao precesije i . Zatim nastavljamo obrtanje koordinatnog sistema oko te ¢vorne ose za
ugao Q(t): g(t), koji smo nazvali ugao nutacije , a obrtanje je izvrSeno ugaonom brzinom é(t): g(t) koja je
ugaona brzina nutacije. Pri ovoj rotaciji osa koja se poklapala sa z osom presla je u { osu, a osa U presla je u
osu Corjentisanu ortom C . Poslednja, tre¢a rotacija koordinatnog sistema se izvodi oko £ ose za ugao rotacije
o(t)= u(t) ugaonom brzinom rotacije ¢(t) = z(t), ¢Gime je osa € preslauosu & aosa C uosu 7.

(Posebni sluéajevi w(t)=a,t, p(t)=wt i 6(t)=Qt, odnosno 6(t)=4, )

Odrediti:

a* Brzinu i ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i1 njegove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njegove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata.

Resenje:

Materijalna tacka ima vektor poloZaja u odnosu na pokretni koordinatni sistem p=1i’, gde smo sa

i "oznadili jedini¢ni ort ose & pokretnog koordinatnog sistema, a u odnosu na nepokretni koordinatni sistem

— nd . - . > . . — d %, - — .

p= I(cos @cosyl +cos@siny] +sin (pk) Vektor brzine je V = d_/t) =wx p, pa su njene komponente u odnosu
na pokretni koordinatni sistem:
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Y
V=oxp=\o, o, o =|(a)§j7'+a),7l2’
I 0 O
dok je za nepokretni koordinatni sistem
i j k
V=oxp=Il o, o, o, |=

cos@cosy cos@siny sing

= I((a)y sin ¢ — @, cos @ sin l//)f + (a)Z COS @ COSY — @, Sin (p)] + (a)x COS @siny — @, CoS ¢ cos l//)lZ)

gde se komponente ugaone brzine u odnosu na nepokretni i pokretni koordinatni sistem odreduju iz Euler-ovih
konematickih jednacina:

- u nepokretnom sistemu XOyz -u pokretnom sistemu Ond
wxzécosw+¢sinﬁsinly w§:900s¢+lf/sin0sin¢
a)y=9cosy/—(psin6’cosy/ wn=—ésin(p+y}sin0cosg0

o, =y +@cosl @, =@+ycosd

Koje se za specijalne slusajeve date zadatkom y(t)= o t,@(t)=wt i 6(t)=Qt, svode na:
- u nepokretnom sistemu XOyz -u pokretnom sistemu O

o, =Qcos ot + o, sin Ot sin @t @, =Qcos ot + @, sin Qtsin wt
o, = Qcos ot — o sin Qt cos ot o, =—Qsin ot + o, sin Qt cos ot
0, = @, + o, cos Ot 0, = @, + @, cos Ut

Odnosno za (t)= 6, svode na:

- unepokretnom sistemu XxOyz -u pokretnom sistemu Ond

, = o, sin G, sin ot ®; = @, sin G, sin ot

o, = —w; sin G, cos ot o, = @, sin G, cos ot

®, = w, + o, cos b, ;= 05+ @, cos b,

poslednje jednacine su zapravo jednacine za slucaj regularne precesije.
Komponente brzine u odnosu na pokretni koordinatni sistem £O7nd su:

v, =0
v, =lo, = l(@, + o, cos Qt)
v, =lo, = I(~ Qsin @t + @, sin Qt cos w,t)
Odnosno za slucaj 6’(t) = 0,, regularne precesije:
v, =0
v, =lo, = (@, + @, cos6,)
V, =lw, =la,sin 6, cos ot
Komponente brzine u odnosu na nepokretni koordinatni sistem XOyz su:
v, = I(a)y sin ot — @, cos @t sin a)ot)
v, = I(a)Z cos ot cos ot — w, sin a)st)
vV, = I(a)X cos o tsin w,t — @, cos wt cos a)ot)

Sada su komponente vektora f)(t) =K (t) =mV impulsa kretanja u odnosu na posmatrane kordinatne sisteme:
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- u nepokretnom sistemu xOyz -u pokretnom sistemu Ond
P, = Im(a)y sin ot — @, cos @t sin a)ot) p. =0
p, = Im(@, cos wt cos w,t — w, sin w,t) p, = ml(w, + @, cos Qt)
p, = Im(a)X cos ot sin ot — @, cos wt cos a)ot) p, =ml (- Qsin ot + @, sin Qt cos ,t)

Zadatak 8: Materijalna tacka mase m vezana je za osu 77 pokretnog sistema koordinata £O7nd na
rastojanju ¢ od koordinatnog pocetka O, slika 5. Neka je sistem koordinata xOyz nepokretan i neka su se, u
pocetnom trenutku ose pokretnog sistema koordinata £O7¢ poklapale sa odgovaraju¢im osama nepokretnog

sistema. Naka je kretanje pokretnog sistema obrtanje oko koordinatnog pocetka i neka je definisano pomocu tri
rotacije oko koordinatnog pocetka O, odnosno oko osa pojedinac¢no na slede¢i nacin: Zamislimo da su se u
pocetnom trenutku ose koordinatinih sistema poklapale, pa smo zatim pokretni sistem odvojili od nepokretnog

xOyz jednom rotacijom oko ose z za ugao w(t)= f(t) ugaonom brzinom precesije y(t)= f(t). Posle te prve
rotacije osa koja se poklapala sa osom z je presla u osu ¢, a osa koja se poklapala sa osom X presla je u osu e
orjentisanu ortom €, a osa koja se poklapala sa Yy osom presla je u osu U i obe u istoj ravni OXy i zaklapaju sa
njima ugao precesije . Ovu osu € orjentisanu ortom € nazva¢emo ¢vornom osom, Zatim nastavljamo
obrtanje koordinatnog sistema oko te ¢vorne ose za ugao 6(t)= g(t), koji smo nazvali ugao nutacije , a obrtanje

je izvrSeno ugaonom brzinom é(t) = g(t) koja je ugaona brzina nutacije. Pri ovoj rotaciji osa koja se poklapala
sa Z osom presla je u {osu, a osa U preSla je u osu corjentisanu ortom C. Poslednja, tre¢a rotacija
koordinatnog sistema se izvodi oko { ose za ugao rotacije (p(t): ,u(t) ugaonom brzinom rotacije gb(t): /,'z(t),
¢ime je osa epreSlauosu & aosa C uosu 7.
(Posebni sludajevi w(t)=a,t, p(t)=wt i 6(t)=Qt, odnosno 6(t)=4, )

Odrediti:

a* Brzinu i ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njene komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata.

Resenje:

Materijalna tacka ima vektor polozaja u odnosu na pokretni koordinatni sistem 5 =1Ij’, gde smo sa

" oznagili jediniéni ort ose 7 pokretnog koordinatnog sistema, a u odnosu na nepokretni koordinatni sistem

p= I(cos @COSYi + cos @sinyj +sin (pIZ) Vektor brzine je V = ?j—'f =®x p, pa su njene komponente u odnosu

na pokretni koordinatni sistem:

Tr jl R '
o= = il 7 !
V=oxp=|o, o, a)g—l( @, +a)§k)
o I 0
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i i k
V=oxp=I , o, w, |=
cos@cosy cos@siny sing

= I((a)y sin ¢ — @, cos @ sin w)r + (a)Z Cos@cosy — @, sin (/))J + (a)X Cos @ Siny — @, cos ¢ cos l//)IZ)

gde se komponente ugaone brzine u odnosu na pokretni i nepokretni koordinatni sistem odreduju iz Euler-ovih
kinematickih jednacina:

- unepokretnom sistemu XOyz -u pokretnom sistemu O7nd
wx=9c0sw+¢sin95inw w§=9005(p+y}sin9sin(p
a)y:écosy/—gbsinﬁcosy/ a)ﬂ:—ésin¢+lf/sin6’cos¢)
®, =y +@cosl @, =@ +ycosd

Koje se za specijalne slusajeve date zadatkom y(t)= o t,@(t)=wt i 6(t)=Qt, svode na:

- u nepokretnom sistemu XOyz -u pokretnom sistemu O7nd

o, =Qcos ot + o, sin Ot sin @t @, =Qcos ot + @, sin Qtsin wt
o, = Qcos ot — o sin Qt cos wt o, =—Qsin ot + o, sin Qtcos ot
0, = @, + o, cos Ot 0, = @, + @, cos Ot

Odnosno za (t)= 6, svode na:

- unepokretnom sistemu XOyz -u pokretnom sistemu O7nd

, = o, sin G, sin ot ®; = @, sin G, sin ot

o, =—w; sin 6, cos ot ®, = @, sin G, cos ot

®, =, + o, cos b, ; = 05+ @, cos b,

poslednje jednacine su zapravo jednacine za slucaj regularne precesije.
Komponente brzine u odnosu na pokretni koordinatni sistem £O0#7n¢ su:

V. =-lo, = (e, + @, cos Qt)
v, =0
v, =lw, = 1(Qcos mt + @, sin Qt sin w,t)
Odnosno za slucaj G(t) = 0,, regularne precesije:
vV, = (o, + @, cosb,)
v, =0
V, =lw, =la, sin g, sin ot
Komponente brzine u odnosu na nepokretni koordinatni sistem XOyz su:
v, = I(a)y sin ot — @, cos wt sin a)ot)
v, = I(a)Z cos ot cos ot — w, sin a)st)
v, = I(a)X cos o tsin w,t — @, cos wt cos a)ot)

Sada su komponente vektora r)(t) =K (t) =mV impulsa kretanja u odnosu na posmatrane kordinatne sisteme:

- u nepokretnom sistemu XOyz -u pokretnom sistemu Ond
p, = Im(a)y sin ot — @, cos @t sin a)ot) p. = —Im(a)S + @, cos Qt)
p, = Im(a)Z cos ot cosw,t —w, sin a)st) p,=0
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p, = Im(a)X cos o tsin ot — @, cos t cos a)ot) p, =ml (Qcos ot + w, sin Qtsin w,t)

Rv2,H =R\2 m

R,h=R3

Slika 6.
Zadatak 9: Materijalna tatka mase m, slika 6, vezana kruto, na rastojanju /od vrha, mereno po

izvodnici, za pokretan konus polhodije, poluprecnika osnove R1i visine RV3 , koji se kotrlja po nepokretnom

konusu herpolhodija, polupre¢nika osnove Rv2i visine R+/2. Dodirna izvodnica konusa rotira oko ose
nepokretnog konusa ugaonom brzinom Q(t) =d+Q,.

Odrediti:

a* Brzlnu i ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata;

b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata;

c* Silu inercije materijalne tacke, kao 1 njene komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu
koordinata.

Resenje:
Ugao nutacije je konstantan 6 =6, =75° pa je ugaona brzina nutacije jednaka je nuli 6 =0
w=At+C - ugao precesije je linearna funkcija vremena i
p=Bt+C - ugao rotacije je takode linearna funkcija vremena.
Posledice su:
0=0 - ugaona brzina nutacije jednaka je nuli
Y =A=w,=Q=const - ugaona brzina precesije je konstantna
=B =wm, =v=const - ugaona brzina sopstvene rotacije je takode konstantna.

Vektor ugaone brzine @ za slu¢aj regularne precesije je onda
d=yk+¢k' =d, + @,

Kao §to je prikazano na slici 5. Intenzitet vektora ugaone brzine @ je

2 2
= \/a)p +; + 20,0, cos g, = const

Posto je w=const, @ =0 onda su:
a; =01 a, =const
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Slika 5. Komponente vektora ugaone brzine pri Slika 6. Pokretni i nepokretni aksoid
regularnoj precesiji

Vektor ugaonog ubrzanja @& se svodi na:
- do di . .
O=——=0——=0, X,

dt dt

Pa je dopunsko ubrzanje

a, = (@, x, )x p

Euler-ove kinematic¢ke jednacine se svode na:

- u nepokretnom sistemu XOyz -u pokretnom sistemu Ond
0, = 0, sin 6, siny ®; = ®,sin G sin @

o, = —0,sin 6, cosy ®, = @, sin g, cosp

o, = @, + @, cos G, = const @, = @, + @, cos G, = const

pa su jesnacine nepokretnog i pokretnog aksoida:
X2+y2:K222 1 §2+772:k24/2
oblika pravih kruznih konusa sa vrhom u nepokretnoj tacki i osama rotacije z i ¢, slika 6.

Zadatak 10: Po kateti CD=R jednakokrakog pravouglog trougla BCD, slika 7, kreée se
jednakoubrzano materijalna tatka M, mase m, relativnim ubrzanjem a, =2Re;. Na sredini stranice BD
trougao je zglobno vezan za tacku A krivaje OA= R/2, au tacki B za kliza¢ koji se krece po horizontalnim
pravoliniskim vodicama ¢ija osa prolazi kroz tacku O . Krivaja se obrée konstantnom ugaonom brzinom @, oko

nepokretne horizontalne ose. U pocetnom trenutku tacka je bila u polozaju C bez pocetne relativne brzine, a

(rad). Odrediti:

krivaja je zaklapala ugao ¢, = i

a* apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje materijalne tatke M u trenutku t =1/2a, ;
b* Impuls kretanja materijalne tatke M u trenutku t =1/2e, , kao i njegove komponente;

c¢* Silu inercije materijalne tatke M u trenutku t =1/2@, , kao i njene komponente .
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o
Slika 7.
Resenje:

Kako je ugaona brzina po definiciji o, =(:j—§:) to je onda zakon promene ugla koji krivaja OA zaklapa sa

. . 1. .
horizontalom u toku kretanja ¢ = ot + ¢,, u posmatranom trenutku t = Ey. 1 za zadatu vrednost pocetnog ugla
@

@, = 772—1 (rad), dobije se ¢ =@, +ao,t = % , j u posmatranom trenutku polozaj krivaje OA je vertikalan, slika

8. Brzina tacke A, krivaje OA koja se obr¢e oko tacke O, sa smerom u posmatranom trenutku prikazana je na
slici 8, a intenzitet joj je:
Vo= Ba’o
2

Kako tacka B trougla, a u isto vreme i tacka klizaca koji se krece po horizontalnim vodicama ima brzinu kao na
slici 8, u horizontalnom pravcu to zakljuéujemo da se telo nosaca, trougao BCD, kreée translatorno, jer je
trenutni pol u beskonacnosti s obzirom da se dve tacke toga tela, u posmatranom trenutku imaju vektore brzina
paralelne, zaklju€ujemo onda je prenosna brzina pokretne tacke:

R
Vi=" @y =Vg =Vo =V

Vp :Ea)ol

id a je ugaona brzina prenosnog kretanja: @, =0.

Tacka M se relativno krece po kateti CD trougla, koji ja je u posmatranom trenutku horizpntalna pa je vektor
relativne brzine pokretne tacke u odnosu na telo nosaca,trougla,
V. =V.i =Rw,i ,postoje V. =a t= ZngL.

2w,
Vektor apsolutne brzine pokretne tatke M je jednak vektorskom zbiru vektora prenosne i relativne brzine
posmatrane tacke, tj: V, =V +V,

v :éRwOT
2

a

Kako je @, =const, tj. @, =0, to tatke krivaje OA nemaju tangencijalnu komponentu ubrzanja, a tacka A

ima normalnu komponentu ubrzanja, koja je ujedno 1 njen vektor ubrzanja, u pravcu krivaje sa smerom prema
centru krivine O , $to je za koordinatni sistem X0y u odnosu na koji posmatramo kretanje, negativan smer

y ose:
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an :_Ea)gj

Tacka B ima ubrzanje u pravcu X ose a; =agl . Trougao BCD se krece ravanski pa se koristimo izrazom za
ubrzanje tacke tela koje se krece ravanski:

- -

- ) -
ag =a,+tw,xAB-w, AB

»Ra

- R
deje AB=——1i—-——
gde ] 5 2]

Da bi odredili nepoznato prenosno ugaono ubrzanje @,,:

i ] Kk
agi = —%a)g j+| 0 0 o, iz koje vektorske jednacine, posle izjednacavanja komponenti u istim
R R
-—— — 0
2 2
pravcima, sledi da je vektor prenosnog ugaonog ubrzanja: aSP =—aw, K.

2

Kako je % =V, ,t. S, = ar%+ S,, a §,=0,jer je tacka u pocetnom trenutku bila u polozaju C, relativni

predeni put tacke M u posmatranom trenutku je:
S, = %art2 =§ , pa je polozaj tatke M u odnosu na tacku A: AM = —%T +§ j.

Sada je prenosno ubrzanje tacke M kao tacke tela nosaca koje se krece ravanski jednako:
d,=d,+ad,x AM -’ AM

-

k

P
— _ R 2= 2 — _ 1 2% 1 27
d,=——o, ]+ 0 0 -—a a,=—Rayl ——Ray] ,
2 R R 2 4

4 2
relativna komponenta je u pravcu X ose:
d, =2Ra(1
Dok je Coriolis-ovo ubrzanje jednako nuli jer se telo nosaca krece translatorno:
8, =0.
Vektor apsolutnog ubrzanja je zbir vektora relativnog, prenosnog i Coriolis-ovog ubrzanja:
d,=d,+a, +a, ; Sto daje rezultat apsolutnog ubrzanja tacke M u trazenom trenutku:

a, =—Rw)1 ——Ro,
a Ty O TR ]

Impuls kretanja materijalne tatke M u trenutku t =1/2®, , kao i njegove komponente su:

r)=%Rma)Ol , P, :%Rma)o, p, =0

Silu inercije materijalne tacke M u trenutku t = 1/2@, , kao i njene komponente su:

y

:lmRa)(f :
4

2 2 2
a intenzitet inercione sile u posmatranom trenutku je: 1. = MR, \/ (gj + (%j = M

- 5 - 1 - 5
I =—5me§I +ZmRa)021 . =—§mRa)§, I
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Zadatak 11: Laki mehanizam prikazan na slici 8 sastoji se od krivaje OA, duzine R, za ¢iji kraj A je
zglobno vezan kliza¢ kroz koji je provucen Stap BD. Za kraj B Stapa vezana je laka poluga BC, zanemarljive
mase, koja se krece translatorno pravolinijski. Tacke O, B 1 C leZe na istoj pravoj. U trenutku kada je krivaja

vertikalna, njena ugaona brzina je @,, ugaono ubrzanje &, =@, = NE) w, , Stap BD zaklapa ugao o =30° sa
horizontalom, a poluga ima brzinu vV =2R®, i ubrzanje a = NE) Rraw; /16. Smerovi datih veli¢ina prikazani su

na slici 8. Laki mehanizam na kraju C poluge nosi materijalnu tacku mase m, kao i jednu iste mase na sredini
izmedju tacaka A 1 Bna Stapu BD. U zadatom polozaju odrediti:
a* ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje Stapa BD;
b* brzine i ubrzanja materijalnih tacaka u nazna¢enim polozajima lakog mehanizma;
c* impuls kretanja svake od materijalnih tacaka u naznacenim polozajima lakog mehanizma;
d* Intenzitete sila inercije, kao 1 komponente svake od njih za materijalne tacake u naznaCenim
polozajima lakog mehanizma.

Slika 8.

Resenje:
Kako je u posmatranom trenutku krivaja OA vertikalnog poloZzaja to je vektor brzine tacke A, krivaje OA koja
se obr¢e oko tacke O, sa smerom u pravcu X ose, a to je prakti¢no apsolutna brzina klizaca A:
V,=Ra,i ;
Brzina tacke B poluge je data, a to je ujedno i1 brzina tatke B Stapa BD koji vrsi ravansko kretanje:
V, =2Ra,i ;
Vektor relativne brzine klizaa A je pravca Stapa BD po kome kliza, a smera ka tacki B , intenziteta koji treba
da odredimo:

. e 1 -
Var :ﬁvrl __Vr.l 5
2 2
Vektor prenosne brzine je vector brzine tacke AStapa BD, 1 mozemo ga odrediti preko poznate brzine tacke B
kao:
Vyy =V +@x BA;

gde je BA  vektor polozaja tacke A u odnosu na tacku B u obliku:

BA=—3Ri +Rj.
Tako da je:
i ]k
Vap =2Ra,i +| 0 0 o;t. Vy =(2Rwo—Rw)T—\/§ij7
~3R R 0
Masinski fakultet Univerziteta u NiSu Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih

Predmetni asistent: Julijana Simonovié¢



Mehanika Il — Dinamika II vezba

Str. 17 od 19

- - -
Sada se iz vektorske jednacine:V, =V, +V,, odreduju nepoznate veli¢ine trenutne ugaone brzine Stapa BD i

relativna brzina klizaca:

- &E 3 3 3 -

w = VAr:—TRCO' vAr:_ZRa)OT+TRa)OJ'

0>

Vektor ubrzanja tatke A ima dve komponente tangencijalnu a,; = Re@, = Rg, sa smerom suprotnim od
smera X ose, i normalnu komponentu a,, = R@; u vertikalnom pravcu sa smerom suprotnim od smera y ose,

t.: a, = ~\3R gl —R®] ], ato je zapravo vektor apsolutnog ubrzanja klizada A.
Ubrzanje tacke B poluge je dato, a to je ujedno i ubrzanje tacke B Stapa BD koji vrsi ravansko kretanje:

a, =£Rw§f;
16

Vektor relativnog ubrzanja klizaca Aje pravca Stapa BD intenziteta koji ¢emo odrediti:
BN S
d,=—ai-—aj;
Ar 2 r 2 r J
Vektor prenosnog ubrzanja tacke A, Stapa BD koji se krece ravanski, u odnosu na ubrzanje tacke B, je:

8,, =8 + @xBA- @’ BA
pa sledi:

; a, =(%Rw§—Ra)}T+
NG

i 7k
o = T=ROT+[ 00 @—T)—g(—\/gRT+R]) =
R

6 2 -
_\/ER 0 +(_ RC()O —\/gRC()]J

16
Coriolis-ovo ubrzanje klizaca A je:

i j k
é:Acorzzc?)xvr:2 0 0 %; aAcorz_gl:aa)g |—§Ra)§ J )

3 NE)

—Z Ra)o TRG)O 0

Vektor apsolutnog ubrzanja klizaca A je:

aA = éAp + éAr + aAcor
Odakle se reSavanjem vektorske jednacine dobijaju vrednosti ugaonog ubrzanja Stapa BD 1 relativnog ubrzanja
klizaca A:

a)=&a)§lz a, =—£Ra)§
64 32

Materijalna tacka u polozaju C ima vektore brzine i ubrzanja:

V. =2Raw,i i &, :1—2 Rt

pa u vektori impulsa kretanja i inercione sile:

Pe =2mRe,i i I :—ml—*Engi”

Materijalna tacka na sredini raspona AB §tapa CD u polozaju K ima brzinu:
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Ve =V, +@xBK
Tako da je:

i
Ve =2Ra,i +| 0

V3

~¥2R
2

Pa je impuls kretanja te materijalne tacke:
B, = 15Rw,m T \/gRa)Om i
“ 8 8
Ubrzanje te materijalne tacke je:

4, =d, +@xBA—w*-BK

4. V. =| 2R _Ro, i~_\/§Ra)0T:15Ra)0i~_\/§Rwoi
« ° 8 8 8 8

o |§ =

N[O O =

i ] K
2 2
aApzﬁijh 0 o BBa| af B Ry
16 64 | 16 2 2
B R
2 2

(33, , 25R\3&)
K = —R 0
32 128
=
Raw; 75Rw; )+
- e U
32 128

pa je
s __13R3e) - T9Rw; -
128 128 I
odakle sledi da je vektor inercione sile:
- 13RM\3@? - 7T9RMa} -
I = 1+ 1|,
128 128

K

intenziteta

_ Rmay; /5794

128

I

Zadatak 5. Kretanje materijalne tacke mase m (0 <t < 1) zadato je konacnim jednacinama kretanja
t .
X =tg— =sint
g 7 y
(x,y) u metrima, t u sekundama.
a. Odrediti liniju putanje tacke,

b. U trenutku t = /2 odrediti prirodne komponente vektora ubrzanja i polupre¢nik krivine putanje.
c. Intenzitete vektora impulsa kretanja i inercione sile u datom trenutku

Resenje:
- Putanju tacke odredujemo tako $to iz KJK eliminiSemo vreme:
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t
2tg—
. . 2X
smt:2sm£cos£=2 T 2t y= >
1+tg”— 1+tg” — 1+X
2
15T
y
ot
0.5T
0 1 2 3 4 :5 6 7 8 9 10
0 X 10
- Komponente brzine i_hodograf brzine su:
1 1 1
X= = ; y:cos(t); y=—-1;
) cosz(tj 1+ cos(t) X
2
- Prirodne komponente ubrzanja su:
g=—Smt . j = —sint;
(1 + cos'[)2 ’ ’
U posmatranom trenutku t = %; materijalna tacka se nalazila u polozaju x =1; y =1; sa brzinom
x =1m/s; y =0; V =1m/s;

i ubrzanjem:

x=1Im/s’; y=-1m/s’; a=+2m/s’;
Pa su prirpdne komponente ubrzanja, tangencijalna i normalna komponenta

a, = (a-v):vl(xm yy)=1m/s’ a, :%|\7><a|=vl|>'<y—y>'<|:1m/s,2

1
v

- Poluprec¢nik krivine

V 2
= a =
Intenzitete vektora impulsa kretanja i inercione sile u datom trenutku su:
p=m [kgms‘l] il = m\/f[kgms‘z]
Inerciona sila ima komponente u Descartes-ovom koordinatnom sistema i prirodnom triedru u obliku:
I'. =-mi +mj odnosno I, =-mT —mN

R, Im
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Zadatak 6. Kretanje materijalne tacke mase m je zadato kona¢nim jednacinama kretanja:
x = 2sin(t) y = 3-sin(3t)
a. Odrediti liniju putanje tacke
b. U trenutku kada se tacka prvi put od pocetka kretanja nadje na X-osi odrediti prirodne komponente
vektora ubrzanja 1 poluprecnik krivine, kao 1 intenzitete vektora impulsa kretanja i inercione sile.

ResSenje:
- Putanju tacke odredujemo tako Sto iz KJK elimini§emo vreme:

Imajuéi u vidu da je : sin3t =sin(2t +t) = 3sint —4sin’ t sledi :

y:%x(S—xz)

e

- Komponente brzine i hodograf brzine su:

_ x= 2cos(t); y =9cos(3t);

[ . 02
cost =cos(2t+t) =4cos’ t—3cost YZEX(X —3j

- Prirodne komponente ubrzanja

;; =-2sint; y=-27sin3t;
U trenutku kada putanja prvi put preseca X -osu zadovoljen je uslov:y = 0; odakle sledi:

T . . .
3t=m; t= g; Komponente brzine u Descartes-ovom koordinatnom sistema u tom trenutku su:

x=1; y=-9; V =482
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a ubrzanja u Descartes-ovom koordinatnom sistema:

odnosno u prirodnom triedru:

ooy Lo oy =3 1o o 1. .. 93
a =—la-v)=—(XX+ =— a, =—Vxal=—|xy—yX=——=
TV()V( W)@ NV|X|V|yy|\/8_2
2
- Poluprecnik krivine je onda: R, = \;— = %%
N

Impuls kretanja je:

p=my82

Inerciona sila ima komponente u Descartes-ovom koordinatnom sistema i prirodnom triedru u obliku:

NEREEC N 3

I =—m\/§r odnosno 1. =m——T —-m-=N , a intenzitet: |_ =
F F @ \/@ F
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