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II vežba 

Impuls kretanja i  sila inercije  materijalne tačke. 
  

Zadatak 1: Vektor položaja ( )zr ,,ϕρ
r  posmatrane pokretne materijalne  tačke ( )zrN ,,ϕ , mase m , slika 

1, zadat je pomoću vektora položaja: 
( ) kzrrzr

rrr
+= 0,,ϕρ  

ćije su koordinate funkcije vremena: 

 ( ) 00

2

0 2
l++= tvtatr  

 ( ) 00

2

0 2
ztvtatz ++= , dok jedinični vektor cirkularnog pravca rotira konstantnom ugaonom brzinom 0ω  

oko ose z  . 
 Odrediti: 

a* Brzinu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u polarno-cilindričkom sistemu 
koordinata i Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u polarno-cilindričkom sistemu 
koordinata i Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njene komponente u polarno-cilindričkom sistemu koordinata i 
Descartes-ovom sistemu koordinata. 
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ρ
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Slika 1. 

Rešenje: 
Vektor brzine materijalne tačke u polarno-cilindričkom sistemu koordinata je: 

( ) ( ) ( )kvtactvtarvtakzcrrrv
rr

l
rr

&
r
&

r
&

r
000000

2
000000 2 ++++++=++= ωϕ  

Projekcije vektora brzine u polarno-cilindričkom sistemu koordinata su: 
* u radijalnom pravcu: ( )00 vtavr +=  
* u cirkularnom pravcu: ( ) 000

2
0 2 ωl++= tvtavc  i  

* u aksijalnom pravcu: ( )00 vtava +=  
Veza polarno cilindričnih i Descartes-ovih koordinata je oblika: 

ϕcosrx =  
ϕsinry =  

zz = ,  
pa je vektor brzine u Descartes-ovom sistemu koordinata: 

( ) ( ) kzjrrirrkzjyixv
r
&

r
&&

r
&&

r
&

r
&

r
&

r
+++−=++= ϕϕϕϕϕϕ cossinsincos , 

a njegove projekcije u tom sistemu su: 
* u pravcu ose x : ( ) ( ) ( ) ( )00000

2
00000 sin2cos ϕωωϕω +++−++= ttvtatvtavx l  
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* u pravcu ose y : ( ) ( ) ( ) ( )00000
2

00000 cos2sin ϕωωϕω ++++++= ttvtatvtavy l  i  
 * u pracu ose z : ( )00 vtavz +=  

Impuls kretanja po definiciji je: ( ) ( ) vmtKtp rrr
== , pa su mu projekcije : 

U polarno-cilindričnom sistemu koordinata: 
-u radijelnom pravcu: ( )00 vtampr +=  
-u cirkularnom pravcu: ( ) 000

2
0 2 ωl++= tvtampc  i  

-u aksijalnom pravcu: ( )00 vtampa +=  
U Descartes-ovom sistemu koordinata: 

-u pravcu ose x : ( ) ( ) ( ) ( )[ ]00000
2

00000 sin2cos ϕωωϕω +++−++= ttvtatvtampx l  
-u pravcu ose y : ( ) ( ) ( ) ( )[ ]00000

2
00000 cos2sin ϕωωϕω ++++++= ttvtatvtampy l  i  

-u pracu ose z : ( )00 vtampz +=  
Vektor ubrzanja posmatrane  materijalne tačke ( )zrN ,,ϕ  u polarno-cilindričkom sistemu koordinata je: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) kacvtartvtaakzcrrrrra
rrr

l
r
&&

r
&&&&

r
&&&

r
000000

2
000

2
0000

2 222 +++++−=+++−= ωωϕϕϕ  
Projekcije vektora ubrzanja u polarno-cilindričkom sistemu koordinata su: 

-u radijalnom pravcu: ( ) 2
000

2
00 2 ωl++−= tvtaaar  

-u cirkularnom pravcu: ( ) 0002 ωvtaac +=  i  
-u aksijalnom pravcu: 0aaa =  

Vektor ubrzanja u Descartes-ovom sistemu koordinata: 
( ) ( ) kzjrrrirrrkzjyixa

r
&&

r
&&&&&

r
&&&&&

r
&&

r
&&

r
&&

r
+−++−−=++= ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ sincos2sincossin2cos 22 , 

a njegove projekcije u tom sistemu su: 
-u pravcu ose x : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00

2
000

2
000000000 cos2sin2cos ϕωωϕωωϕω +++−++−+= ttvtatvtataax l  

-u pravcu ose y : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
2
000

2
000000000 sin2cos2sin ϕωωϕωωϕω +++−++++= ttvtatvtataay l  i  

-u pracu ose z : 0aaz =  

Sila inercije  po definiciji  je: ( ) ( )tamtI
def

F
rr

−= , pa su joj projekcije : 
U polarno-cilindričnom sistemu koordinata: 

-u radijalnom pravcu: ( )[ ]2
000

2
00 2 ωl++−−= tvtaamI rF  

-u cirkularnom pravcu: ( ) 0002 ωvtamIFc +−=  i  
-u aksijalnom pravcu: 0maIFa −=  

U Descartes-ovom sistemu koordinata: 
-u pravcu ose x :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]00
2
000

2
000000000 cos2sin2cos ϕωωϕωωϕω +++−++−+−= ttvtatvtatamIFx l  

-u pravcu ose y :  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]00

2
000

2
000000000 sin2cos2sin ϕωωϕωωϕω +++−++++−= ttvtatvtatamI yF l  i  

-u pravcu ose z : 0maIFz −=  
 
 

 
Zadatak 2: Vektor položaja ( )zr ,,ϕρ

r  posmatrane pokretne materijalne  tačke ( )zrN ,,ϕ , mase m , slika 
1, zadat je pomoću vektora položaja: 

( ) kzrrzr
rrr

+= 0,,ϕρ  
ćije su koordinate funkcije vremena: 
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 ( ) 0Rtr =  

 ( ) 00

2

0 2
ztvtatz ++= , dok jedinični vector cirkularnog pravca rotira konstantnom ugaonom brzinom 

0ω oko ose z  . 
 Odrediti: 

a* Brznu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u polarno-cilindričkom sistemu 
koordinata i Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u polarno-cilindričkom sistemu 
koordinata i Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njene komponente u polarno-cilindričkom sistemu koordinata i 
Descartes-ovom sistemu koordinata. 
 
Rešenje: 
Vektor brzine materijalne tačke u polarno-cilindričkom sistemu koordinata je: 

( )kvtacRkzcrrrv
rrr

&
r
&

r
&

r
0000000 ++=++= ωϕ  

Projekcije vektora brzine u polarno-cilindričkom sistemu koordinata su: 
-u radijalnom pravcu: 0=rv  
-u cirkularnom pravcu: 00ωRvc =  i  
-u aksijalnom pravcu: ( )00 vtava +=  

Vektor brzine materijalne tačke u Descartes-ovom sistemu koordinata je: 
( ) ( ) kzjrrirrkzjyixv

r
&

r
&&

r
&&

r
&

r
&

r
&

r
+++−=++= ϕϕϕϕϕϕ cossinsincos , 

a njegove projekcije u tom sistemu su: 
-u pravcu ose x : ( )0000 sin ϕωω +−= tRvx  
-u pravcu ose y : ( )0000 cos ϕωω += tRvy  i  
-u pravcu ose z : ( )00 vtavz +=  

Impuls kretanja po definiciji je: ( ) ( ) vmtKtp rrr
== , pa su mu projekcije : 

U polarno-cilindričnom sistemu koordinata: 
-u radijelnom pravcu: 0=rp  
-u cirkularnom pravcu: 00ωmRpc =  i  
-u aksijalnom pravcu: ( )00 vtampa +=  

U Descartes-ovom sistemu koordinata: 
-u pravcu ose x : ( )0000 sin ϕωω +−= tmRpx  
-u pravcu ose y : ( )0000 cos ϕωω += tmRpy  i  
-u pravcu ose z : ( )00 vtampz +=  

Vektor ubrzanja posmatrane  materijalne tačke ( )zrN ,,ϕ  u polarno-cilindričkom sistemu koordinata je: 
( ) ( ) karRkzcrrrrra

rrr
&&

r
&&&&

r
&&&

r
00

2
0000

2 2 +−=+++−= ωϕϕϕ  
Projekcije vektora ubrzanja u polarno-cilindričkom sistemu koordinata su: 

-u radijalnom pravcu: 2
00ωRar −=  

-u cirkularnom pravcu: 0=ca  i  
-u aksijalnom pravcu: 0aaa =  

Vektor ubrzanja u Descartes-ovom sistemu koordinata: 
( ) ( ) kzjrrrirrrkzjyixa

r
&&

r
&&&&&

r
&&&&&

r
&&

r
&&

r
&&

r
+−++−−=++= ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ sincos2sincossin2cos 22 , 

a njegove projekcije u tom sistemu su: 
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-u pravcu ose x : ( )00
2
00 cos ϕωω +−= tRax  

-u pravcu ose y : ( )00
2
00 sin ϕωω +−= tRay  i  

-u pravcu ose z : 0aaz =  

Sila inercije  po definiciji  je: ( ) ( )tamtI
def

F
rr

−= , pa su joj projekcije : 
U polarno-cilindričnom sistemu koordinata: 

-u radijalnom pravcu: 2
00ωmRI rF −=  

-u cirkularnom pravcu: 0=FcI  i  
-u aksijalnom pravcu: 0maIFa −=  

U Descartes-ovom sistemu koordinata: 
-u pravcu ose x :  

( )00
2
00 cos ϕωω += tmRIFx  

-u pravcu ose y :  
( )00

2
00 sin ϕωω += tmRIFy  i  

-u pravcu ose z : 0maIFz −=  

( )ψϕρ ,,N  ρ
r

 

y

ϕ

ψρ sinψ

z

ψρ cos

0ν
r

 0cr  

x

m

0ρ
r

 

 
Slika 2. 

Zadatak 3: Vektor položaja ( )ψϕρρ ,,
r

 posmatrane pokretne materijalne  tačke ( )ψϕρ ,,N , mase m , 
slika 2, zadat je pomoću vektora položaja: 

( ) 0,, ρρψϕρρ
rr

=  
Pri čemu je intenzitet vektora položaja materijalne tačke funkcija  vremena određena sa : 

 ( ) 00

2

0 2
l++= tvtatρ  

dok jedinični vector 0ρ
r  orjentacije vektora položaja rotira konstantnom ugaonom brzinom 0Ω oko ose z ,  

zaklapajući sa xOy .koordinatnom ravni ugao ( ) tt 0ωψ =  . 
 Odrediti: 

a* Brznu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u sfernom  sistemu koordinata i 
Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u sfernom sistemu koordinata i 
Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njene komponente u sfernom sistemu koordinata i Descartes-
ovom sistemu koordinata. 
 
Rešenje: 
Vektor brzine materijalne tačke u sfernom sistemu koordinata je: 

( ) ( ) ( ) 0000
2

000000
2

0000000 2cos2cos vtvtacttvtavtavcv r
l

r
l

rr
&

r
&

r
&

r ωωρψρϕψρρρ +++Ω++++=++=  
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Projekcije vektora brzine u polarno-cilindričkom sistemu koordinata su: 
- radijalnom pravcu  ( )00 vtav +=ρ ,  

-cirkularnom pravcu   ( ) ttvtavc 0000
2

0 cos2 ωΩ++= l   i  
-meridijalnom pravcu   ( ) 000

2
0 2 ων l++= tvtav  

Veza sfernih i Descartes-ovih koordinata je oblika: 
ϕψρ coscos=x  
ϕψρ sincos=y  

ψρ sin=z  
pa je vektor brzine u Descartes-ovom sistemu koordinata: 

( )
( ) ( )kj

ikzjyixv
r

&&
r

&&&

r
&&&

r
&

r
&

r
&

r

ψψρψρϕψψρϕψϕρϕψρ

ϕψψρϕψϕρϕψρ

cossinsinsincoscossincos

cossinsincoscoscos

++−++

+−−=++=
 

a njegove projekcije u tom sistemu su: 
-u pravcu ose x :  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )000000

2
0

000000
2

000000

cossin2

sincos2coscos

ϕωω

ϕωϕω

+Ω++−

−+ΩΩ++−+Ω+=

tttvta

tttvtattvtavx

l

l
 

-u pravcu ose y :  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )000000

2
0

000000
2

000000

sinsin2

coscos2sincos

ϕωω

ϕωϕω

+Ω++−

−+ΩΩ++++Ω+=

tttvta

tttvtattvtavy

l

l
 i  

-u pravcu ose z :  
( ) ( ) ttvtatvtavz 0000

2
0000 cos2sin ωωω l++++=  

Impuls kretanja po definiciji je: ( ) ( ) vmtKtp rrr
== , pa su mu projekcije : 

U polarno-cilindričnom sistemu koordinata: 
- radijalnom pravcu  ( )00 vtamp +=ρ ,  

-cirkularnom pravcu   ( ) ttvtampc 0000
2

0 cos2 ωΩ++= l   i  
-meridijalnom pravcu   ( ) 000

2
0 2 ων l++= tvtamp  

U Descartes-ovom sistemu koordinata: 
-u pravcu ose x : 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )000000

2
0

000000
2

000000

cossin2

sincos2coscos

ϕωω

ϕωϕω

+Ω++−

−+ΩΩ++−+Ω+=

tttvtam

tttvtamttvtampx

l

l
 

-u pravcu ose y :  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )000000

2
0

000000
2

000000

sinsin2

coscos2sincos

ϕωω

ϕωϕω

+Ω++−

−+ΩΩ++++Ω+=

tttvtam

tttvtamttvtamvy

l

l
 i  

-u pracu ose z :  
( ) ( ) ttvtatvtamvz 0000

2
0000 cos2sin ωωω l++++=  

Vektor ubrzanja posmatrane  materijalne tačke ( )ψϕρ ,,N  u sfernom sistemu koordinata je: 
( ) ( ) ( ) 0

2
00

222 sincos2sin2cos2coscos νϕψψρψρψρψψϕρψϕρϕψρρψρϕψρρ
r

&&&&&
r

&&&&&&
r

&&&&
r

+++−++−−= ca
 
Projekcije vektora ubrzanja u sfernom sistemu koordinata su: 

-u radijalnom pravcu: ( ) ( ) 2
000

2
00

22
000

2
00 2cos2 ωωρ ll ++−Ω++−= tvtattvtaaa  

-u cirkularnom pravcu: ( ) ( ) ttvtatvtaac 00000
2

00000 sin22cos2 ωωω Ω++−Ω+= l  i  
-u meridijalnom pravcu: ( ) ( ) tttvtavtaav 00

2
000

2
0000 sincos22 ωωω Ω++++= l  
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Sila inercije  po definiciji  je: ( ) ( )tamtI
def

F
rr

−= , pa su joj projekcije : 
U sfernom sistemu koordinata: 

-u radijalnom pravcu: ( )( )ttvtaamIF 0
22

000
2

00 cos2 ωρ Ω++−−= l  

-u cirkularnom pravcu: ( ) ( )[ ]ttvtatvtamIFc 00000
2

00000 sin22cos2 ωωω Ω++−Ω+−= l  i  
-u meridijalnom pravcu: ( ) ( )[ ]tttvtavtamIFv 00

2
000

2
0000 sincos22 ωωω Ω++++−= l  

 
 
 

Zadatak 4: Vektor položaja ( )ψϕρρ ,,r  posmatrane pokretne materijalne  tačke ( )ψϕρ ,,N , mase m , 
slika 2, zadat je pomoću vektora položaja: 

( ) 0,, ρρψϕρρ
rr

=  
Pri čemu je intenzitet vektora položaja materijalne tačke konstantan 0R=ρ  , dok jedinični vector 0ρ

r  
orjentacije vektora položaja rotira konstantnom ugaonom brzinom 0Ω oko ose z ,  zaklapajući sa 
xOy .koordinatnom ravni ugao ( ) tt 0ωψ =  . 
 Odrediti: 

a* Brznu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u sfernom  sistemu koordinata i 
Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u sfernom sistemu koordinata i 
Descartes-ovom sistemu koordinata; 
 c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njene komponente u sfernom sistemu koordinata i Descartes-
ovom sistemu koordinata. 
 
Rešenje: 
Vektor brzine materijalne tačke u sfernom sistemu koordinata je: 

000 cos vcv r
&

r
&

r
&

r ψρϕψρρρ ++=  
Projekcije vektora brzine u polarno-cilindričkom sistemu koordinata su: 

- radijalnom pravcu  0=ρv ,  
-cirkularnom pravcu   tRvc 000 cosωΩ=   i  
-meridijalnom pravcu   00ων Rv =  

Veza sfernih i Descartes-ovih koordinata je oblika: 
ϕψρ coscos=x  
ϕψρ sincos=y  

ψρ sin=z  
pa je vektor brzine u Descartes-ovom sistemu koordinata: 

( )
( ) ( )kj

ikzjyixv
r

&&
r

&&&

r
&&&

r
&

r
&

r
&

r

ψψρψρϕψψρϕψϕρϕψρ

ϕψψρϕψϕρϕψρ

cossinsinsincoscossincos

cossinsincoscoscos

++−++

+−−=++=
 

a njegove projekcije u tom sistemu su: 
-u pravcu ose x : ( ) ( )0000000000 cossinsincos ϕωωϕω +Ω−+ΩΩ−= ttRttRvx  
-u pravcu ose y : ( ) ( )0000000000 sinsincoscos ϕωωϕω +Ω−+ΩΩ= ttRttRvy  i  
-u pracu ose z : tRvz 000 cosωω=  
 

Impuls kretanja po definiciji je: ( ) ( ) vmtKtp rrr
== , pa su mu projekcije : 

U polarno-cilindričnom sistemu koordinata: 
- radijalnom pravcu  0=ρp ,  
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-cirkularnom pravcu   tmRpc 000 cosωΩ=   i  
-meridijalnom pravcu   00ων mRp =  

U Descartes-ovom sistemu koordinata: 
-u pravcu ose x : ( ) ( )0000000000 cossinsincos ϕωωϕω +Ω−+ΩΩ−= ttmRttmRpx  
-u pravcu ose y : ( ) ( )0000000000 sinsincoscos ϕωωϕω +Ω−+ΩΩ= ttmRttmRpy  i  
-u pracu ose z : tmRpz 000 cosωω=  
 

Vektor ubrzanja posmatrane  materijalne tačke ( )ψϕρ ,,N  u sfernom sistemu koordinata je: 
( ) ( ) ( ) 0

2
00

222 sincos2sin2cos2coscos νϕψψρψρψρψψϕρψϕρϕψρρψρϕψρρ
r

&&&&&
r

&&&&&&
r

&&&&
r

+++−++−−= ca
Projekcije vektora ubrzanja u sfernom sistemu koordinata su: 

-u radijalnom pravcu: 2
000

22
00 cos ωωρ RtRa −Ω=  

-u cirkularnom pravcu: tRac 0000 sin2 ωωΩ−=  i  
-u meridijalnom pravcu: ttRav 00

2
00 sincos ωωΩ=  

Sila inercije  po definiciji  je: ( ) ( )tamtI
def

F
rr

−= , pa su joj projekcije : 
U sfernom sistemu koordinata: 

-u radijalnom pravcu: 2
000

22
00 cos ωωρ mRtmRIF +Ω−=  

-u cirkularnom pravcu: tRmIFc 0000 sin2 ωωΩ=  i  
-u meridijalnom pravcu: ttmRIFv 00

2
00 sincos ωωΩ−=  

 
 

( )sN  

( )sN
v

 

( )sT
r

 
vr  

ar  

Tar  

Nar  

)(tfs =

naxy =  
y

x

0ω  ( )tfs 00 =  

m

 
Slika 3. 

Zadatak 5: Materijalna tačka mase m , slika 3, kreće se po paraboli jadnačine naxy = , gde je n   
ceo broj prelateći po paraboli  put )(tfs = . (Posebni slučajevi ( ) tvts 0=   i  ( ) 1−+= nn ctbtts ). 

Odrediti: 
a* Brznu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i 

u Descartes-ovom sistemu koordinata; 
b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u 

Descartes-ovom sistemu koordinata; 
c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u 

Descartes-ovom sistemu koordinata; 

 Zadatak 6: Materijalna tačka mase m , slika 3,  kreće se po paraboli jadnačine naxy = , gde je n  ceo 
broj, koja rotira konstantnom ugaonom brzinom 0ω  oko ose y , prelateći po pokretnoj paraboli  put )(tfs = . 
(Posebni slučajevi ( ) tvts 0=   i  ( ) 1−+= nn ctbtts ). 

Odrediti: 
a* Brznu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i 

u Descartes-ovom sistemu koordinata; 
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b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u 
Descartes-ovom sistemu koordinata; 

c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata, kao i u 
Descartes-ovom sistemu koordinata; 
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Slika 4.      Slika 5. 

Zadatak 7: Materijalna tačka mase m  vezana je za osu ξ  pokretnog sistema koordinata ηζξO  na 
rastojanju l  od koordinatnog početka O , slika 4.  Neka je sistem koordinata xOyz  nepokretan i neka su se u 
početnom trenutku ose pokretnog sistema koordinata   ηζξO  poklapale sa odgovarajućim osama nepokretnog 
sistema. Naka je kretanje pokretnog sistema obrtanje oko koordinatnog početka i neka je definisano pomoću  tri 
rotacije  oko koordinatnog početka O , odnosno oko osa  pojedinačno na sledeći način: Zamislimo da su se u 
početnom trenutku ose koordinatinih sistema poklapale, pa smo zatim pokretni sistem odvojili od nepokretnog 
xOyz  jednom rotacijom oko ose z za ugao ( ) ( )tft =ψ  ugaonom brzinom precesije ( ) ( )tft && =ψ . Posle te prve 
rotacije osa koja se poklapala sa osom z je prešla u osu ζ , a osa koja se poklapala sa osom x  prešla je u osu e  
, čvornu osu, orjentisanu ortom er , a osa koja se poklapala sa y osom prešla je u osu u  i obe u istoj ravni Oxy  i 
zaklapaju sa njima ugao precesije ψ . Zatim nastavljamo obrtanje koordinatnog sistema oko te ćvorne ose za 
ugao ( ) ( )tgt =θ , koji smo nazvali ugao nutacije , a obrtanje je izvršeno ugaonom brzinom ( ) ( )tgt && =θ  koja je 
ugaona brzina nutacije. Pri ovoj rotaciji osa koja se poklapala sa z  osom presla je u ζ osu, a osa u  prešla je u 
osu c orjentisanu ortom cr . Poslednja, treća rotacija koordinatnog sistema se izvodi oko ζ ose za ugao rotacije 

( ) ( )tt μϕ =  ugaonom brzinom rotacije ( ) ( )tt μϕ && = , čime je osa  e  prešla u osu ξ  a osa c  u osu η .  
(Posebni slučajevi ( ) tt 0ωψ = , ( ) tt sωϕ =   i  ( ) tt Ω=θ , odnosno ( ) 0θθ =t  ) 

Odrediti: 
a* Brzinu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata; 
b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u  pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata; 
c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njegove komponente u  pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata. 
 
Rešenje: 
 
Materijalna tačka ima vektor položaja u odnosu na pokretni koordinatni sistem il ′=

rr
ρ , gde smo sa 

i ′
r

označili jedinični ort ose ξ  pokretnog koordinatnog sistema, a u odnosu na nepokretni koordinatni sistem 

( )kjil
rrrr

ϕψϕψϕρ sinsincoscoscos ++= . Vektor brzine je ρωρ rr
r

r
×==

dt
dv , pa su njene komponente u odnosu 

na pokretni koordinatni sistem: 
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( )kjl
l

kji
v ′+′=

′′′

=×=
rr

rrr

rrr
ηζζηξ ωωωωωρω

00
 

dok je za nepokretni koordinatni sistem 

( ) ( ) ( )( )kjil

kji
lv

yxxzzy

zyx

rrr

rrr

rrr

ψϕωψϕωϕωψϕωψϕωϕω

ϕψϕψϕ
ωωωρω

coscossincossincoscossincossin

sinsincoscoscos

−+−+−=

==×=
 

 
gde se komponente ugaone brzine u odnosu na nepokretni i pokretni koordinatni sistem određuju iz Euler-ovih 
konematičkih jednačina: 

-  u nepokretnom sistemu xOyz    -u pokretnom sistemu ηζξO  
ψθϕψθω sinsincos && +=x    ϕθψϕθωξ sinsincos && +=  

ψθϕψθω cossincos && −=y    ϕθψϕθωη cossinsin && +−=  
θϕψω cos&& +=z     θψϕωζ cos&& +=  

Koje se za specijalne slušajeve date zadatkom ( ) tt 0ωψ = , ( ) tt sωϕ =   i  ( ) tt Ω=θ , svode na: 
-  u nepokretnom sistemu xOyz     -u pokretnom sistemu ηζξO  

ttt sx 00 sinsincos ωωωω Ω+Ω=    ttt ss ωωωωξ sinsincos 0 Ω+Ω=  
ttt sy 00 cossincos ωωωω Ω−Ω=    ttt ss ωωωωη cossinsin 0 Ω+Ω−=  

tsz Ω+= cos0 ωωω      ts Ω+= cos0ωωωζ  
Odnosno za ( ) 0θθ =t  svode na: 
-  u nepokretnom sistemu xOyz     -u pokretnom sistemu ηζξO  

tsx 00 sinsin ωθωω =      tsωθωωξ sinsin 00=  
tsy 00 cossin ωθωω −=     tsωθωωη cossin 00=  

00 cosθωωω sz +=      00 cosθωωωζ += s  
poslednje jednačine su zapravo jednačine za slučaj regularne precesije. 

Komponente brzine u odnosu na pokretni koordinatni sistem ηζξO  su: 
0=ξv  

( )tllv s Ω+== cos0ωωωζη  
( )tttllv ss ωωωωηζ cossinsin 0 Ω+Ω−==  

Odnosno za slučaj ( ) 0θθ =t , regularne precesije: 
0=ξv  

( )00 cosθωωωζη +== sllv  
tllv sωθωωηζ cossin 00==  

Komponente brzine u odnosu na nepokretni koordinatni sistem xOyz  su: 
( )tttlv szsyx 0sincossin ωωωωω −=  
( )tttlv sxszy ωωωωω sincoscos 0 −=  
( )ttttlv sysxz 00 coscossincos ωωωωωω −=  

Sada su komponente vektora ( ) ( ) vmtKtp rrr
==  impulsa kretanja u odnosu na posmatrane kordinatne sisteme: 
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-  u nepokretnom sistemu xOyz      -u pokretnom sistemu ηζξO  
( )tttlmp szsyx 0sincossin ωωωωω −=    0=ξp  
( )tttlmp sxszy ωωωωω sincoscos 0 −=    ( )tmlp s Ω+= cos0ωωη  
( )ttttlmp sysxz 00 coscossincos ωωωωωω −=   ( )tttmlp ss ωωωζ cossinsin 0 Ω+Ω−=  

 
 
 
 

 
Zadatak 8: Materijalna tačka mase m  vezana je za osu η  pokretnog sistema koordinata ηζξO  na 

rastojanju l  od koordinatnog početka O , slika 5.    Neka je sistem koordinata xOyz  nepokretan i neka su se, u 
početnom trenutku ose pokretnog sistema koordinata   ηζξO  poklapale sa odgovarajućim osama nepokretnog 
sistema. Naka je kretanje pokretnog sistema obrtanje oko koordinatnog početka i neka je definisano pomoću  tri 
rotacije  oko koordinatnog početka O , odnosno oko osa  pojedinačno na sledeći način: Zamislimo da su se u 
početnom trenutku ose koordinatinih sistema poklapale, pa smo zatim pokretni sistem odvojili od nepokretnog 
xOyz  jednom rotacijom oko ose z za ugao ( ) ( )tft =ψ  ugaonom brzinom precesije ( ) ( )tft && =ψ . Posle te prve 
rotacije osa koja se poklapala sa osom z je prešla u osu ζ , a osa koja se poklapala sa osom x  prešla je u osu e  
orjentisanu ortom er , a osa koja se poklapala sa y osom prešla je u osu u  i obe u istoj ravni Oxy  i zaklapaju sa 
njima ugao precesije ψ . Ovu  osu e  orjentisanu ortom er nazvaćemo čvornom osom, Zatim nastavljamo 
obrtanje koordinatnog sistema oko te ćvorne ose za ugao ( ) ( )tgt =θ , koji smo nazvali ugao nutacije , a obrtanje 
je izvršeno ugaonom brzinom ( ) ( )tgt && =θ  koja je ugaona brzina nutacije. Pri ovoj rotaciji osa koja se poklapala 
sa z  osom presla je u ζ osu, a osa u  prešla je u osu c orjentisanu ortom cr . Poslednja, treća rotacija 
koordinatnog sistema se izvodi oko ζ ose za ugao rotacije ( ) ( )tt μϕ =  ugaonom brzinom rotacije ( ) ( )tt μϕ && = , 
čime je osa  e prešla u osu ξ  a osa c  u osu η .  
(Posebni slučajevi ( ) tt 0ωψ = , ( ) tt sωϕ =   i  ( ) tt Ω=θ , odnosno ( ) 0θθ =t  ) 

Odrediti: 
a* Brzinu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata; 
b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata; 
c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njene komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata. 
 
Rešenje: 
 
Materijalna tačka ima vektor položaja u odnosu na pokretni koordinatni sistem jl ′=

rr
ρ , gde smo sa 

j ′
r

označili jedinični ort ose η  pokretnog koordinatnog sistema, a u odnosu na nepokretni koordinatni sistem 

( )kjil
rrrr

ϕψϕψϕρ sinsincoscoscos ++= . Vektor brzine je ρωρ rr
r

r
×==

dt
dv , pa su njene komponente u odnosu 

na pokretni koordinatni sistem: 

( )kil
l

kji
v ′+′−=

′′′

=×=
rr

rrr

rrr
ξζζηξ ωωωωωρω

00
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( ) ( ) ( )( )kjil
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gde se komponente ugaone brzine u odnosu na pokretni i nepokretni koordinatni sistem određuju iz Euler-ovih 
kinematičkih jednačina: 
 

-  u nepokretnom sistemu xOyz    -u pokretnom sistemu ηζξO  
ψθϕψθω sinsincos && +=x    ϕθψϕθωξ sinsincos && +=  

ψθϕψθω cossincos && −=y    ϕθψϕθωη cossinsin && +−=  
θϕψω cos&& +=z     θψϕωζ cos&& +=  

 
Koje se za specijalne slušajeve date zadatkom ( ) tt 0ωψ = , ( ) tt sωϕ =   i  ( ) tt Ω=θ , svode na: 
-  u nepokretnom sistemu xOyz     -u pokretnom sistemu ηζξO  

ttt sx 00 sinsincos ωωωω Ω+Ω=    ttt ss ωωωωξ sinsincos 0 Ω+Ω=  
ttt sy 00 cossincos ωωωω Ω−Ω=    ttt ss ωωωωη cossinsin 0 Ω+Ω−=  

tsz Ω+= cos0 ωωω      ts Ω+= cos0ωωωζ  
Odnosno za ( ) 0θθ =t  svode na: 
-  u nepokretnom sistemu xOyz     -u pokretnom sistemu ηζξO  

tsx 00 sinsin ωθωω =      tsωθωωξ sinsin 00=  
tsy 00 cossin ωθωω −=     tsωθωωη cossin 00=  

00 cosθωωω sz +=      00 cosθωωωζ += s  
poslednje jednačine su zapravo jednačine za slučaj regularne precesije. 

Komponente brzine u odnosu na pokretni koordinatni sistem ηζξO  su: 
( )tllv s Ω+−=−= cos0ωωωζξ  

0=ηv  
( )tttllv ss ωωωωξζ sinsincos 0 Ω+Ω==  

Odnosno za slučaj ( ) 0θθ =t , regularne precesije: 
( )00 cosθωωξ +−= slv  

0=ηv  
tllv sωθωωξζ sinsin 00==  

Komponente brzine u odnosu na nepokretni koordinatni sistem xOyz  su: 
( )tttlv szsyx 0sincossin ωωωωω −=  
( )tttlv sxszy ωωωωω sincoscos 0 −=  
( )ttttlv sysxz 00 coscossincos ωωωωωω −=  

Sada su komponente vektora ( ) ( ) vmtKtp rrr
==  impulsa kretanja u odnosu na posmatrane kordinatne sisteme: 

-  u nepokretnom sistemu xOyz      -u pokretnom sistemu ηζξO  
( )tttlmp szsyx 0sincossin ωωωωω −=    ( )tlmp s Ω+−= cos0ωωξ  
( )tttlmp sxszy ωωωωω sincoscos 0 −=    0=ηp  
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( )ttttlmp sysxz 00 coscossincos ωωωωωω −=   ( )tttmlp ss ωωωζ sinsincos 0 Ω+Ω=  
 

 
 
 
 

 

2,2 RHR =  

O
PA
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z

ζ
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m  

N  

l  

3, RhR =  
 

Slika 6. 
Zadatak 9: Materijalna tačka mase m , slika 6, vezana kruto, na rastojanju l od vrha, mereno po 

izvodnici, za pokretan konus polhodije, poluprečnika osnove R i visine 3R , koji se kotrlja po nepokretnom 
konusu herpolhodija, poluprečnika osnove 2R i visine 2R . Dodirna izvodnica konusa rotira oko ose 
nepokretnog konusa ugaonom  brzinom ( ) 0Ω+=Ω tt ε . 

Odrediti: 
a* BrzInu i ubrzanje materijalne tačke, kao i njihove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata; 
b* Impuls kretanja materijalne tačke, kao i njegove komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata; 
c* Silu inercije materijalne tačke, kao i njene komponente u pokretnom i nepokretnom sistemu 

koordinata. 
 
 

Rešenje: 
Ugao nutacije je konstantan 0

0 75== θθ  pa je ugaona brzina nutacije jednaka je nuli 0=θ&   
 

  CAt +=ψ   - ugao precesije je linearna funkcija vremena i  
CBt +=ϕ   - ugao rotacije je takođe linearna funkcija vremena. 

Posledice su: 
0=θ&     - ugaona brzina nutacije jednaka je nuli 

constA p =Ω=== ωψ&  - ugaona brzina precesije je konstantna 
constB s ==== νωϕ&   - ugaona brzina sopstvene rotacije je takođe konstantna. 

Vektor ugaone brzine ωr  za slučaj regularne precesije  je onda 

spkk ωωϕψω
rrr

&
r

&
r

+=′+=  
Kao što je prikazano na slici 5.  Intenzitet vektora ugaone brzine ωr je 

constspsp =++= 0
22 cos2 θωωωωω  

Pošto je const=ω , 0=ω&  onda su: 
0=Ta  i constaN =   
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Slika 5. Komponente vektora ugaone brzine pri                  Slika 6. Pokretni i nepokretni aksoid         
regularnoj precesiji 
 
Vektor ugaonog ubrzanja ω&r  se svodi na: 

spdt
ud

dt
d ωωωωω

rr
rr

&r ×===  

Pa je dopunsko ubrzanje  
( ) ρωω

rrrr
××= spda  

Euler-ove kinematičke jednačine se svode na: 
-  u nepokretnom sistemu xOyz   -u pokretnom sistemu ηζξO  

ψθωω sinsin 0sx =    ϕθωωξ sinsin 0p=    
ψθωω cossin 0sy −=    ϕθωωη cossin 0p=              

constspz =+= 0cosθωωω   constps =+= 0cosθωωωζ  
pa su jesnačine nepokretnog  i pokretnog  aksoida: 

2222 zKyx =+    i  2222 ζηξ k=+        
oblika pravih kružnih konusa sa vrhom u nepokretnoj tački i osama rotacije z  i ζ , slika 6. 
 
 
   
 

Zadatak 10: Po kateti RCD =  jednakokrakog pravouglog trougla BCD , slika 7, kreće se 
jednakoubrzano materijalna tačka M , mase m , relativnim ubrzanjem 2

02 ωRar = . Na sredini stranice BD  

trougao je zglobno vezan za tačku A  krivaje 2ROA = , a u tački B  za klizač koji se kreće po horizontalnim 
pravoliniskim vođicama čija osa prolazi kroz tačku O . Krivaja se obrće konstantnom ugaonom brzinom 0ω  oko 
nepokretne horizontalne ose. U početnom trenutku tačka je bila u položaju C  bez početne relativne brzine, a 

krivaja je zaklapala ugao ( )rad 
2

1
0

−
=

πϕ . Odrediti: 

a*  apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje materijalne tačke M  u trenutku 021 ω=t ; 
b* Impuls kretanja materijalne tačke M  u trenutku 021 ω=t , kao i njegove komponente;  
c* Silu inercije materijalne tačke M  u trenutku 021 ω=t , kao i njene komponente . 
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Slika 7. 

Rešenje: 
Kako je ugaona brzina po definiciji 

dt
dϕω =0  to je onda zakon promene ugla koji krivaja OA  zaklapa sa 

horizontalom u toku kretanja 00 ϕωϕ += t , u posmatranom trenutku 
02

1
ω

=t  i za zadatu vrednost početnog ugla 

( )rad 
2

1
0

−
=

πϕ , dobije se 
200
πωϕϕ =+= t , tj u posmatranom trenutku položaj krivaje OA  je vertikalan, slika 

8. Brzina tačke A , krivaje OA  koja se obrće oko tačke O , sa smerom u posmatranom trenutku prikazana je na 
slici 8, a intenzitet joj  je: 

02
ωRVA =  

Kako tačka B trougla, a u isto vreme i tačka klizača koji se kreće po horizontalnim vođicama ima brzinu kao na 
slici 8, u horizontalnom pravcu to zaključujemo da se telo nosača, trougao BCD , kreće translatorno, jer je 
trenutni pol u beskonačnosti s obzirom da se dve tačke toga tela, u posmatranom trenutku imaju vektore brzina 
paralelne, zaključujemo onda je prenosna brzina pokretne tačke:  

MpDBA VVVRV ==== 02
ω   

iRvp

rr
02

ω=    

id a je ugaona brzina prenosnog kretanja: 0=pω . 
Tačka M  se relativno kreće po kateti CD  trougla, koji ja je u posmatranom trenutku horizpntalna pa je vektor 
relativne brzine pokretne tačke u odnosu na telo nosača,trougla,  

iRiVv rr

rrr
0ω== , pošto je 

0

2
0 2

12
ω

ωRtaV rr == . 

Vektor apsolutne brzine pokretne tačke M  je jednak vektorskom zbiru vektora prenosne i relativne brzine 
posmatrane tačke, tj: rpa vvv rrr

+=  

iRva

rr
02

3 ω=  

Kako je const=0ω , tj. 00 =ω& , to tačke krivaje OA  nemaju tangencijalnu komponentu  ubrzanja, a tačka A  
ima normalnu komponentu ubrzanja, koja je ujedno i njen vektor ubrzanja, u pravcu krivaje sa smerom prema 
centru krivine O  , što je za koordinatni sistem xoy  u odnosu na koji posmatramo kretanje, negativan smer 
y ose: 



Mehanika III – Dinamika                         II vežba 

              

 
Mašinski fakultet Univerziteta u Nišu                                           Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanović) Hedrih 
                                                                                                                                                        Predmetni asistent: Julijana Simonović 

Str. 15 od 19

jRaA

rr 2
02

ω−=  . 

Tačka B  ima ubrzanje u pravcu x  ose iaa BB

rr
= . Trougao BCD  se kreće ravanski pa se koristimo izrazom za 

ubrzanje tačke tela koje se kreće ravanski: 
→→→→

−×+= ABABaa ppAB
2ωω

r
&   ,  

gde je 
→→→

−−= j
2
Ri

2
RAB  

Da bi odredili nepoznato prenosno ugaono ubrzanje pω& :  

0
22

00
2

2
0

RR

kji
jRia pB

−−

+−= ωω &

rrr

rr
 iz koje vektorske jednačine, posle izjednačavanja komponenti u istim 

pravcima, sledi da je vektor prenosnog ugaonog ubrzanja: 
→

−= kp
2
0ωω

r
& . 

Kako je r
r V

dt
dS

=  , tj. 0

2

2
StaS rr += , a 00 =S ,jer je tačka u početnom trenutku bila u položaju C , relativni 

pređeni put tačke M   u posmatranom trenutku je:  

42
1 2 RtaS rr == , pa je položaj tačke M  u odnosu na tačku A : jRiRAM

rr

24
+−= . 

Sada je prenosno ubrzanje tačke M kao tačke tela nosaca koje se kreće ravanski jednako: 
AMAMaa ppAp

2ωω −×+=
r
&

rr  

0
24

00
2

2
0

2
0

RR

kji
jRap

−

−+−= ωω

rrr

rr  jRiRap

rrr 2
0

2
0 4

1
2
1 ωω −=  , 

relativna komponenta je u pravcu x  ose: 
iRar

rr 2
02 ω=    

Dok je Coriolis-ovo ubrzanje jednako nuli jer se telo nosača kreće translatorno: 
0=corar . 

Vektor apsolutnog ubrzanja je zbir vektora relativnog, prenosnog i Coriolis-ovog ubrzanja: 
corrpa aaaa rrrr

++=  ; što daje rezultat apsolutnog ubrzanja tačke M  u traženom trenutku:   

jRiRaa

rrr 2
0

2
0 4

1
2
5 ωω −=  

 
Impuls kretanja materijalne tačke M  u trenutku 021 ω=t , kao i njegove komponente su: 

iRmp
rr

02
3 ω= , 02

3 ωRmpx = , 0=xp  

Silu inercije materijalne tačke M  u trenutku 021 ω=t , kao i njene komponente su: 

jmRimRIF

rrr
2
0

2
0 4

1
2
5 ωω +−= , 2

02
5 ωmRIFx −= , 2

04
1 ωmRIFy =  , 

 a intenzitet inercione sile u posmatranom trenutku je: 
4

101
4
1

2
5 2

0
22

2
0

ωω mRmRIF =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  
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Zadatak 11: Laki mehanizam prikazan na slici 8  sastoji se od krivaje OA , dužine R , za čiji kraj A  je 

zglobno vezan klizač kroz koji je provučen štap BD . Za kraj B  štapa vezana je laka poluga BC , zanemarljive 
mase, koja se kreće translatorno pravolinijski. Tačke O , B  i C  leže na istoj pravoj. U trenutku kada je krivaja 
vertikalna, njena ugaona brzina je 0ω , ugaono ubrzanje  2

000 3 ωωε == & , štap BD  zaklapa ugao o30=α  sa 

horizontalom, a poluga ima brzinu oRv ω2=  i ubrzanje .16/3 2
oRra ω=  Smerovi datih veličina prikazani su 

na slici 8. Laki mehanizam na kraju C  poluge nosi materijalnu tačku mase m , kao i jednu iste mase na sredini 
izmedju tačaka A  i B na štapu BD. U zadatom položaju odrediti: 

a*  ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje štapa BD ; 
b*  brzine i ubrzanja  materijalnih tačaka u naznačenim položajima lakog mehanizma; 
c* impuls kretanja svake od materijalnih tačaka u naznačenim položajima lakog mehanizma; 
d* Intenzitete sila inercije, kao  i komponente svake od njih za materijalne tačake u naznačenim 
položajima lakog mehanizma. 

 

α0ω
0ε  

CBO  

D

vr ar
A x

y

m  

m  

CFI
r

 
Cpr

K  

 
Slika 8. 

Rešenje: 
Kako je u posmatranom trenutku krivaja OA  vertikalnog položaja to je vektor brzine tačke A , krivaje OA  koja 
se obrće oko tačke O , sa smerom u pravcu x ose, a to je praktično apsolutna brzina klizača A : 

iRvA

rr
0ω= ; 

Brzina tačke B poluge je data, a to je ujedno i brzina tačke  B  štapa BD  koji vrši ravansko kretanje: 
iRvB

rr
02 ω= ;  

Vektor relativne brzine klizača A je pravca štapa BD  po kome kliza, a smera ka tački B  , intenziteta koji treba 
da odredimo:  

jViVv rrAr

rrr

2
1

2
3

−=  ; 

Vektor prenosne brzine je vector brzine tačke A štapa BD , i možemo ga odrediti preko poznate brzine tačke B  
kao: 

BAvv BAp ×+= ω
rrr ;  

gde je  BA  vektor položaja tačke  A  u odnosu na tačku B u obliku: 
 jRiRBA

rr
+−= 3 . 

Tako da je: 

03
002
RR

kji
iRv oAp

−
+= ωω

rrr

rr ; tj. ( ) jRiRRv oAp

rrr ωωω 32 −−=  
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Sada se iz vektorske jednačine:
→→→

+= ArApA VVV  određuju nepoznate veličine trenutne ugaone brzine štapa BD  i 
relativna brzina klizača: 

 
→→

= k
4

0ωω ; jRiRvRVAr

rrr
00Ar0 4

3
4
3                  ;

2
3 ωωω +−=−= . 

 
Vektor ubrzanja tačke A  ima dve komponente tangencijalnu 00 εω RRaAT == &  sa smerom suprotnim od 

smera x  ose, i normalnu komponentu 2
0ωRaAN = u vertikalnom pravcu sa smerom suprotnim od smera y  ose, 

tj.:       jRiRaA

rrr 2
0

2
03 ωω −−= ,  a to je zapravo vektor apsolutnog ubrzanja klizača A . 

Ubrzanje tačke B poluge je dato, a to je ujedno i ubrzanje tačke  B  štapa BD  koji vrši ravansko kretanje: 

 iRaB

rr 2
016

3 ω= ; 

Vektor relativnog ubrzanja klizača A je pravca štapa BD  intenziteta koji ćemo odrediti:  

jaiaa rrAr

rrr

2
1

2
3

−= ; 

Vektor prenosnog ubrzanja tačke A , štapa BD  koji se kreće ravanski, u odnosu na ubrzanje tačke B , je: 
BABAaa BAp ⋅−×+= 2ωω

r
&

rr  
pa sledi: 

( )jRiR
RR

kji
iRaAp

rr
&

rrr

rr
+−−

−
+= 3

16
03

00
16

3 2
02

0
ωωω        ⇒  

jRR

iRRaAp

r
&

r
&

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

→

ωω

ωω

3
16

          

8
3

2
0

2
0

; 

Coriolis-ovo ubrzanje klizača A  je: 
 

0
4
3

4
3

4
0022

00

0

ωω

ωω

RR

kji

va rAcor

−

=×=

rrr

rrr ;  
→→

−−= jRiRaAcor
2
0

2
0 8

3
8
3 ωωr ; 

Vektor apsolutnog ubrzanja klizača A  je: 
AcorArApA aaaa rrrr

++=   
Odakle se rešavanjem vektorske jednačine dobijaju vrednosti ugaonog ubrzanja štapa BD  i relativnog ubrzanja 
klizača A : 
       

k
r

& 2
064

325 ωω =  2
032

39 ωRar −=  

 
Materijalna tačka u položaju C ima vektore brzine i ubrzanja: 

iRvC

rr
02 ω=  i iRaC

rr 2
016

3 ω=   

pa u vektori impulsa kretanja i inercione sile: 

imRpC

rr
02 ω=   i  iRmI

CF

rr
2
016

3 ω−=  

Materijalna tačka na sredini raspona AB štapa CD  u položaju K  ima brzinu: 
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BKvv BK ×+= ω
rrr  

Tako da je: 

0
22

3
4

002 0

RR

kji

iRv oK

−

+=
ωω

rrr

rr ; tj. jRiRjRiRRv oK

rrrrr

8
3

8
15

8
3

8
2 0000 ωωωωω −=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  

Pa je impuls kretanja te materijalne tačke:  

jmRimRpK

rrr

8
3

8
15 00 ωω

−=   

Ubrzanje te materijalne tačke je: 
BKBAaa BK ⋅−×+= 2ωω

r
&

rr  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−

−

+= jRiR

RR

kji

iRaAp

rr

rrr

rr

22
3

16

0
22

3
64

32500
16

3 2
0

2
02

0
ωωω  

       ⇒  

jRR

iRRaK

r

rr

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

128
75

32
          

128
325

32
33

2
0

2
0

2
02

0

ωω

ωω
 

pa  je  

jRiRaK

rrr

128
79

128
313 2

0
2
0 ωω

−−= ,  

odakle sledi da je vektor inercione sile: 

jRmiRmIK

rrr

128
79

128
313 2

0
2
0 ωω

+= , 

 
 intenziteta  

128
57942

0ωRmIK =  

 
 
Zadatak 5. Kretanje materijalne tačke mase m  ( π≤≤ t0 ) zadato je konačnim jednačinama kretanja  

2
ttgx =   tsiny =  

(x,y) u metrima, t u sekundama. 
a. Odrediti liniju putanje tačke, 
b. U trenutku 2t π= odrediti prirodne komponente vektora ubrzanja i poluprečnik krivine putanje. 
c. Intenzitete vektora impulsa kretanja i inercione sile u datom trenutku 

 
Rešenje: 

-  Putanju tačke određujemo tako što iz KJK eliminišemo vreme: 
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2
ttg1

2
ttg2

2
ttg1

2
ttg

1

2
ttg1

2
ttg

2
2
tcos

2
tsin2tsin

22

2

2 +
=

+
−

+
==     21

2
x
xy

+
=  

 

 
 

-  Komponente brzine i  hodograf brzine su: 

 ( )tt
x

cos1
1

2
cos2

1
2 +

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=& ;  ( )ty cos=& ;     11
−=

x
y

&
& ; 

 
- Prirodne komponente ubrzanja su: 

 

 
( )2cos1

sin
t

tx
+

=&& ;   ty sin−=&& ;  

 

U posmatranom trenutku ;
2
π

=t  materijalna tačka se nalazila u položaju ;1x =  ;1y =  sa brzinom 

  ;sm1x =
•

 ;0y =
•

  ;sm1V =  
i ubrzanjem: 

  ;sm1x 2=
••

 ;sm1y 2−=
••

 ;sm2a 2=  
Pa su prirpdne komponente ubrzanja, tangencijalna i normalna komponenta 
 

( ) ( ) 2111 smyyxx
V

va
v

aT =+=⋅= &&&&&&
rr   2111 smxyyx

V
av

v
aN =−=×= &&&&&&

rr  

 
- Poluprečnik krivine 

         m
a
VR

N
k 1

2

==  

Intenzitete vektora impulsa kretanja i inercione sile u datom trenutku su: 
[ ]1−= kgmsmp     i  [ ]22 −= kgmsmIF  

Inerciona sila ima komponente u Descartes-ovom koordinatnom sistema i prirodnom triedru u obliku: 
jmimIF

rrr
+−=  odnosno NmTmIF

rrr
−−=  
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Zadatak 6. Kretanje materijalne tačke mase m je zadato konačnim jednačinama kretanja:  

( )tsin2x =   ( )t3sin3y ⋅=  
a. Odrediti liniju putanje tačke  
b. U trenutku kada se tačka prvi put od početka kretanja nadje na x -osi odrediti prirodne komponente 

vektora ubrzanja i poluprečnik krivine, kao i intenzitete vektora impulsa kretanja i inercione sile. 
  
 

Rešenje: 
- Putanju tačke određujemo tako što iz KJK eliminišemo vreme: 

 
Imajući u vidu da je : tsin4tsin3)tt2sin(t3sin 3−=+=  sledi : 

 ( )23
2
3 xxy −=  

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-  
  
- Komponente brzine i hodograf brzine su: 

- ( )tcos2x =
•

;  ( )t3cos9y =
•

;     

tcos3tcos4)tt2cos(tcos 3 −=+=   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

•••

3xx
2
9y

2

 

 
 

- Prirodne komponente ubrzanja 
 

tsin2x −=
••

; t3sin27y −=
••

;    
U trenutku kada putanja prvi put preseca x -osu zadovoljen je uslov: ;0y =  odakle sledi: 

;t3 π=    ;
3

t π
= Komponente brzine u Descartes-ovom koordinatnom sistema u tom trenutku su: 

 1x =
•

;  9y −=
•

;   82=V   
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a ubrzanja u Descartes-ovom koordinatnom sistema: 

 3−=
••

x ; 0y =
••

;   3=a  
odnosno u prirodnom triedru: 

( ) ( )
82

311 −
=+=⋅= yyxx

V
va

v
aT &&&&&&

rr   
82

3911
=−=×= xyyx

V
av

v
aN &&&&&&

rr  

 

- Poluprečnik krivine je onda: 
3

82
9

822

==
N

k a
VR  

Impuls kretanja je: 
82mp =  

Inerciona sila ima komponente u Descartes-ovom koordinatnom sistema i prirodnom triedru u obliku: 

imIF

rr
3−=  odnosno NmTmIF

rrr

82
39

82
3

−= , a intenzitet: 3mIF −=  

         


