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Uvod u dinamiku iz kinematike
Brzina i ubrzanje pokretne tacke

Generalisani koordinatni sistem ortogonalnih krivolinijskih koordinata

Vektor polozaja posmatrane pokretne kinematicke tacke N (ql,qz,%) u krivolinijskom

generalisanom koordinatnom sistemu je 7 = F(ql,qz,%) , gde su ¢,,q,1 g, ortogonalne krivolinijske

koordinate sa ortovima tangencijalnih pravaca 7:1 , 1:2 1 7:3 respektivno, slika 1 b) i c).

S

4
) _N(ql,qz,%)

9

) =q.6-95)
q, 0

a) b) ©)

Slika 1. a) Vektor polozaja #(t) kinematicke tacke N(x,y,z) u Descartes-ovom koordinatnom sistemu, i

b) Vektor polozaja F(t) kinematicke tacke N(ql,qz,q3) u generalisane sistemu krivolinijskih

ortogonalnih koordinate q,,q,i q, sa odgovarajucim ortovima T, T, i 7:3u tangencijalnim pravcima

Brzina 17(t) pokretne kinematicke tacke N (ql N q3) je prvi izvod vektora polozaja 7 (t) te kinematicke

tacke po vremenu t:
di _ or 0q, , OF Oq, , OF 8q3:Z3:817

g=4

dt 0q, ot 0gq, Ot 0Ogq, Ot ‘I 0Oq
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gde je a . promena vektora polozaja sa promenom krivolinijske koordinate i to je vektor u pravcu
jedini¢nog orta i u pravcu tangente na koordinatnu liniju koja odgovara krovolinijskoj koordinati g, i
jednaka je
or =
= A - T
04,

gde su 4, Lamé-ovi koeficijenti, a za vazi ‘T,‘ =1 §to znaci da su ortovi jedini¢nih intenziteta.

i i

Brzina pokretne tacke u generalisanom koordinatnom sistemu je onda:

v-ZAql ; Zv, T

gde su v, komponente Vektora brzine u tom sistemu.

predstavljaju intenzitet promene vektora F(ql,qz,%) polozaja

Lamé-ovi koeficijenti 4, =

i

kinematicke tacke N (ql,qz,qS) sa promenom krivolinijske koordinate ¢, 1 sistemu ortogonalnih

koordinata tj. To je intenzitet parcijalnih izvoda vektora poloZaja po krivolinijskoj koordinati g;:

axY (oY (o)
Ai: _x + _y + _Z
aq, oq, 0q,

pri lemu smo prvo uspostavili vezu izmedu Descartes-ovih koordinata i krivolinijskih koordinata
generalisanog sistema u opStem obliku:

xzx(ql,q2,q3)
y=24-4>.9:)
Z:Z(%:%:%)

e . g . - - 10 . .
Jedini¢ni ortovi tangencijalnih pravaca na otogonalne koordinatne linije su 7, = ;_r gde indeks i
; 04,
uzima vrednosti i =1,2,3. Ako je koordinatni sistem ortoganalan krivolinijski sistem onda je
- - l za i=j
I-T i~ . J.
‘ 0 za i#]j
Ubrzanje a (t) pokretne kinematicke tacke N (ql ,qz,q3) je prvi izvod po vremenu vektora njene brzine

ﬁ(t) ili drugi izvod po vremenu vektora polozaja 7 (t)te kinematicke tacke N (ql,qz,%) po vremenu ¢:
__dv _dr S -
a=— al,
dt  dt’ Z‘ o

gde su a, koordinate vektora ubrzanja Ei(t) u generalisanom koordinatnom sistemu

2 2
v

\%
_11d|%% | %%

T4\l 6, |,

Descartes-ov koordinatni sistem

Vektor poloZaja 7 (x, y,z)posmatrane pokretne kinematicke tacke N(x,y,z), slika I a), je 7 =7(x,y,z),
promena vektora polozaja je:
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dr = dxi +dyj + dzk
Brzina V(t) pokretne kinematicke tatke N(x, y,z) u Descartes-ovom koordinatnom sistemu je:

d&F dx. dy- dz
—i+ + R =i+ + 2k
w T g

V=

Ubrzanje _a(t)pokretne kinematike _tatke N(x,y,z)u Descartes-ovom koordinatnom sistemu
koordinata (x v,z ) u vektorskom obluku je je:

av a’2 d’x - d2y~, d’z - .+ = .-
dt  dt’ dtzl a’t2]+dt2k:m+yj+2k

a=—

Polarno-cilindricni koordinatni sistem

Slika 2 a) polarno-cilondricni koordinatni sistem, b) sverni koordinatni sistem

Vektor polozaja ﬁ(r,@,z) posmatrane pokretne kinematicke tacke N (r, o, z), slika 2 a), je:
pr.o,z)=17, + zk

Brzina_v(t)pokretne kinematicke tacke N(r,p,z) u polarno-cilindriénom koordinatnom sistemu

koorinat? r,@.z) je:

dp dr. dny, dz
ry+r—+ E k=i +rgc, + 'k
a a4 dr o I 2

gde smo iskoristili ¢injenicu da je izvod po vremenu vektora konstantnog intenziteta, a promenljivog
pravca ugaone brzine ¢, jednak vektorskom proizvodu vektora ugaone brzine @ =@k i samog tog
vektora (Rezalova teorema-lema):

<
||

- hoG k
Th=Gxh=ghxi=(0 0 ¢=¢¥,
1 0 O

dt

Ubrzanje a(t)pokretne kinematicke tatke N(r,p,z)u polarno-cilindricnom koordinatnom sistemu

koordinata (r,,z)je:
dv _dF _di.  .di dr .. dp. .dé, d:- .dk
— I r—+— — k+z
dt df  dt dt dt dt dt dt dt
G = i, + FGC, + I"GICy + 1)y — 1Ty + 2k :(f—r¢2);70 +(2r¢)+rgb)50 + 2k,

a=
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jer je:
; oG k
dc, . - .= _ . .
Ezwxcozgokxcozo o =—or,.
0 0

Stoga su komponente vetora ubrzanja 5(1) _pokretne kinematicke tacke N (r,(p,z)u polarno-

cilindri¢nom koordinatnom sistemu koordinata (r,¢,z):

a, =i-rg’ - radijalna komponenta ubrzanja
a, =2ro+ro - cirkularna komponenta ubrzanja i
a, =z - aksijalna komponenta ubrzanja

Sferni koordinatni sistem

Krivolinijske koordinate svernog sistema koordinata su

q,=p - koordinata u radijalnom pravcu sa jedini¢nim bektorom - ortom ﬁ =P,
q, =@ - koordinata u cirkularnom pravcu sa jedini¢nim vektorom - ortom 7:2 =c,
4, =V - koordinata u meridijalnom pravcu sa jedinicnim vektorom - ortom 72 =V,

Veze krivolijskih koordinata svernog sistema (p,go,l,y) 1 Descartes-ovih koordinata (x, y,z), slika 2 b),
su:

X = pCOSY COS P

Y= pcosy sing

z= psiny
Lamé-ovi koeficijenti onda su:

- 2 2 2
R S S Y (S IO 0 B 28 IR
oq;| |9q; aq, aq, aq; oq; 0q,

2 2 2
4, = K2 I (0 [ 1 = \Jcos y cos® @ + cos® ysin’  +sin’ y =1
op op op

2 2 2
A,= R O G I ech :\/pzcoszz//sinzgo—i-pzcoszwcosz(o=pcosy/
o9 o9 o9

2 2 2
a4 =[] L[] L& :\/p2 sin®w cos” @+ p’sin’ wsin’ p+ p°cos’y = p
oy oy oy
Jedini¢ni vektori orjentacije koordinatnih linija u svernom sistemu krivolnijskih koordinata, tj. ortovi
koordinatnog trijedra tof sistema su:

*u radijalnom pravcu

Tl =P :L(ﬂﬂ-a—y]#%l; :cosy/cosgo-?+coswsingp-]+sinw-lg

* 1 circularnom pravcu

- - 1(ox+ 0Oy~ 0Oz . - =
S=C=—|—i+—j+—k |=—sing-i +cosgp-j

4,\0p  Op op

* u meridijalnom pravcu

-~ 1 - ~ - . - . . - >

T, =v, =—( Ox i+ Y Jj+ ¢ k}z—smt//cosgo-i —sinysing- j +cosy -k
A \oy oy~ oy
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Komponente vektora brzine \7(1‘) pokretne kinematicke tatke N (p,(p,l,y)u svernom sistemu koordinata

(p, go,w), prema v, =A4q, suitou:

- radijalnom pravcu v,=p,
-cirkularnom pravcu vV, = pcosyp 1
-meridijalnom pravcu v, =py

Intenzitet vektora brzine v(¢) pokretne kinematicke tatke N(p,,w )u svernom sistemu koordinata
(0. 0.07) Je:
v=y/p? + p*cos’ yg + ply’

Komponente vektora a (t)ubrzanja pokretne kinematicke tacke N (p, o, l//)u svernom sistemu
krivolinijskih koordinata (p, ¢,y ) su

2 2
v

\%
11d|95 | 95

a=—|—| =% |-—=
A | dt| og, 0q,

1

b

itou:
A P
- radijalnom pravcu a =422 p— pcos’ o’ — pyr’
A | dt] Op op
2l
- cirkularnom pravcu a,=pcosy@P+2ppcosy —2ppy siny
- meridijalnom pravcu a, = pyi +2py + pcosy sinyg’

a vektor ubrzanja a (t) ubrzanja pokretne kinematicke tatke N (p, o, 1,//)u svernom sistemu krivolinijskih
koordinata (p, (0,(//) je:

i=(p- peos’ yp® — py* Jp, +(pcosyis +2ppeosy 2 ppyrsiny )6, +(py +2py + peosy siny?

Prirodne komponente vektora ubrzanja @(t)tacke N(s) i polupreénik krivine

Prirodan nacin definisanja kretanja pokretne kinematiCke tacke korisno je upotrebiti u onim
slu¢ajevima, kada je putanja tatke unapred poznata, potrebno je jo§ znati i zakon kretanja tacke duz
putanje (zakon puta) u obliku s = f(¢), gde rastojanje s odreduje krivolinijsku koordinatu kinematicke
tatke N(s) merenu duz krive linije.

Ako za vremenski interval Af=t, —¢ tatka prede na putanji put od N(s) do N, = N(s+As), onda se
ona na putanji pomeri za As=s, —s, pa ¢e intenzitet srednje brzine biti v, :A—. Kada predemo na
t

grani¢ni slu€aj intenzitet brzine u trenutku ¢ bice:
. As ds
v(t) =lim—=—
At—0 At dt

Intenzitet v brzine pokretne kinemati¢ke tacke u datom trenutku jednak je prvom izvodu po vremenu
predenog puta pokretne kinematicke tacke N (s)duZ krive linije.

Vektor brzine \7(s) pokretne kinematicke tacke N (s) usmeren je po tangenti na putanju tacke po

krivoj liniji, orjentisanoj ortom T (s), a koja je unapred poznata. Zato mozemo da piSemo
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V=v-T
Ako posmatramo oskulatornu ravan, ravan same krive, i ako kriva lezi u ravni, koju ¢ine

tangenta na putanju pokretne kinematicketatke, sa jedini¢nim vektorom 7 =T (s), 1 usmerena je u

pozitivnom smeru porasta puta s i normala sa jediniénim vektorom N =N (t) , u smeru konkavne
strane putanje, vektor ubrzanja &(s) pokretne kinematicke tatke N (s) lezi uvek u toj ravni, slika 3.

N(S)

So :f(to) a, 4

s =f(f)\N(s§ EaT 7(s)

Slika 3. Komponente vektora brzine ﬁ(s) i ubrzanja Zl(s) u oskulatornoj ravni prirpdnog triedra.

U prirodnom triedru vektor ubrzanja a (s) pokretne kinematicke tatke N (s) je

I njegove komponente su:
a, =v -tangencijalno ubrzanje orjentisamo ortom tangente na krivolinijsku putanju

ay =— -normalno ubrzanje orjentisamo ortom normale na krivolinijsku putanju
Rk
Tangencijalno ubrzanje a,je posledica promene intenziteta vektora brzine, a normalno a,

promene pravca istog vektora.
Kada su poznati vektor brzine V(t)i ubrzanja a(r) pokretne kinematitke tatke u bilo kom sistemu
koordinata, tangencijalna a,1 normalna @, komponenta ubrzanja d(t) 1 poluprecnik krivine R, putanje
mogu se izraziti preko njih:
a, =1(a-v), a, =1|§xzz
v %

3
v
, R

o |\7 X Zz|
Obrtanje krutog tela oko nepomicne tacke. Precesiono kretanje.

Kada je za sve vreme kretanja jedna tacka tela u miru ono

3 (A) 4 se okree oko nje. Ta tacka se uzima za pocetak
) n/soe nepokretnog, xOyz , i pokretnog, £On¢ , sistema.
v k o e £ Polozaj pokretnog u odnosu na nepokretni trijedar
y definiSu tri Euler-ova ugla, slika 4, koje cemo definisati
P > kao
\_l///\ e W -ugao precesije,
X e

@ - ugao rotacije 1

0 -ugao nutacije.
Slika 4. Euler-ovi uglovi

To znaci da jedan sistem koordinata xOyz moc¢emo prevesti u drugi £Ond pomocu tri rotacije oko
koordinatnog pocetka O, odnosno oko osa pojedinacno na slede¢i nacin: Zamislimo da su se u
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pocetnom trenutku pse koordinatinih sistema poklapale, pa smo zatim pokretni sistem odvojili od
nepokretnog xOyz jednom rotacijom oko ose zza ugao y ugaonom brzinom precesije . Posle te
prve rotacije osa koja se poklapala sa osom z je presla u osu ¢, a osa koja se poklapala sa osom x
presla je u osu e orjentisanu ortom €, a osa koja se poklapala sa y osom presla je u osu u 1 obe u istoj
ravni Oxy i zaklapaju sa njima ugao precesije i . Ovu osu e orjentisanu ortom € nazva¢emo ¢vornom
osom, Zatim nastavljamo obrtanje koordinatnog sistema oko te cvorne ose za ugao €, koji smo nazvali
ugao nutacije , a obrtanje je izvr§eno ugaonom brzinom @ koja je ugaona brzina nutacije. Pri ovoj
rotaciji osa koja se poklapala sa z osom presla je u ¢ osu, a osa u presla je u osu crjentisanu ortom ¢ .
Poslednja, treca rotacija koordinatnog sistema se izvodi oko { ose za ugao rotacije ¢ ugaonom brzinom
rotacije ¢, ¢ime je osa epreSla u osu & a osa ¢ u osu 7. Tako smo pokazali da pomocu tri rotcije
jedan koordinatni sistem ¢ije se ose poklapaju sa osama nepokretnog sistema mozemo prevesti u sistem
?0774“ .

Cvorna osa e je presek koordinatnih ravni xOy 1 £On 1 orjentisana je jedini¢nim vektorom é .

Imaju¢i u vidu da je pokretni sistem koordinata £O7 vezan za kinematicko telo to znaci da telo koje
izvodi obrtanje oko nepomicne ose moze da se iz jednog polozaja prevede u drugi pomocu tri rotacije na
nacin kako je to prikazano sa koordinatnim sistemom. Kako smo naznacili da svakoj rotaciji prema
Euler-ovim uglovima y precesije, 8 nutacije i ¢ rotacije, odgovara po jedna ugaona brzina: precesije

v koja se vektorski moZe predstaviti u pravcu orta k ose z, nutacije & oko ose é koja se kao vektor
moze predstaviti u tom pravcu orta e i rotacije i ¢ oko ose ¢ koja se kao vektor moze predstaviti u

tom pravcu orta k'. Na osnovu toga za trenutnu ugaonu brzinu obrtanja tela oko nepomicne ose
mozemo da napiSemo da je zbiru tih komponentnih brzina:

O=08+yk+ok'

Brzina tacke kinematickog krutog (geometrijskog) tela pri obrtanju oko nepomicne tacke je:

. dp - .

V= 0 DX p
gde je p vektor polozaja tacke tog tela u odnosu na nepokretnu tacku. Tacke tela koje se u trenutku

posmatranja nalaze na nosacu ugaone brzine @ miruju, ne krecu se, i definiSu pravu u prostoru koja
prolazi kroz nepomiénu tacku O, a zove se momentna osa ili osa trenutne rotacije. Oko nje se u
trenutku posmatranja telo obrce izvodeci rotaciju oko te ose, 1 zato je intenzitet brzine tacke tela:

v=ro
gde je r najkrace rastojanje posmatrane tacke tela do momentne ose. Ne treba izgubiti iz vida da je ta
osa pokretna, iako stalno prolazi kroz tu nepomi¢nu tacku.
Vektor ubrzanja tacke tela ima tri komponente:

d=a,+d,+a,
pri ¢emu su prve dve komponente a, i a,, tangencijalno i normalno ubrzanje posledica kruZznog
kretanja tacke oko momentne ose , a, je dopunsko ubrzanje i ono je posledica promene pravca

momentne ose:

i, =0« o)
T dr
Intenzitet tangencijalnog a, i normalnog a, ,ubrzanja su:

3

_ . . _ 2
a,=ro 1 a,=ro
gde je @ izvod po vremenu intenziteta ugaone brzine.

Ugaona brzina @ se moze izraziti pompc¢u koordinata i u odnosu na nepokretni i u odnosu na pokretni
sistem koordinata i to:

w=wi+w,j+ok unepokretnom sistemu koordinata
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@ = a)gf' + a)n]" +@, k' u pokretnom sistemu koordinata.

Komponente (koordinate) ugaone brzine @ se mogi izraziti i u pokretnom i nepokretnom koordinatnom
sistemu 1 odredjujemo ih projektovanjem na koordinatne ose, odnosno skalarnim mnozenjem sa
jedini¢nim vektorima odgovarajucih koordinatnih osa.
Projekcije ugaone brzine @ su tada izrazene pomoc¢u Euler-ovih uglova i njihovih izvoda po vremenu i
nazivamo ih Euler-ovim kinematickim jednacinama:

- unepokretnom sistemu xQOyz -u pokretnom sistemu £Ond
w, =6 cosy + @sin Osiny w§:9c0s¢)+y)sin¢9$in(p
wy=90051//—(psin90051// a),]=—6’sin(p+l/)sin6?cosq)
@, =y +@cosl w; =@ +ycost

Polozaj tatke u nepokretnom sistemu xOyz je dat vektorom poloZaja p=xi + yj + zk,au pokretnom
EOn¢ seizrazavakao p=E&i'+nj +Ck'.
Tacke na momentnoj osi miruju pa je zadovoljen uslov:

‘_}|r70:a_}xﬁ|r=0:0 ili vﬁ@:ﬂxﬁbmzo

1z koga se odreduju jednaine pokretne ose — trenutne ose rotacije u u pokretnom i nepokretnom
trijedaru:

- u nepokretnom sistemu xOyz -u pokretnom sistemu £On¢
X _y_z c_n_<
0, o o, 0, ©, o

1z ovih jednacina mogu se formirati odnosi:

Tl g, L% )
z o, z o,

S _% _ n_% _
F o <01(f),; o (1)

odakle se eliminacijom vremena dobijaju analiticki izrazi:

F(f,ljzo i F(é,ﬁjzo
2’z C’¢

koji u prostoru definiSu konusne povrsi i to u nepokretnom xOyz i pokretnom £O7d sistemu koordinata.

To su mepokretni 1 pokretni aksoid. Za vreme kretanja pokretni aksoid se kotrlja bez klizanja po
nepokretnom, a njihova dodirna zajednicka izvodnica je trenutna osa rotacije.

Regularna precesija

Telo vr$i regularnu precesiju kada su Euler-ovi uglovi zadivoljavaj sledece uslove:

6 =6, = const - ugao nutacije je konstantan
w=At+C - ugao precesije je linearna funkcija vremena i
p=Bt+C - ugao rotacije je takode linearna funkcija vremena.
Posledice su:
0=0 - ugaona brzina nutacije hednaka je nuli
y=A4=w0,=Q=const - ugaona brzina precesije je konstantna
@ =B=w, =v=const - ugaona brzina sopstvene rotacije je takode konstantna.

Vektor ugaone brzine @ za slucaj regularne precesije je onda
d=yk+ok'=d,+d,

Kao $to je prikazano na slici 5. Intenzitet vektora ugaone brzine @ je
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= |2 1+ ? —
= \/a)p +o; +2m,0, cos 6, = const
Posto je @ =const, @ =0 onda su:
a, =01 a, = const

Slika 5. Komponente vektora ugaone brzine pri Slika 6. Pokretni i nepokretni aksoid
regularnoj precesiji

Vektor ugaonog ubrzanja @ se svodi na:
. do du . .
OD=—=0—=0,X0,

dt a7

Pa je dopunsko ubrzanje

a,=(@,xa,)xp

Euler-ove kinematicke jednacine se svode na:

- u nepokretnom sistemu xOyz -u pokretnom sistemu £Ond
@, =, sinb,siny ®; = ®,sin g, sing

o, =—0,sin 6, cosy w, = ®,sin G, cos

w, =, +,cosd, = const w; =0, +®,cos, = const

pa su jesnacine nepokretnog i pokretnog aksoida:
x2+y2=K222 1 §2+772=k2€/2
oblika pravih kruznih konusa sa vrhom u nepokretnoj tacki i osama rotacije z i ¢ , slika 6.

SloZeno kretanje kinematicke tacke

Pokretna kinematicka tacka se krece sloZzeno ako se krece po telu —nosacu (suportu) koje se krece
u prostoru. Ovo kretanje je sastavljeno od kretanja tela nosaca kroz prostor, tzv. prenosno kretanje 1
kretanja taCke po telu nosaca, tzv. relativno kretanje. Slozeno kretanje je rezultat superpozicije ova dva

kretanja.
Vektor poloZaja pokretne tacke 7 u odnosu na referentnu tacku, slika 7, je:
F=r,+p

gde su 7, vektor polozaja referentne tacke 4 u odnosu na koordinatni poletak O, a p vektor polozaja
posmatrane pokretne tatke N u odnosu na referentnu tacku A4, dok je 7 tzv. apsolutni vektor polozaja,
r,- vektor polozaja tacke tela nosa¢a u odnosu na nepokretnu referentnu tacku. tzv. prenosni vektor
polozaja i

p - vektor polozaja posmatrane pokretne tacke u odnosu na tacku tela nosaca, tzv. relativni vektor
polozaja. Ovo je vektor promenljivog pravca p, = p, (t) i promenljivog intenziteta p = p(t) D P = PP,
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Slika 7. SloZeno kretanje tacke

Zato je vektor apsolutne brzine v, tatke N u odnosu na referentni koordinatni sistem:

CdF APy o e N e
U, ===V, + 2y + p =5, + pl@x By )+ ppy =V, + (&% p)+
dt dt Rl a )

Vp Yy

tj. vektor apsolutne brzine v, tatke N Cini vektorski zbir vektora prenosne v, irelativne v, brzine:

v, =V, +V,

Prenosna brzina v, tacke N, je brzina one taCke tela nosaca na kojoj se u trenutku posmatranja
nalazi pokretna tacka i odreduje se kao brzina tacke krutog tela.

Relativna brzina v, tacke N , je brzina pokretne tacke po telu nosaca i izraCunava se kao brzina

taCke pri njenom kretanju po telu-nosacu, pri ¢emu se smatra da telo-nosa¢ miruje.
Vektor apsolutnog ubrzanja a, je:

v d@Gxp) .. .dp, - N dp e e
aa=7:=a/4+M+ppo+p%=a/1+(pr)+w><7f+ppo+p(wxpo)=
:5A+(E)xﬁ)+

DX pp, +@X(5)Xﬁo)+ﬁﬁo +(5)Xpﬁo):
=a, +<03x:5)+5)x((6x/50)+/5/50 +2((T)><p'/50)
—_— -

P ar Aeor

S

Vektor apsolutnog ubrzanja a, tatke N ,, ima tri komponente:
a,=d,+d,+d,,
a,- prenosno ubrzanje tatke N , je ubrzanje taCke tela nosaca na kojoj se u trenutku posmatranja nalazi

pokretna taCka N , i1 odreduje se kao ubrzanje tacke krutog tela.

a, - relativno ubrzanje tacke N, je ubrzanje tatke u odnosu na telo nosaca i izraCunava se kao ubrzanje
pri kretanju te tacke, po telu-nosacu pri ¢emu se smatra da telo-nosa¢ miruje .

a,- Coriolis-ovo ubrzanje je posledica promene pravca vektora relativne brzine zbog obrtnog kretanja

tela nosaca, ono je:
a,= 2(0)1, X v,)
Dakle, moze biti jednako nuli u slu¢ajevima:
1. daje c?)p =0, telo nosaca se ne obrce, tj. krece se translatorno;
2. daje v, =0 uslucaju kada je pokretne tacka u relativnom mirovanju;
3. kada su vektori ugaone brzine prenosnog kretanja i relativne brzine kolinearni.

Zadaci

1. Po kateti CD=R jednakokrakog pravouglog trougla BCD, slika 7, kreCe se jednakoubrzano
pokretna tatka M relativnim ubrzanjem a, =2Rw, . Na sredini stranice BD trougao je zglobno

Masinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Predmetni asistent: Julijana Simonovi¢



Mehanika 11 — Dinamika 1 vezba

Str. 11 od 15

vezan za tacku A4 krivaje a=R/2, a u tacki B za kliza¢ koji se kre¢e po horizontalnim
pravoliniskim vodicama ¢ija osa prolazi kroz tacku O. Krivaja se obrée konstantnom ugaonom
brzinom @, oko nepokretne horizontalne ose. U poc¢etnom trenutku tacka je bila u polozaju C bez

pocetne relativne brzine, a krivaja je zaklapala ugao ¢, = i (rad). Odrediti apsolutnu brzinu 1
apsolutno ubrzanje tatke M u trenutku ¢ = ZL .
@,
D
Slika 7. Slika 8.

ReSenje:
Kako je ugaona brzina po definiciji @, = % to je onda zakon promene ugla koji krivaja OA zaklapa sa
t

. : 1.
horizontalom u toku kretanja ¢ =@+ ¢,, u posmatranom trenutku 1:2— 1 za zadatu vrednost
20

7—1

pocetnog ugla ¢, = (rad), dobije se @ =g, + ot = % , fj u posmatranom trenutku polozaj krivaje

OA je vertikalan, slika 8. Brzina tacke A, krivaje OA koja se obrée oko tacke O, sa smerom u
posmatranom trenutku prikazana je na slici 8, a intenzitet joj je:

R
VA = E @,
Kako tacka B trougla, a u isto vreme i tacka klizaca koji se kre¢e po horizontalnim vodicama ima brzinu
kao na slici 8, u horizontalnom pravcu to zakljuCujemo da se telo nosaca, trougao BCD, krece
translatorno, jer je trenutni pol u beskonacnosti s obzirom da se dve tacke toga tela, u posmatranom
trenutku imaju vektore brzina paralelne, zaklju¢ujemo onda je prenosna brzina pokretne tacke:

R
v, :Ea)o =V,=V,=V,,

- R -

1% p = E Wl

id a je ugaona brzina prenosnog kretanja: @, =0.

Tacka M se relativno krece po kateti CD trougla, koji ja je u posmatranom trenutku horizpntalna pa je
vektor relativne brzine pokretne tatke u odnosu na telo nosaca,trougla,

— ire re : 1
V. =V.i=Rw,i ,postoje V. =at=2Rw; —.
2w,
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Vektor apsolutne brzine pokretne tacke M je jednak vektorskom zbiru vektora prenosne i relativne
brzine posmatrane tacke, tj: v, =v_+V,

Vv = ERG)OZ

a

Kako je w, =const, tj. w,=0, to tatke krivaje OA4 nemaju tangencijalnu komponentu ubrzanja, a

tatka 4 ima normalnu komponentu ubrzanja, koja je ujedno i njen vektor ubrzanja, u pravcu krivaje sa
smerom prema centru krivine O , §to je za koordinatni sistem xoy u odnosu na koji posmatramo

kretanje, negativan smer y ose:

_ R -
a,=——a,j .
A 0
2
Tatka B ima ubrzanje u pravcu x ose dy =a,i . Trougao BCD se krece ravanski pa se koristimo
izrazom za ubrzanje tacke tela koje se krece ravanski:
- - N - ) -
a,=a,+o,xAB-w, AB
- -

- R
deje AB=——1—-—
gac ] > 2J

Da bi odredili nepoznato prenosno ugaono ubrzanje @, :

i ]k
aj =——agj+| 0 0 o, iz koje vektorske jednacine, posle izjednac¢avanja komponenti u
R R
-—— —-—— 0
2 2
istim pravcima, sledi da je vektor prenosnog ugaonog ubrzanja: aT)p =-a, k.

2
Kako je % =V ,4. 5 = a,%+ S,, a S, =0,jer je tacka u pocetnom trenutku bila u polozaju C,

T

relativni predeni put tatke M u posmatranom trenutku je:

S, =%art2 =§,paje polozaj tacke M u odnosu na tacku 4 : AM = —§f+§j.

Sada je prenosno ubrzanje tacke M kao tacke tela nosaca koje se krece ravanski jednako:

- = s A7 2 A
a,=d,+o,x AM — o, AM

i ]k
— R 27 2 — 1 27 1 27
a,=——a,j+| 0 0 - ap:ERa)oz—ZRa)oj ,
_R R
4 2
relativna komponenta je u pravcu x ose:
a =2Rw)i

Dok je Coriolis-ovo ubrzanje jednako nuli jer se telo nosaca krece translatorno:

,, =0.

Vektor apsolutnog ubrzanja je zbir vektora relativnog, prenosnog i Coriolis-ovog ubrzanja:
a,=d,+ad,+da,, ; Sto daje rezultat apsolutnog ubrzanja tacke M u trazenom trenutku:

~ 5 - 1 -~
a, :ERa)gl —ZRG)(?J
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2. Mehanizam prikazan na slici 9. sastoji se od krivaje OA4, duzine R, za Ciji kraj A je zglobno
vezan kliza¢ kroz koji je provucen Stap BD. Za kraj B Stapa vezana je poluga BC, koja se
kreée translatorno pravolinijski. Tacke O, B i C leze na istoj pravoj. U trenutku kada je krivaja

vertikalna, njena ugaona brzina je @,, ugaono ubrzanje &, =@, = V3 @, , $tap BD zaklapa ugao

o =30° sa horizontalom, a poluga ima brzinu v=2Rw®, i ubrzanje a = \/ng)f /16. Smerovi
datih velicina prikazani su na slici 9. U zadatom polozaju odrediti ugaonu brzinu i ugaono

ubrzanje Stapa BD.
y
X

— —_

&) 1% a
—
0 (94 v/
v/
0, B C
Slika 9.
Resenje:

Kako je u posmatranom trenutku krivaja OA4 vertikalnog polozaja to je vektor brzine tacke A, krivaje
04 koja se obrée oko tacke O, sa smerom u pravcu x ose, a to je prakti¢no apsolutna brzina klizac¢a 4 :

Vv, =Ray,i ;

Brzina tacke B poluge je data, a to je ujedno i brzina tacke B Stapa BD koji vrsi ravansko kretanje:
Vv, =2Rw,i ;

Vektor relativne brzine klizaa A je pravca Stapa BD po kome kliza, a smera ka tacki B , intenziteta
koji treba da odredimo:

BEA I
V,=—Vi-——=Vj ;
Ar 2 r 2 r]
Vektor prenosne brzine je vector brzine tatke A Stapa BD, 1 mozemo ga odrediti preko poznate brzine
tacke B kao:
¥, =V, +@x BA;
gde je BA  vektor polozaja tacke A u odnosu na tacku B u obliku:
BA=-3Ri +Rj .

Tako da je:
i j Kk

V,=2Roi+| 0 0 ot. V,=02Reo,-Ro)i-3Ra
~3R R 0

- -

N
Sada se iz vektorske jednacine:V, =V, +V,. odreduju nepoznate veliCine trenutne ugaone brzine Stapa

BD 1 relativna brzina klizaca:

> w7 V3 L33
w=—"k; V, =——Ray,; V,,=——Rayi +—Rw,; .
2 4 4
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Vektor ubrzanja tatke 4 ima dve komponente tangencijalnu a,, = Rw, = Rg, sa smerom suprotnim od
smera x ose, i normalnu komponentu a ,, = Rw, u vertikalnom pravcu sa smerom suprotnim od smera
y 0se, tj.: a,= —\@Ra)ﬁ ~R®;j, ato je zapravo vektor apsolutnog ubrzanja klizaca A4.
Ubrzanje tacke B poluge je dato, a to je ujedno i ubrzanje tacke =~ B Stapa BD koji vr$i ravansko
kretanje:

.3

G, =——Rwi ;
B 1 6 0
Vektor relativnog ubrzanja klizaa A je pravca Stapa BD intenziteta koji ¢emo odrediti:

VL R (.

a,=—ali——a.j;
Ar 2 7 2 .]
Vektor prenosnog ubrzanja tacke A, Stapa BD koji se kreée ravanski, u odnosu na ubrzanje tacke B,

je:
d, =d,+oxBA- ' BA

pa sledi:
ik a:p = (ﬁij —Ra')Jf+
- \/g 27 . Ct)g - ¥ 8
a, =—Rwyi +| 0 0 0)——(—\/§RZ+R]) = ;
P 16 Rw?
~3R R 0 — =20 _\B3Ré |]

Coriolis-ovo ubrzanje kliza¢a A4 je:

i Fi k
- - N N 3 - -
A4 =20xv =20 0 0 %; aw=—%Rw§ i——Ra)gj;

3 V3

—ZR(OO TRQ)O 0

Vektor apsolutnog ubrzanja klizaca 4 je:

ZiA = aAp + ZiAr + ZiAcnr

Odakle se resavanjem vektorske jednacine dobijaju vrednosti ugaonog ubrzanja Stapa BD 1 relativnog
ubrzanja klizaca A4 :

. 253 = 39 5 >
O=——awyk a, =—— R,
64 32
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