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X1V veiba

Dinamika tela promenljive mase
Dinamika tela promenljive mase

Zadatak 1. Veliki broj malih kockica, ¢ija je ukupna masa m c¢ini materijalni sistem diskretnih
materijalnih tacaka i leZi na ivici stola ustanju mirovanja, kada konstantna sila F' pocinje da dejstvuje, na

ovaj materijalni sistem, paralelno sa ravni stola, kako je na slici 1 prikazano. Odrediti brzinu kretanja ovog
materijalnog sistema u funkciji koordinate x - duzine niza za slucaj:

a) da je povrSina stola hrapava i da je koeficijent trenja izmedu kockica i stola z,
b) da je povrsina stola idealno glatka

Kolika je ova brzina kada polovina svih kockica padne sa stola?

X L—x

F

Slika 1.
Resenje:

Postavljeni zadatak se odnosi na materijalni sistem promenljive mase. Zato, ozna¢imo masu jedinice
duZine niza materijalnih tacaka posmatranog sistema, odnosno linijsku gustinu, sa

p = % ,onda je m(t)=(L—-x)p'.

Sada moZemo da koristimo jednacinu MeSc¢erskog za slu€aj kada je relativna brzina Cestica, koje se
pripajaju iili odvajaju jednaka nuli

- - - d . =
w)=0, V=), M= Fl0)
Brzina kretanja lanca kockica u horizontalnom pravcu je: x Sada mozemo da napiSeno jednacinu
dinamike dela ostatka lanca kockica na horizontalnom stolu, koji ostaje po odvajanju kockica koje odpadaju.
Posto je relatuvna brzina odvajanja kockica jednaka nuli diferencijalna jednacina bice oblika:

%(,;’(L —x)i)=F-pg(L-x)u,

1li u obliku:

p(L—x)i-p%* = F - p'g(L-x)u
odnosno

. X F

X

TL-x p'(L—x)_gﬂ’
Sada uvedimo smenu
.2

u=x
¢ijim diferenciranjem dobijamo:
. . dudx
2XX =U=——=2Xu
dx dt

Te unoSenjem u prethodnu jednacinu istu transformiSemo na oblik:
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L 2F
L-x p(L-x)
Ova jednacina je linearna prvog reda oblika
'+ Plxu = Olx)

Opsti integral ove jednacine je:
u= X‘z = e_J.PdX{J‘ erpdxd.x—f- C}

U naSem slucaju je:

2gu

2 . 3F
Plx)=- =——-2
()=-7= i O(x) L) e
Dalje racunanjem dobijamo
eJ.LL_Xd" _ e—21n(L—x) _ 1 i e*J.Li_xd" _ eZln(L—x) _ (L_x)z

(L-x)
Ztim unozenjem u prethodni izraz za odredjivanje reSenja dobijamo:

WPLI {j 3E )—Zgy}(:—x)zdx+C}

(L-xy "L (L-x

y=i = {I:3F(Z_x)—2g,u(L—x)z}dx+C}

(L—xf

2 1 3F , 2 ;
= 2 (L-xV+Zgu(L-xf +C
- + 2l ]

Ako su pocetni uslovi takvi da je za t=0, x=0,x=0mozemo odrediti integracionu konstantu u
obliku:

L1 3FL 2
=0 y————+— +Cr=0
i (L)z{ 20 T3

odakle sledi da je:
r ,
C=—(9F-4pgul)
6p

Te je kvadrat brzine kretanja lanca kockica, pri kontinualnom otpadanju Cestica preko stola:

H 1 3F ) S ,
- > (- Zou(L-x) +=—(9F -4
¢ e 2ty o Lo s
Odnosno:
2 L—xY L—xY
2=~ ) op| 2T Lapeul| ==X | £ (9F —4p'
i 6p,(L_x)z{ ( 7 j+ pguL( 7 ]+( pgﬂL)}

ili
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Za x = % , dobijamo:

o 2 [ 1} , [1 }
X" =—=<9F|1-—|+4 ——1
X’ :L{27F—14p'gyL}
6p'
e . L .
illiza u=01 x:E, dobijamo

o 9F
X =—
20

Zadatak 2. Homogeni lanac duzine [, slika 2, ¢ija je masa jedinice duzine p’, visi vertikalno zategnut

pri cemu je njegov drugi kraj vezan za tacku 4. Lanac se pusti da slobodno pada. Odrediti veli¢inu sile
reakcije u tacki 4 kao funkciju predenog rastojanja x.

x/ 2

Slika 2
Resenje:
Sistem je sa promenljivom masom, pa ¢e se reSavati pomoc¢u elementarne teorije Mescerskog za sistem

promenljive mase. Na slici posmatramo dva dela lanca, jedan duZine g 1 drugi diZine L +§— X.

Mase 1 tezine tih delova su:

, X . , b
M1=p5 1 M2=p(L—E]
, X . , b
G, =M1g=pg5 i G, =M2g=pg[L—5j

Na delu savoja lanca dejstvuju unutrasnje sile u lancu, a na drugi dejstvuje sila otpora F, tacke oslonca A

Brzime povecanja delova lanaca dodavanjem ili oduzimanjem elementarnih masa delovima lanaca,
mozemo usvojiti da je jednaka nuli.

Sada mozemo da koristimo jednacinu Mesc¢erskog za slucaj kada je relativna brzina Cestica, koje se
pripajaju iili odvajaju jednaka nuli

- - - d . =

we)=0, 5, =-30), M= Fl0)
1 da je primenimo na oba dela lanca:
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Brzina kretanja lanca kockica u horizontalnom pravcu je: x Sada mozemo da napiSeno jednacinu
dinamike dela ostatka lanca kockica na horizontalnom stolu, koji ostaje po odvajanju kockica koje odpadaju.
Posto je relatuvna brzina odvajanja kockica jednaka nuli diferencijalna jednacina bice oblika:

d X X
— o =vlt)r=pe=+S+F
dt{p 2V1( )} pg2 4

o503

Kako mozemo usvojiti da v, =0, to dabiranjem dveju prethodnih jednafina dinamicke ravnoteze
objekata promenljive mase dobijamo sledecu jednacinu:

e

dt 2
odale sledi da je:

2
p'(€ - gjv(f )- p'% = p'gl+F,

Do iste jednac¢ine mozemo do¢i i koriste¢i teoremu o promeni impulsa kretanja (koli¢ine kretanja)
vodeci ra¢una da se ovde radi o promenljivoj masi lanca.Posto je koli¢ina kretanja sistema

p= p’(l - fjv
2
a zbir svih spoljasnjih sila u pravcu ose x je:
zFi(X) =—F,+p'gl
to iz teoreme o promeni koli¢ine kretanja :
dp
o 2.5
sledi:

2
p'[l —gjv‘ - p'% =—F, +pgl

Medutim levi deo lancaslobodno pada pa je diferencijalna jednacina pokretnog dela lanca

X X
T1-Xlv = pla 1-2],
p( 2) pg( 2)

Odnosno v = g, odakle lako nalazimo da je:

v’ =2gx, pa sledi:

2
odakle dobijamo trezenu reakciju:

!’ x ! )
p(l——)g—ng—FA +pgl,

3

F,= 5,0 &x.

Zadatak 3. Vagon tezine G, puni se u toku kretanja rudom koja vertikalno pada u vagon brzinom u .
Tezina rude koja u jedinici vremena zahvati vagon iznosi ¢ [kN /s] Odrediti vuénu silu F da bi se vagon
kretao konstantnom brzinom v, uz strmu ravan nagiba « . Uzeti u obzir i otpor sile trenja kretanja vagona po
hrapavoj ravni, smatraju¢i ga proporcionalnim sili normalnog pritiska F, izmedu vagona i ravni, tj. F,, = uF,,

gde su u = const - koeficijent trenja , 1 F - tangencijalna komponenta sile otpora hrapave povrsi.
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Slika 3.

Resenje:

’ Diferencijalna jednacina kretanja vagona sa rudom u njemu, prema teoremi Mescerskog: Diferencijalna
Jjednacina translatornog kretanja tela promenljive mase svodi se na jednacinu istog kretanja konstantne mase
kada se aktivnoj sili doda reaktivna sila % , je:

M%:§+G+ﬁv+ﬁ’n +F,

- . . . v . .
ako se vagon koga smatramo telom koje se krece translatorno kre¢e konstantnom brzinom, tj. Zr =0, 1 ako je
t

reaktivna sila:
- dM . dM . _ ..
%:er:?(u_vo):i(u_‘%)’

gde jev, =u — v, relativna brzina dodatne mase, onda se jednacina svodi na oblik:
4Gi-v,)+G+F,+F +F=0.

g
Projektovanjem ove jednacine na ose x i y dobijamo dve jednacine:

1(—usina—v0)—Gsina—Fw+F=0
g

—iucosa—Gcosa—i-Fn =0,

g
iz druge jednacine sledi:

n
g
1 kako je F, = uF , to dobijamo izraz za tar¢enu veli¢inu sile:

F :(iu+G]cosa,

F =1[(,ucosa+sina)u+vo]+ G(ucosa +sina),
g

gde je G = G, + gt, tenutna tezina vagona sa rudom.
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