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XIII vezZba

Giroskopski efekat; Sudar

- Giroskopski efekat

- Centar udara

- Upravni centralni sudar
- Kosi centralni sudar

Zadatak 1. Materijalni sistem na slici 4., sastoji se od vratila 4B, mase M, kruZznog poprecnog preseka
poluprecnika r, koje se obrée oko horizontalne ose 4B brojem obrtaja n, [0/ rnin] i homogenog diska
(zamajca) mase M, i poluprecnika R, koji je nasadjen na sredini raspona tog vratila. Ako se lak nosa¢ leziSta
A 1 B, zanemarljive mase, obr¢e oko vertikalne ose brojem obrtaja n, [0/ min], odrediti ukupne reakcije lezista

A 1 B, ako je rastojanje izmedu lezista /. Odrediti i dopunske sile (usled giroskopskog efekta) u lezistima C i
D koja su na rastojanju /.

ReSenje:
Kako disk, zajedno sa vratilom dobija sve komponente brzine jednu ugaonu brzinu sopstvenog obrtanja

. ~ = Ty, . . :
oko horitontalne ose @, =wk =3—01k 1 drugu prenosnu ugaonu brzinu obrtanja oko vertikalne ose

Q=0k = %IQ , to je njegova trenutna ugaona vrzina obrtanja jednaka zbiru ovih dveju:

aa)zaﬂ)s+52=a)sl€'+Q]€:ﬂ]€’+ﬂa
30 30

i stalno prolazi kroz tacku O presecnu tacku osa sopstvenog obrtanja i prenosnog obrtanja. Na osnovu toga
taklju¢ujemo da disk sa vratilom, iako nije ucvrs¢en u tacki O izvodi obrtanje oko nepomicne tacke O, kao da
je u njoj ucvrs¢en. Ovde smo ve¢ usvojili da je nepokretni sistem sa koordinatnim pocetkom u tacki O 1 sa
koordinatnom osom Oz u vertikalnom pravcu, a da smo pokretni sistem koordinata O&nd usvojili sa

koordinatnim pocetkom O u preseku osa sopstvenog i prenosnog kretanja, a osu O¢& u pravcu ose vratila
(sopstvenog obrtanja). Zakljucujemo da je ugao izmedju tih osa uvek 9= EX te ugao nutacije konstantan,

augaona brzina nutacije jednaka nuli.

Kako sklop disk i vratilo, ¢ije mase nisu zanemarljive ima ose simetrije u pravcu ose vratila i dve
upravne na istu i kroz nepokretnu tacku O, to su te ose istovremeno i glavne ode inercije i za te ose devijacioni
momenti masa su jednaki nuli, te postoje samo aksijalni momenti inervije masa diska 1 vratila za ose pokretnog
sistema koordinata. Ti aksijalni momenti inercije masa vratila i diska su:
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Jpe=J, ———lM(€2+3r2)+—1MR2——J =J
0& on 12 1 4 2 02 03>

Jos = %erz JF%MZR2 =J,

pri ¢emu je za disk usvojeno da je male debljine (kao poloca), a za Vratilo da je homogeni cilindar duZine
jednake rastojanju leziSta vratila AB =/, a kruznog poprecnog preseka poluprecnika r, kao §to je zadato
tekstom zadatka. Istovremeno to su i glavni momenti inercije za pol u tacki O sistema vratilo disk-

Sada Ort k moZemo izraziti u pokretnom sistemu koordinata sistemu O&n¢ koji je vezan za vratilo 1

disk. Oznacimo sa ¢ ugao sopstvenog obrtanja oko ose O teje ¢ = w,t, dok je

k =cosgi'—sing’
Sad moZemo ugaonu brzinu da napisSemo u slede¢em obliku:
&=0d,+Q =0k +Qk = %/;'Jr%l; = Q(COS([)? —sinqj'>+ ok’
Te su komponente ugaone brzine u pravcima koordinatnih osa pokretnog sistema koordinata:
®; =Qcosp =Qcosa,t
o, =—-Qsinp =-Qsinwt
wg“ = a)s
A vektori momenata masa su:
T8 =i = [éMl (2 +3r7)+ %MzRZ}? = Josi’

j(()]) _ Joqj" = {éMl(ﬁz +37’2)+iM2R2}7 = Josj'

jg;') — Jogl? — |:%er2 +%M2R2j|]€( — JOIE(

Moment koli¢ine kretanja kretanja za tacku O mozemo napisati u obliku:
L, = of[f[7.[i.7Jam = o
Vv

onosno
[y=w0J" 0,0 + 0.8 =01,
Kao 1 da je na osnovu teoreme o promeni mometa impulsa
I, S -1 SL =1 [ Al
dto =L,+ [a),LO]: Z[rk,Fk]+ [rC,G]z m,

k=1

Sada moZemo odrediti relativni izvod momenta koli¢ine kretanja ZO :

*

"cosmt — j'sin a)st)+ J o0k’

L,=Qo0J,, (— i'sine, — j'cos a)st)

Potrebno je odrediti i prenosni deo izvoda momenta koli¢ine kretanja ZO ugaonom brzinom & C

U jr l;r
[c?), Zo]z Qcosat —-Qsinwt @

S

QJ,,cosot —QJ,,sinot @,
>y . =
=—i'Qo, (J01 - Joz)sm ot — jQo, (Jm - JOZ)COS ot

=-Quw,(J,-J,, )(?’ sina,t + j'cos a)St)
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Sada koriste¢i teoremu o promeni momenta impulsa dobijamo:

dito = Z*O+ [E),ZO]: M,
m,

dL,
dt
Imajuéi u vidu da jednom treba ovaj moment da >’prime’’ leziSta 4 i B, a posredno 1 leZista Ci D to
pretpostavljamo da se u njima javljaju u paru po dve suprotne sile na rastojanjima ¢, odnosno /4 pa mozemo da
hk, FE" ] = h[f' cosm,t— j'sinat, Fg"’]

=Qw.J,, (— i'sinwt—j'cos a)st)— Qo (J,, ~J,, )(7' sina,t + j' cos a)st) =

napiSemo sledecu relaciju:

dZ > . - . 1 > oir

9 — Qa)SJOl(i’51ncqqt+]’cosazvt): Mm, = [fk LS ]:

Sada izjednacavanjem koeficijenata uz iste jedini¢ne vektore pokretnog sistema koordinata dobijamo:
= ];r

d
i
IS+ RS,

0 |=-

0 0

dj;to =Qa,J,, (f’sin wt+ ' cos a)st): N, = [WQ,FAg,-,]:
C
Odavde zakljucujemo da je F, =0 i
ir Qa)SJ . N
F'Ag,7 =_22%Y 0l dip ot = _Itz'Eg’7
ir C()SJ .
FAgé = oL cos ot = —Fng
_Qady ¢

Te je
Q , . y
w#']m(i'cosa)st—j’sm a)st): —F§" =

rgir _ pogirsr gir 71 _
F; —FAfl +FA,7] =

jer je
k =cosgpi' —sing’
Intenzitet ovih kinetickih pritisaka na lista vratila u suportu je:

For =29 (v 02 4 LR =

1 padaju u pravac ose precesije Oz.
Sada razmotrimo kineticke pritiske usled giroskopskog efekta na lezista Ci D suporta.

=QawJ, (f’ sinat+ j'cos a)st) =M, = [hE,Fg” ] = h[f’ cosmt— j'sinapt, F’Cgi’]

dL,
dt
;’r }-’r ];/
Qo.J,, (f' sinat+ j'cos a)st) =hlcosot —sinwot 0
gir gir gir
FC§ FCU FC{
gir gir :
Fe, cosot+ Fi sin a)St)

Qw.J,, (f’sin wt+ j'cos a)st> =—i'hFE sinwyt — j'hFE cosat + I?h(
Izjednacavanjem koeficijenat sa leve i desne strane uz iste jedinicne vektore pokretnog sistema

FE =—F&tgat=0

koordinata dobijamo:
l;r — _ﬁvbgir

F& cosat+ FE sinog =0
__QaJy, _ Fer
B

. Qo,.J
F&r — _ s¥ 01
« h h
1 padaju u pravac ose O¢ i rotiraju oko ose Oz ugaonom brzinom precesije .

rgir _
FZ =
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Ovako dobijenim komponentama treba dodati komponente statickih pritisaka usled sila tezine vratila i diska,

koje nije tesko odrediti:
B M, +M,

2
ﬁgt :_(Ml +M2)g/€

F!'=F) = gk

Drugi nacin re§avanja: Zbog promene pravca ose giroskopa, kraj vektora momenta koli¢ine kretanja za

tatku O, L, dobija brzinu V, :

VL :[6?)2aL0]
V, = Lo, =Jowo, =V
gde je J,, :J:%M1r2+%M2R2.

Giroskopski spreg 9510 ima pravac brzine v’ vektora momenta koli¢ine kretanje, a smer suprotan od nje pa su
giroskopski otpori u lezistima 4 1 B:
1 y _
Y = 2—(Glr2 + GRS, =My = F5" [ =Fg" 1.
g

Kako su o, = o, =% 1Q=0w, = dobijamo:

e _ e _ (Glr2 + Gsz)ﬂznln2
4 ? 1800g!
Ukupnu rezultujuéi otpori leZista se dobijaju dodavanjem 1 statickih komponenti, koje su zbog simetrije

st st _
FA _FB -

FA =%_F/§ir , FB — Gl + GZ +FBgir .

Giroskopske komponente otpora lezista C i D obrazuju spreg M, =V’ pa su:

e _ e _ m, (Glr2 + Gsz)ﬂznln2
¢ P h 1800gh '
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Zadatak 2. Odrediti koordinate centra udara C, homogene tanke plocice oblika kruznog kvadranta
poluprecnika R, slika 4.

Resenje:

Centar udara C, je ona taCka u kojoj treba da dejstvuje udarna trenutna impulsna sila, da bi reaktivne
udarne impulsne reakcije veza u leZiStima vratila bile jednake nuli.

U naznacenom sistemu koordinata koordinate centra udara C, su:

J A ¢

gu = 0 2 77u = - ’ - é, —

Mn. Mn.
Zato je potrebno odrediti aksijalni moment inercije mase plo¢ice osu Az oko koje se obrée i
centrifugalni moment mase za ose & i 17 kroz nepokretno leziSte 4 na osi oko koje se pli¢ica obrée. Kako je

plo€ica nomogenog rasporeda masa i tanka, male debljine, umesto aksijalnig momenta inercije mase i
centrifugalnog momenta mase mogu se koristiti aksijalni moment inercije povrSine ploCice i centrifugalni
moment povrSine za odgovarajuce osei povrsina umesto mase plocice.

Aksijalni moment inercije povrsine ploCice za osu § i centrifugalni moment povrsine za ose & i 77 su:

n
Slika 4
R 72 1 1
= IIp cos’ ppdpdp = —R*wr = — AR?
0% 16 4
i 14 14R’

= J-j cosgo-singo-pdpdgozgR

0

2
v ey . 4R : ...
Polozaj teziSta plocice je 77, = Ey. (kao i centra masa tanke homogene plocije).
/4

Koordinate centra udara su:

2
{fu:O’ nu:lL’ Zuzélu:i
Tlc Ane

Centar udara poklapa se sa onom tackom konture jezgra cija je neutralna osa sama osa oko koje se
obrée plocica.

gdeje i, = 1/% poluprec¢nik inercije.

Za zadatu plocCicu dobijamo:

3R7
n,= 7 > z, = él " onp
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Zadatak 3. Kuglica M, mase m,, krece se pravolinijski i udari brzinom v, kuglicu M, mase m,, koja je
do udara bila u stanju mirovanja, pri tome se brzina kuglice M, smanji za polovinu. Pretpostavljaju¢i da je udar
upravni 1 centralni, odrediti masu m, kuglice M, 1 njenu brzina neposredno posle udara, ako je koeficijent
sudara ( uspostavljanja) £k =0.5.
v, >V, Vi <V,

—

Vl Vz ﬁ

Slika 1.
ReSenje:
Da bi telo mase m, udarilo u telo mase m, mora biti uslov brzina v, > v,, kao 1 dopunski uslovi koji se

odnose na saglasnist vremena i polozaja na putanji. Odnos projekcija relativnih brzina tezista tela posle i pre
sudara, naziva se koeficijent sudara ( uspostavljanja) :

’
=Y —
v, ‘V1 _Vz‘ v, =V,

! ! 12 ’
Vi _V2| _ =W

On ne zavisi od oblika, veli¢ine i brzine tela ve¢ samo od njihovih elasti¢nih osobina, neimenovan je
broj i odreduje se eksperimentalno.
Kako je uslovima zadatka definisano kuglicu M, mase m,, je do udara bila u stanju mirovanja, i pri
tome se brzina kuglice M, smanji za polovinu t].
1

_ o
v, =0 i=2V
2

i1 kako je zadat koeficijent sudara: f = % , to sledi da je brzina druge kuglice neposredno posle sudara:

4 f—
V2=V
Iz teoreme o odrzanju koli¢ine kretanja

_ i '
my, + myv, = myv, + m,v,
slede 1zrazi za brzine kuglica neposredno posle sudara :
m

r_ 2

vl_vl_(l+k) (VI_VZ)
| T,

m
V;=V2+(1+k) : (vl_VZ)
m, +m,

1z prethodnih jednacina za zadatkom zadate podatke sledi sistem jednacina:
1 3 m,

V=V 7 Vi
2 2m +m,

;3 m,
vy =— v,
2m +m,

3m, =m, +m,

;3 m

vy, =— v,
2m +m,

odakle resavanjem dobijamo trazeni odnos:
1
m, =—m

2
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Kao i brzinu druge kuglice:
.3 m 3 m,
V=3 Vi =5 ="
2m +m, 23
2™

Zadatak 4. Kuglica mase m slobodno pada sa visine /4 iudari upravno o horizontalnu nepokretnu ravan
1 odbije se od nje. Odrediti maksimalnu visinu penjanja A kuglice nakon odbijanja, ako je koeficijent sudara
(uspostavljanja) k. Koliko je koeficijent udara ako kugla odsko¢i do visine #4/2? Odrediti broj udara u

podlogu posle kog nece dostici visinu £/2", gde je n ceo broj? Za koliko vremena ¢e prote¢i dok kuglica po¢ne

da odskace ispod visine h/2"?
A

10 :

T,
Slika 2

Resenje:

Konaéna jednacina kretanja materijalne (dinamicke) tacke pustene u bezvazdusnom prostoru sa visine %
na rastojanju BO je:

1,
z=h 5 gt’,
u trenutku udara o nepokretnu ravan , z =0, iz te jednacine dobija se vreme slobodnog pada:
2h
ty=.|—.

g

Brzina dinamicke tacke pri slobodnom padu je:

V= _gt )

a u trenutku udara posle vremena ¢, je:

Vo =+/28h .

Koeficijent udara o nepokretnu ravan je :

v
|
k__a

Yo

gde je v, brzina kuglice posle udara i ako je zadat koeficijent udara &, ona iznosi:
v, =k\2gh .
Posle udara kuglia se kre¢e po zakonu vertikalnog hica naviSe, na rastojanju OC, po zakonu
1
z=wit— E gt2 )
pri ¢emu je zakon promene brzine
v=y —gt,

u trenutku dostizanja maksimalne visine kuglica se zaustavi tj.v = 01z koga uslova dobijamo vreme potrebno da
kuglica stigne na maksimalnu visinu H :
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2h

=k |—.

-
g

g

Sama visina H je
Z(t=t.)=H=k’h

odnosno:

H=k.
Ako kuglica odsko¢i na visunu H = % sledi da je koeficijent udara k = —

Zadatak 5. Kuglica mase m bacena je iz tacke O, po€etnom brzinom v,, koja sa horizontalom gradi

ugao« 1 udari u vertikalni glatki zid A4y, i posle odbijanja prode kroz svoj pocetni polozaj O.
a* Odrediti rastojanje a pocetnog poloZaja materijalne tacke od zida, ako se zna da je koeficijent sudara

(uspostavljanja) k.

u prethodnom sudaru sa istim zidom?

Otpor vazduha zanemariti u oba slucaja.

0]
a S
7

Slika 3.

Resenje:

kretanja dinamicke tacke po zakonu kosog hica su:

X =vyjfcosx
yzvotsinoc—ggt2

pa je putanja pre udara:
2
X
y = xtga —g—zcos2 a
2v;
1 odnos projekcija brzina na pravac ose x :

v,cosf =v,cosc .

Vreme dostizanja tatke A4 dobija se iz uslova
a

x=a pasledi: £, = .
Vv, cosa

b* Posle sudara sa horizontalnim podom u tacki O, pri ¢emu se moze usvojiti isti koeficijent sudara 1
odbijanja u koju tacku vertikalnog zida ¢e udariti? Da li je ta tacka na viSem ili nizem poloZaju od tacke udara

a* Kuglica ¢e udariti u vertikalni zid brzinom v, pod uglom &, koji ¢ini tangenta povucena na njenu

putanju sa normalom udara, a odbi¢e se pod uglom f. Obe su putanje parabole pa mozemo smatarti da je

parabola povratne putanje parabola kosog hica pocetne brzine v, 1 elevacionog ugla S . Konacne jednaCine
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. p v, sina — gt a
Tangens ugla @ je: tg6 = 1 _ LSl tga — 2g—2 .
X V, COS & Vv, cos” &
Koeficijent sudara je:
- |v2 cos ﬂ|
|v1 Ccos 6?|

pa sledi odnos pocetnih brzina i elevacionih uglova kosog hica pre udara i posle udara :
v, cos f = —kv, cos@ = —kv,cosc .

Jednacina putanje kosog hica posle udara je:
2

&4
2 2 :
2v; cos” B

1z uslova zadatka da kuglica posle odbijanja prode kroz svoj pocetni poloZaj O(a,—b) sledi sistem jednacina:

V=X 1B -

2

ga
_b:a.t -
&b 2v; cos” B
2
ga
b=a-tgoa ——=>———,
& 2v; cos’ a

sabiranjem ovih jednacina sledi veza:

tga+tgﬂ:&( ! + ! J

2 (vicos’a v;cos’ B
Kako za kosi udar kugle o vertikalni zid vazi odnos: k = % pa sledi relacija:
g
gl ga 1 1

tgo +—=—="— +

& k2 [vé cos’a  k’v}cos’a
i kako je :

1g0 =t1ga —— ga2

Vv, COS” &

sledi trazena vrednost:
2

kvy .
=% _¢in(2a).
a 0 )sm( a)

b* ReSenje drugog dela zadatka nosi do 5 poena, ako se podnese u elektronskom obliku sa
odgovarajuc¢im crtezom..
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