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XII veZba

Dinamika krutih tela

- Dinamicki pritisci na leziSta vratila rotora
- Giroskopski efekat
- Lagrange-ove jednacine druge vrste u primeni na sisteme sa vise stepeni slobode kretanja

Zadatak 1. Materijalna homogena plo¢ica OABCDO, mase m , dimenzija datih na slici 1 obrce se oko ose OC
konstantnom ugaonom brzine @ . Odrediti odnos b/a i c¢/atako daleZidta O i C ne trpe dinamicke pritiske.
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Slika 1.
Resenje:

Da bi sistem bio dinamicki uravnotzezen i da leziSta ne bi trpila dinamicke pritiske sila unercije i
momenata sila onercije usled obrtanja sa jedne 1 sa druge (leve i desne) strane vratila oko koga se plocica obrce
moraju da budu jednake. Zato sada sracunajmo prvo sile inercije i momente sila inercije za osu rotacije masa
delova sistema sa jedne i sa druge (leve i desne) od ose i izjedna¢imo ih i dobi¢emo trazeni odnos
geometrijskih parametara plocCice.

v e D = . . . b : :
Jednacina linije, na kojoj je duz OA4 u koordinatnom sistemu xyz je y, =—x, pa su direktnin
a
integraljenjem dobijeni izrazi za sile inercije i momenta sila inercije za osu rotacije sa desne strane OC ose:
al b 1
I, =0’ p _[ Idy xdx | =@’ p” —ba’
ol 6
N
af b

_ 2 I PP
Iy =0 p jjydy xdx =0 p gba

0\

Jednacina linije, na kojoj je duz OD u koordinatnom sistemu xyz je vy, = 2—ax, a linije, na kojoj je duz DC
c

) 3a . . . . . o o o .
je y; = —2—x +3a, pa direktnim integraljenjem dobijamo izraze za sile inercije i momente sila inercijeza deo
c

plocice sa leve strane OC ose rotacije:
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1z uslova da:

[Fl = IF2
[wn = [mz
slede traZzene vrednosti: b=2a c= \/5\/5 a.

Drugi nacin: Do istog rezultata mozemo doc¢i i1 koriste¢i se devijacionim komponentana vektora
momenata masa za pol u nepokretnom leziStu i osu rotacije. Na predavanju smo izveli sledeCe izraze za
nepoznate otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva lezista
(dve skleronomne veze):

F, =-G-(F.ii)i

ﬁAN = ‘géﬁ)

>=ﬁ+i[ﬁ,[[fpfl il il clal- [l
l il l i

a kako nema drugih aktlvmh sila sem s1la tezine, a teziSte tela je na osi rotacuihe, to se prethodni vektorski
izrazi za kineticke otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva
lezista (dve skleronomne veze) svodi na devijacioni spreg:

o Fy =[S -ri\e.égm
B

i, -l@g‘

—

3 i\@

g:iﬁym
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gde su:
* Vektor momenta mase prvog reda za plocicu treba da je jednak nuli, odnosno da se srediSte sistema
nalazi na osi rotacije. To sledi iz uslova da je:

S = 1] Yam = 7.7 ] -0

a njegov rotator:
R, =0’ =’
Drugim recima vector ¥, treba da je kolinearan sa osom rotacije. x, =01i z. =0.
* Devijacioni deo @g’ )vektora momenta inercije mase za pol u nepokretnom lezistu I osu rotacije treba
da je jednak nuli.
50|y
Vektor rotator je:
R = i + 0" =RR,,

te je u nasem slucaJu

=|Dyy.f + Do, k| = 0

Oyz

R=0i= o’
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Ova dva uslova kazu da ako plo¢ica nema devijaciona svojstva, ona pri rotaciji oko nepokretne ose
konstantnom ugaonom brzinom nece stvarati kineti¢ke pritiske na lezista vratila.
Zato je potrebno odreditli centrifugalne momente masa posmatrane plocice i izjednaliti ih sa nulom. Ima
Joe =Jeype T XYM =J e =0

Oyx Cy'x'

Jor. = +2cYeM = J oy =0

Oyz
Za ovako izabrani koordinatni sistem u odnosu na ploCicu centrifugalni momen mase ploCice J,.

identicki je jednak nuli, pa sa plocica nema devijaciona svojstva potrebno je da je centrifugalni moment mase
J ¢, Jednak nuli.

Da se nebi javljali kineticki pritisci na leziSta rotora potrebno je da plo€ica nema devijaciona svojstva u
odnosu na osu rotacije, odnosno, ako je osa rotacije postavljena tako da je u pravcu glavne ose momenata
inercije masa, onda pri rotaciji ne ozaziva kineticke pritiske na lezista vratila oko koga rotira.

mx, =”xdm =p” T idy - xdx |— p” J. Idy - xdx :,o”lbaz—p”lac2 =0
A 0\ »n 0\ » 6 2

oy = ”xydm =p" T _[iydy -xdx |- p* j Tydy xdx | = ,o’%bza2 —p”%azc2 =0
4 0\ 0\ »n

ReSavanjem prethodnog sistema jednacina dobijamo trazene geometrijske parametre za koje plocica nema
devijaciona svojstva, a to su:

3 .

Tada je plocCica uravnotezena i rotira oko svoje glavne ose momenata inercije masa za pol u nepokretnom
lezostu.

b=2a

Zadatak 2. Materijalni sistem prikazan na s/ici 2 sastoji se od homogenog Stapa OA4, duzine 2R, mase
3m 1 obru¢a B, mase m, polupre¢nika R, koji su zglobno vezani u tacki 4. Sistem se nalazi u vertikalnoj
ravni. Uzimajuéi za generalisane koordinate uglove otklona elemenata sistema od vertikale ¢ 1 @, napisati

diferencijalne jednacine kretanja sistema.

Slika 2
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Resenje:

Materijalni sistem na slici ima dva stepena slobode kretanja i za generalisane koordinate po preporuci iz
teksta zadatka biramo uglove otklona elemenata sistema od vertikale ¢ 1 @,

Aksijalni moment inercije mase Stapa za osu kroz tacku u vrhu Stapa O je: J, = §3m(2R)2 =4mR*, a

aksijalni moment inercije mase obruca za osu kroz ta¢ku B je: J, = mR”’.
Kako obru¢ vrsi sloZeno kretanje prenosno brzinom tacke A i relativno obrtanje oko tatke 4 ugaonom
brzinom 6, to je brzina centra mase obru¢a po kosinusnoj teoremi:
v; = (2R > + R?0> +2-2R- R -G cos(0 - ),
odnosno
Vi =4R*@” + R*6” + 4R*0g cos(0 — @)
Kineticka energija sistema izraZzena preko generalisanih koordinata ¢ 1 4 je:
E = (%Jogsz + (%mv; +%J36’2j,
odnosno:
E, =4mR’¢* + mR*6” + 2mR*0¢p cos(6 — ).
Elementarni rad spoljasnjih sila teZine na elementarnim pomeranjima duz generalisanih kordinata do 1 d@ je:
dA =-3mgRsin@p-dp—mg2Rsinp-dp—mgRsinf-dé,
odnosno:
dA=-5mgRsinp-dp—mgRsin@-do.
odakle odredjujemo generalisane sile koje odgovaraju generalisanim koordinatama ¢ 1 6:
Q, =-5mgRsing
Q, =—-mgRsinf.
Lagrange-ove jednacine druge vrste za generalisane koordinate ¢ 1 6 su:

0 0
£(5) 50

dt\ 09 | op
i[aijaiQ
dt\ 60 ) o0 ~°

unoSenjem kineticke energije u te jednacine dobijamo sistem od dve nelinearne diferencijalne jednacine:

8¢ + 26 cos(0 — @) - 207 sin(6 — p) = —S%Sin 7

24 cos(0 — )+ 20 +2¢° sin(0 — p) = —% sin 6

ove jednacine su traZzene diferencijalne jednacine kretanja sloZenog sistema klatna. sistema.

Zadatak 3. Homogeni disk A, mase 2m, poluprec¢nika R, kotrlja se bez klizanja po nepokretnoj
cilindri¢noj povrsi poluprecnika 3R . Za srediSte diska zglobno je vezan homogeni Stap AB, mase 3m, duZine
4R, kao $to je to prikazano na slici 3. Uzimajuéi za generalisane koordinate ¢ i y ugaonih otklona pravca OA4

iStapa AB od vertikale, napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema.
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Slika 3.

Resenje:
Materijalni sistem na slici ima dva stepena slobode kretanja i za generalisane koordinate po preporuci iz
teksta zadatka biramo uglove otklona elemenata sistema od vertikale ¢ 1 w ugaonih otklona pravca O4 1

Stapa AB od vertikale,
Disk A wvrsi ravansko kretanje obréuci se oko trenutnog pola u tacki dodira sa cilindri¢cnom podlogom

ugaonom brzinom ®,,, tako da je brzina njegovog centra mase v, = Rw,,, sa druge strane brzina tacke A4 koja
se istovremeno obr¢e oko tacke O ugaonom brzinom ¢ ima brzinu v, =2R¢ odakle dobijamo vezu izmedu

generalisane brzine ¢ 1 ugaone brzine ,, trenutne rotacije diska @, =2¢. Aksijalni moment inercije mase

diska za osu upravnu na ravan diska kroz tacku A - centar diska, je:
1

J, = 52m(R)2 =mR’
Aksijalni moment inercije mase Stapa za osu oko koje Stap rotira ugaonom brzinom y kroz tacku T, teZiSte
Stapa je:

J, = %3;71(413)2 = 4mR”.

Kako Stap vrsi slozeno kretanje prenosno brzinom centra mase diska i relativno obrtanje oko tacke A4
ugaonom brzinom ¥/, to je brzina centra mase Stapa po kosinusnoj teoremi:
vi=v, +Q2RYy?+2-v, 2Ry cos(y — ),
odnosno:
V2 =4R*@” + 4Ry + 8R g cos(y — @)
Kinetic¢ka energija sistema izraZena preko generalisanih koordinata je:
E = G 2mv,’ + %JA (2¢>)2j + vaﬁ + %JTWJ :
odnosno
E, =12mR*@* + 8mR*yr* +12mR*yrp cos(y — @).
Elementarni rad spoljaSnjih sila tezine elementarnim pomeranjima generalisanih kordinata do 1 dy je:
dA=-2mg-2Rsinp-dp—3mg-2Rsinp-dp—3mg -2Rsiny -dy
odnosno:
dA =—-10mgRsinp-dp—6mg - Rsiny -dy
odakle odredjujemo generalisane sile koje odgovaraju feneralisanim koordinatama ¢ i y :
0, =—10mgRsin ¢ Q, =—6bmg-Rsiny

Lagrange-ove jednacine druge vrste za generalisane koordinate ¢ 1  su:

Masinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Predmetni asistent: Julijana Simonovié¢



Mehanika Il — Dinamika XII vezba

i[aEkJ_aEk _o,

Str. 6 od 5

dt\ o | op
d (0 | _OE, _
dt\ oy | oy ="

1 pomoc¢u nih 1 izraza za kineticku energiju i1 generalisane sile sastavljamo slede¢i sistem diferencijalnih
jednacina kretanja po generalisanim koordinatama:

249 +12y COS(!// —(/))—121ﬂ2 sin(t// —(p): —10%8iﬂ¢

12¢c0s(w —(o)+16y7 +12¢° sin(z// —(p): —6%Sinl//

ove jednacine su trazene diferencijalne jednacine kretanja sistema.

Zadatak 4. Kruzna ploca, mase m, poluprecnika » , na sredini vratila AB duzine [/, obrce se
konstantnom ugaonom brzinom @ oko ose 4B, slika 4. Normala ploce sa osom 4B gradi ugao « . Odrediti
pritiske u leziStima 4 1 B.

Slika 4.

Resenje:
Postosu x. =y.=0 z=40=a, OB=b a=b=1/2, & =0.Kako su jednadine stati¢ke ravnoteze

ZX:zZ:O,i ZYz—mg,
M =-mga, M, =M_=0

to jednacine otpora u leziStima 4 1 B koji sadrze i staticke 1 kineticke komponente pritiska na lezista vratila
iznose izrazene za nepokretni koordinatni sistem Axyz postaju:

2 2
XA:a)Tsz’ YA :mg(1+%j+a)7Jyz’ ZA =0

2 2
() a

XB:—TJ YB=—mg———J

xz 2 l Z vz
Iz formula transformacija koordinata
y=¢&cosa+sina, z=Esina — ¢ cosa
posto su O 1 On glavne ose momenata inercije mase diska, dobijamo da je:
. 2 2 .
J,. = Iyzdm = smacosaj'(g‘ -4 )dm = smacosa(Jnf —Jng)
Vv Vv
S obzirom na vezu izmedu polarnih (pod polarnim momentmom inercije mase m, za ravan podrazumeva

se proizvod mase i kvadrata rastojanja mase od te ravni) 1 aksijalnih (pod aksijalnim momentmom inercije
mase m, za osu podrazumeva se proizvod mase 1 kvadrata rastojanja mase od te ose) momenata inercije tj., da
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je aksijalni moment inercije jednak zbiru polarnih momenata za dve ortogonalne ravni koje se seku duz te ose
dobijamo da je:
1 .
J,. :E(J; —J§>s1n2a, J.=0

Dobijamo otpore oslonaca:

2 _2
YA:mg(l+%j+mr D sin2a
2 2
a mr-w
Y, =—-mg—— sin2a ,
P T Ty
1,

jerje J, =2J, zzmr .

Drugi nacin: Do istog rezultata mozemo doc¢i i1 koristeci se devijacionim komponentama vektora
momenata masa za pol u nepokretnom leziStu i osu rotacije. Na predavanju smo izveli sledeCe izraze za
nepoznate otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva lezista
(dve skleronomne veze):

F, =-G-(F,i)i

ﬁAN = ‘géﬁ)

=1z
R, -— 3
Ty

s ol el Ll clal- i

a1 Al o .l

a kako nema drugih aktivnih sila sem sila tezine to se prethodni vektorski izrazi za otpore veza koje dejstvuju na
materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva lezista (dve skleronomne veze):

o F =[S, -rl\égﬂzﬁ
B

L] =
Fy=—[3)
rB

N

g:i@?
Na predavanju snmo izveli i jednacinu rotacije:
Tl =M,
gde je ¢ =w, odnosno ¢ ugaona (generalisana koordinata) rotacije tela oko ose orjentisane jedinicnim

vektorom 1, J. (0’;) aksijalni moment inercije mase tela koje se obrée oko ose vratila i za osu rotacije, dok je I,
moment aktivnih sila za osu rotacije. .

gde su:
* Vektor momenta mase prvog reda S’g‘ )za cenri¢no, iako koso. nasadjen disk je jednak nuli, jer je
njegov centar na osi rotacije(centralna osa):

S5 ={[[l7.7lm = |7 Jn =0
Vv
a njegov rotator:
N =0'i=0"
* Devijacioni deo é((f ) vektora momenta inercije mase, koso nasadjenog diska, za pol u nepokretnom
leziStu 1 osu rotacije za koji je potrebno odreditli centrifugalne momente masa ekscentri¢nog diska:

JOZX :chrxr +xCZCM JOZX :O
1 :
Joow = ey T2V M J oz ZE(Jg —Jf)sm2a
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1

‘@g’) =Jo, = E(J4 —J. )sin 2a

:‘JO

zy

[0

= ‘Dozx; + DOzyj
Vektor rotator je:
R = i + 0’0 = RN,

te je u naSem slucaju:
R=ci +0°]

Pa sledi da su kinetiki pritisci centri¢no, ali koso nasadjenog diska :

= 1 -~ (7i 1
Fu =-—‘®(0)
s

N = _g{(,lg —Jg)sin2a}(a)l?+a)2])

F=L
rB

@gﬂ N = %{(Jg —Jg)sinZa}(a)l? + a)zj)

Kako nam je potrebna sila F,u osloncu B to je dovoljno odrediti sledece:

* Devijacioni deo vektora é(j), a kako smo u prethodnom odreditli centrifugalne momente masa

1

plocice i videli da su dva jednaka nuli, a tre¢i J b = Z ma- | to je:

[
=J,=—ma

= ‘DAyz 4

=

3

Vektor rotator je:
N =i + 0" Ww=RR,,

te je u nasem slucaju:

Pa sledi da je:
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