Mehanika Il — Dinamika XI vezba

Str. 1 od 14
XI vezba

Dinamika krutih tela

- Primena principa rada, Lagrange-ovg principa, principa virtualnih pomeranja, D’ Alamber-ov princip.
- Vektori momenata masa za pol i osu i momenti inercije mase tela

- Teoreme o promeni kineti¢ke energije sistema

- Dinamicki pritisci na leziSta rotora

Zadatak 1. Na prizmi mase 2m , koja moze da se krece po horizontalnoj glatkoj ravni, nalazi se disk B,
polupre¢nika i masem vezan za prizmu osovinom B. Preko diska B prebaceno je nerastegljivo uze,
zanemarljive tezine, koje je jednim krajem vezano za teret 4, masem , a drugim krajem je obmotano na kotur
C, poluprec¢nika 1 masem . Kotur se kotrlja bez klizanja a teret A4 klizi po prizmi.

Zanemujuci trenje izmedu prizme 1 podloge, izmedu tereta A i prizme, kao 1 otpor obrtanju u lezistu B i otpor
protiv kotrljanja kotura po prizmi, napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema u vertikalnoj ravni pod
dejstvom tezina tereta.

Slika 8a. Slika 8a.

Resenje:

Polozaj materijalnog sistema odreden je najmanje dvema koordinatama, te ima dva stepena slobode
kretanja 1 za generalisane koordinate izaberemo koordinate x i y, pri ¢emu je poloZaj prizme odredjen

koordinatom x, dok za drugu generalisanu koordinatu y izaberemo udaljenje tacke C, centra diska od tacke
B na prizmi.
Prvo, odredimo ozraz za kineticku energiju pomoc¢u generalisanih brzina x 1 y:
Ey=Ep\+E,+Egz+E;
Kineti¢ka eknergija prizme koja se krece translatorno brzinom X je:

Slika 8c.
E,= Ezmxz =mx’.

Brzina tereta A koji se krece translatorno brzinom v,, koja se dobija slaganjem brzina translacija

preniosne brzine brzibe suporta (prizme) x i relativne brzine kretanja po prizmi 2) , je na osnovu kosinusne
teoreme, slika 8c:
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vi=x2+(2y) —dxycos(r —a)= %" +4)” + 4ipcosa ,
pa je kineticka energija tereta 4 :

1 . . ..
E,, :Emvf1 :%(xz +4y° +4xycosa)

Ovde smo uocili da je zbog nerastegljivosti uzeta relativna brzina tacke , u odnosu na prizmu, jednaka
relativnoj brzini tatke D na koturu koja je, opet, zbog kotrljanja bez klizanja kotura po prizmi, jednaka

Vp, =2).

Disk B vrsi ravno kretanje, te je brzina njegovog srediSta B jednaka x, a ugaona brzina @, obrtanja
diska se dobija iz uslova da nema proklizavanja izmedu diska i uZeta,

2
a)B :_y’
r
pa je kineticka energija:
1 43% 1
E,=—mi’+=J,0, —mez +——mr’ ); ZEm(x2+j/2),
r

. 1 1 . . . . y
gde je J, = Emr2 aksijalni moment inercije mase diska za osu upravnu na ravan diska kroz tacku B centra

diska.
Kotur C vrsi ravno kretanje. Brzina sredista se dobija slaganjem prenosne i relativne brzine tacke C,

v = x>+ = 2ipcos(m —a)= 3> + 37 + 2y cosa,

a ugaona brzina kotura iz uslova da je P trenutni pol brzine obrtanja je o, = Y ,paje:
r

I 5, 1 S N PR . 11,9 1 2 2 ..
E . =—mv.+—J.o.=—m\x"+y +2xpcosa)+——mr —=—m\2x" +3y° +4xycosca/,
ke T MeT 5 Je@e = ( Y Y ) ) 2 ( Yy Y )

gde je J. =—mr” aksijalni moment inercije mase kotura za osu upravnu na ravan kotura kroz ta¢ku C centra

kotura. Sada je:
E, =%m(1ox2 +155% +12ijcosa ).

Kako se na sistem moze primeniti teorema u promeni kineticke energije koju mozemo napisati u
diferencijalnom obliku:

dE, =dA,
gde je dA ukupni elementarni rad spoljasnjih sila na elementarnom pomeranju sistema.

Kako je

dE, = %m(mxdx +15)dy + 6 ydx cos a + 63dy cos ) = m(5dx + 3dy cos a )i + %m(Ide +6dicosa)y,

a rad sila na elementarnim pomeranjima sistema, koje podrazumeva prirastaje izabranih generalisanig
koordinata dxi dy , je:

dA :(mg,d§A)+(m§,d§C):—mgsina-Zdy+mgsina-dy:—mgsina-dy

Radovi sile tezine prizme 2mg 1 sile tezine diska mg jednaki su nuli poSto su pomeranja napadnih

tataka ovih sila upravna na vektore sila, takode je i rad unutrasnjih sila N jednak nuli.
Sada imamo:

m(de + 3dy cos a))'c + %m(l 5dy + 6dx cos a)j/ =-mgsina -dy
posle sredjivanja prethodnog izraza imaju¢i u vidu da je:

xdx = @dfc = dxﬁ = Xdx
dt dt
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dobijamo::

(55c'+3j}cosa)dx+%(15j}+6jc'cosa)dy =—gsina-dy

Da bi ova jednacina bila zadovoljena u svakom trenutku tj. za svaku vrednost generalisanih brzina x i
¥, i diferencijalnih pomeranja moraju koeficijannti uz dx i dy sa leve i desne strane znaka jednakosti biti
jednaki iz kog uslova sledi:

15y +6Xcosa =—-2gsina

Sx+3ycosa=0
Ovo su trazene diferencijalne jednacine kretanja. Ubrzanja su:

P 3gsin2a ... l0gsina

75-18cos’ a 75-18cos’ a

Odakle se vidi da su ubrzanja konstantna.

Zadatak 2. Na prizmi mase 2m , koja moze da se krece po horizontalnoj glatkoj ravni, nalazi se disk B,
polupre¢nika i masem vezan za prizmu osovinom B. Preko diska B prebaceno je nerastegljivo uze,
zanemarljive tezine, koje je jednim krajem vezano za teret 4, masem , a drugim krajem je obmotano na kotur
C, poluprec¢nika 1 masem . Kotur se kotrlja bez klizanja a teret A4 klizi po prizmi.

Zanemujucéi trenje izmedu prizme i podloge, kao i otpor obrtanju u lezis§tu B, ali uzimajuci trenje
izmedu tereta A1 prizme, kao i otpor protiv kotrljanja kotura po prizmi, napisati diferencijalne jednacine
kretanja sistema u vertikalnoj ravni pod dejstvom tezina tereta.

U tom slucaju pretpostaviti da izmedu tereta A1 prizme postoji trenje pri cemu je koeficijen trenja u a

krak otpora kotrljanju je &. Odrediti takode 1 sile u uzadima 1 silu u leziStu B . Koristiti relacije principa
dinamicke ravnoteze.

S
Slika 9a.

Resenje:

Materijalni sismtem koji je predmet ovog zadatka je slican kao i sistem iz prethodnog zadatka, tako da
se analiza sila tamo izvrdena moze koristiti 1 u rezavanju ovog zadatka istim metodama, pri ¢emu moraju da se
uzmu efekti sila trenja usled neidealnosti veza , za razliku od veza iumedju prizme i kotura i prizme i tereta koji
su bili idealne veze bez trenja.

Polozaj materijalnog sistema, i u ovako postavljenom zadatku sa sistemomom sa neidealnim vezama i sa
trenjem, je odreden sa najmanje dvema koordinatama, te sistem ima dva stepena slobode kretanja i za
generalisane koordinate izaberemo koordinate x 1 y, pri ¢emu je poloZaj prizme odredjen koordinatom x, dok

za drugu generalisanu koordinatu y izaberemo udaljenje tacke C, centra diska od tacke B na prizmi.
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Na slici 9a prikazane su sve sile inercije i spoljasnje aktivne sile koje dejstvuju na ovaj mehanicki
sistem. Primetimo da su sile inercije suprotnih smerova od ubrzanja, koja se smatraju pozitivnim. Na osnovu
vektorske relacije principa dinamicke ravnoteze (,,Ravnoteza“ projekcija svih sila u pravcu ose x daje nam
jednacinu) i njene projekcije na pravac x dobijamo:

Iy +1y+1.,+1+1,,cosa+l, .cosa=0
gde su:

Iy, =-mx, [ ,=-mx, 1, =-mix, I, =-2mx, [, =-m2y 1 I,,=-my.
Ovde je 1 iskoriS¢ena veza izmedu ubrzanja taCaka 4 1 C u odnosu na prizmu, koja se dobija diferenciranjem
kinematicke jednacine koja povezuje brzine y, i y.:

yA = 2j}c = 2y
odnosno
i, =25

Zamenom navedenih sila inercije u jednacinu dinamicke ravnoteze projekcija sila u x pravcu dobija se
sledec¢a diferenciojalna jednacina:

5x¥+3ycosa=0

Posto u ovoj jednacini imamo dve nepoznate potrebno je napisati jo§ jednu jednacinu. Rastavimo sistem
na podsisteme i vodimo ra¢una o svim silama i momentima koji dejstvuju na pojedine podsisteme, pocevsi sa
spoljasnjim silama, preko unutrasnjih do sila inercije, koje dejstvuju na pojedina tela sistema, slika 9b.

Poszo se zadatkom trazi da se koristite relacije principa dinamicke ravnoteze., to koristimo D’ Alamber-
ov princip ,,ravnoteze* sila koje dejstvuju na teret 4ima oblik i nma osnovu toga piSemo slede¢u vektorsku
jednacinu:

Ly+1,+8 +mg+N,+F, =0
koja projektovanjem na ose y 1 n daje dve skalarne jednacine oblika:

mgsina -8, +F, +1,,+1,,cosa=0

N,—mgcosa+1,,sina=0

S

I, .
/ mg \ Ny
F#A

Slika 9b. Slika 9c.

y

Slika 9d.

Iz druge od prethodnih jednac¢ina dobijamo:

N, =mgcosa —mxsina
a posto je:

F,=uN,= um(gcosa —)'c'sina)
iz prve jednacine gornjeg sistema dobijamo:

mg(sin & — pcos )~ S, +m(cos a — psin @ )i + 2my = 0

Postavljanjem momentne jednacine za osu obrtanja dobija se:

Sr—S,r+M, =0

Disk B vrsi ravno kretanje, pri ¢emu srediSte B ima ubrzanje X, dok je ugaona brzina ravnog kretanja
_2y
o
(koja podrazumeva da nema proklizavanja izmedu uzeta i diska). Kako je moment sila inercije za centar masa
diska)

Wp
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) 1 2y .
M, =J,0, ZEer—yzmry,
r

to mozemo da napiSemo:

S,r =S,y + M, =0 odnosno

S, =8,+my=0

Na slici 9c prikazani su smerovi ugaonog ubrzanja @, i momenta M, sila inercije za momentnu tacku
u centru masa. Postavljanje jednacina ravnoteZze sila ostavljeno je za kasnije posto za sada treba postaviti samo
one jednacine iz kojih se mogu odrediti ¥i .

Posmatrajmo sada kotur C koji vr$i ravno kretanje. Na s/ici 9d prikazani su smerovi ugaonog ubrzanja
@®. 1 momenta sila inercije M,. za momentnu tacku u sredistu diska, kao i ostale sile koje na kotur dejstvuju.
Primetimo da je usled postojanja otpora protiv kotrljanja normalna reakcija N, pomerena za krak ¢, kojim se
uzima u obzir efekat klizanja pri kotrljanju kotura po strmoj ravni, u smeru kotrljana. Jednacine dinamicke
ravnoteze kotura koji se kotrlja su:

N, —-mgcosa+1. sina=0

mgsina—S, —F,.—1,.—1y.cosa=0

S;r—=F,r+WM,.+N.e=0
1z prve jednacine dinamicke ravnoteZze sledi:

N, =mgcosa + mxsina
Kako je

gde je

(iz kinematicke jednaCine y =r@,. koja podrazumeva da nema klizavanja izmedu kotura 1 prizme, koja

diferenciranjem daje @, ), to iz poslednje jednacine sistema sledi:
S, —F. +%mj} +(mgcosa + m)'c'sina); =0
druga jednacina se moZe napisati u obliku:
—F,.—S,—my—micosa+mgsina =0
Sada prekti¢no treba da reSimo sistem od pet jednacina sa pet nepozantih ¥, ¥, S;, S, i F,. oblika:
5x¥+3ycosa=0
mg(sin a — pcosa)— S, +m(cos a — usin @ )i + 2my = 0
S-S, +my=0
S,—-F, +%mj) + (mgcoscx + m)'c'sina)é =0
- F.—-8,-my—mxcosa+mgsina =0.

Iz prethodnog sistema diferencijalnih jednacina odredjujemo izraze za ubrzanja prizme i centra kotira:

6g[(8+2yjcosa + sin a} cosa 10g{(8+ 2yjcosa +sin a}
r . r

X= 1 y=-
75—6{(8—2,ujsina+3cosa}cosa 75—6[(8—2ujsina+3cosa}cosa

r r
Iz prethodnih izraza za ubrzanja, zanemarujuci uticaj klizanja (6‘ = 0) pri kotrljanju sa klizanjem kotura
po strmoj ravni im otpor trenja (,u = 0) pri klizanju tereta po strmoj ravni dobi¢em izraze koje smo drugim
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metodama dobili za dinamiku materijalniog sistema sa idealnim vezama, koji je bio tredmet prethodnog
zadataka 1 dobiti iste izraze kao 1 u prethodnom zadatku.
Ostale nepoznate unutrasnje sile u uzadima koje se javljaju u sistemu su:

g - (55—12cos2 a)mgsina _ (40—12c0s2a)mgsina
: 75-18cos’ & 75-18cos’ «
za (6=0)i (u=0).
Moze se primetiti da je sila kotrljanja F,. smatrana nepoznatom silom. Potrebno je to ovde i posebno

g _(45—12cos2 a)mgsina ;
o 75-18cos’ &

FkC

podvuci jer se pri reSavanju zadataka tu vrlo Cesto prave greske. Naime, sila kotrljanja kotura po strmoj ravni se

javlja kao sila izmedu kotura C1i prizme mora postojati da bi se moglo ostvariti kotrljanje po prizmi. Sila

kotrljanja F,. ne sme se, pri kotrljanu bez klizanja, dovoditi u vezu sa koeficijentom trenja . izmedu tela, tj.
ch # UeNe

1 uvek je F,. <u.N.. Medutim, ako sila trenja dostigne najvecu mogucu vrednost F,. = 4N onda nastaj

eproklizavanje pri kotrljanju (dodirna tacka izmedu kotura i prizme nije trenutni pol). Sila trenja zavisi, $to
pokazuje rezultat) od veliCina mgi a . Moze se odrediti minimalni koeficijent trenja da pri datim uslovima

(date sile koje dejstvuju na sistem) ne dode do proklizavanja. IzraCunajmo u ovom primeru g . = 4, u slucaju
kad se zanemare otpor kotrljanja i trenje izmedu tereta 41 prizme. Iz jednacine N, =mgcosa +misina se
dobija N,
(8 1-24cos’ a)mg cosa
N = é
75—-18cos” &
a iz uslova Fﬂc = u,N. , sledi
_ 40-120cos’ ,
* 81-24cos’a
Ako je u. > y, kotrljanje je bez klizanja.

lquin = zu

Iz gornje analize u vezi sile kotrljanja i sile trenja izmedu tela pri njthovom medusobnom relativnom
kotrljanju bez klizanja (bez proklizavanja), sila kotrljanja na dodirnoj povrsi je manja od grani¢ne (maksimalne)
sile trenja koja iznosi 4N i pri reSavanju zadataka silu trenja F, treba smatrati nepoznatom silom. Naravno, ako
se to traZi, mogu se iz jednacine F, = 4N odrediti grani¢ne vrednosti od kojih sile F, i N zavise, ukljucujuéi i
koeficijent trenja klizanja x ,pa da do proklizavanja ne dode.

Sile u lezistu B odreduju se iz uslova ravnoteze sila koje dejstvuju na disk B, ukljucujuéi i inercione
sile:

Xy—1,;—S cosa+S,cosa=0

Y, - S, sina—-S§,sina—mg=0
kako je I, = mi. To za sluéaj (¢ =0) i (u =0) imamo otpore lezista B :

_175- 6(3 +4sin’ a)mg cos’ &
- 75-18cos’ & .

X, :(10—6cosa)m;gsma iy,
75—-18cos” a
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Zadatak 3. Homogena jednakokraka pravouglotrougaona tanka plo¢ica, mase m, katete a, obrée se. pod
dejstvom sprega konstantnog untenziteta M, oko vertikalne ose z, za koju je spojena jednom katetom. LeZiSta

nepokretno (sferno) 4 i pokretno (cilindri¢no) B su na rastojanju /. Ako je maksimalna sila koju leziste B
mozZe preneti S, odrediti koliko vremena od pokretanja iz mirovanja moze dejstvovati moment 9, , pa da sila

u leziStu B ne prede polovinu maksimalne sile S,,. Odrediti i silu u leziStu 4.

B Yst Ydin
X3 ?L B, s
de
%T> ;
4
A
1
! 4
1
2
=
3
[
¢--X 1/] y y
" /// Ysl Yd[n
XA[ A A
Slika 3.
Resenje:

Zadatak mozemo resavati na dva nacina. Jedan je koriste¢i klasi¢an pristup, pomocu principa dinamicke
tavnoteZze, za taj pristup je potrebno odrediti aktivne sile i sile inercije 1 naznaciti sile otpora oslonaca i pstaviti
pest uslova ravnoteze prostornog sistema sila, ili uslov da je glavni vektor svih sila jednak nuli i zbir momenata
svih sila da je jednak nuli. Projektovanjem tih dveju vektorskih jednacina dobijamo Sest skalarnih iz kojih je
lako odrediti jednac¢inu obrtanja plo¢ice oko ose i per komponenata otpora veza (lezista) plocice.

Staticke komponente reakcije lezisSta 4 1 B, izrazene u pokretnom koordinatnom sistemu x, y, z koji se

obrée zajedno sa telom, dobijaju se iz jednacina ravnoteze sistema sila koje dejstvuju na plocicu koja miruje. Na
osnovu toga pisemo:

K K =
2 =0 Z[rk’Fk]=0
k=1 k=1

iz koji sledi Sest skalarnih jednacina:

K
DX, =0  X{+X;=0
k=1
Y, =0 Yy +Y) =0
K
>Z,=0 Z|-mg=0

MM, =0 —Y;%—mg% =0

k=1

=~

M, =0 Xji=0
k=1

K
dM,, =0
k=1
, odakle sledi:
, . mga mga ,
st st st st st __
Xp=X;=0,Y = YV 4 = Mg
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Da bi odredili dinamicke reakcije odredimo prvo ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje ploce. Za to
koristimo teoremu o promeni momenta impulsa kretanja za rotaciju materijalne plocice oko ose, koja daje
relaciju da je izvod momenta koli¢ine kretanja (izvod zamaha) za osu rotacije po vremenu jednak momentu sila
koje dejstvuju na plocicu, za osu rotacije:

dL,.

dt Az

te na osnovu te teoreme i toga da je tekstom zadatka zadato, da se ploCica obrée pod dejstvom sprega
konstantnog intenziteta M, moZemo da napiSemo jednacinu rotacije:

J.o=M¢M,
gde je J_ aksijalni moment inercije mase ploc€ice za osu z rotacije plocice. Aksijalni moment inercije ,ase tela
za neku osu je zbir elementarnih aksijalnih momenata inercije mase dJ, =dJ. = y’dm = py’d4 (proizvod

kvadrata rastojanja y” elementarne mase od ose i te mase dm ). Sada taj zbir elementarnih aksijalnih momenata
inercije masa odredimo direktno integraljenjem po celoj zapremini plocice, prelazeci na integral po povrSini:

J, = IdJZ = jyzdm = p”ysz = pjdzjyzdy = pj%fdz
M M A o 0 0

| B
J, =— =—ma",
12 e 6
gde je p :%:207’:1, pri ¢emu smo zanemarili debljinu ploce i1 zato se cela masa ploc¢e nalazi u yz pokretnoj

ravni.
Lako je sada odrediti ugaono ubrzanje ortanja plocice oko ose:
. M, oM,
W=——"=—— =Const,
J, ma
dok je ugaona brzina njenog obrtanja:
oM, oM,
O=—"L1+0,=—01
ma ma

jerjezat=0, o=, =0. Da bi odredili dinamicke reakcije (kineti¢ke komponente otpora oslonaca) potrebno

je da odredimo i centrifugalne momente masa J

Xz

Jy 1 J »= - Odmah se vidi, da posto je yz ravan u kojoj lezi
ploCica zanemarljive debljine, te je x ~ 0, a 0sa xna nju upravnadaje J_ =0,kaoi J =0 (to sledi iz uslova
da je masa u ravni yz, tj. x=0 za sve tacke). IzraGunajmo J ,- direktnim integraljenjem- sabiranjem

centrifugalnih :,omenata elementarnih masa dJ . = yzdm = pyzdA:

J, = ,o”ysz = pjfzdzj.ydy = %pf?dz = %maz_
A o 0 0

Na osnovu vektorekih relacija principa dinamicke ravnoteze mozemo da napisemo:
K K

YA=0  Y[rFAl-0

k=1 k=1

pri cemu smo sada uzeli u obzir samo sile inercije 1 iz koji sledi Sest skalarnih jednacina:

K
_ din din _
> X, =0 XXy, =0
k=1
K
_ din din _
DY, =0 Y sy 41, =0
k=1
K
_ din __
>Z,=0 Z{" =0
k=1
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K .
ZMAxk:O _Y;M.K_MAxin:O
k=1
K
dM,, =0 X4"-M,,, =0
k=1
K
ZMAzkEO MAzin+MAx:0
k=1

Da bi smo odredili sile inercije i momente sila inercije plo¢ice, koje dejstvuju na plocicu koja rotira oko
nepokretne ose udaonom brzinom @ i ugaonim ubrzanjnem @ izaberemo element mase plo¢ice dm = pdA ita

materijalna tacka elementarne mase na rastojanju y od ose z i rastojanju z od ose y pri rotaciji plo€ice dobija
normalnu komponentu ubrzanja a, =-yw’ , koja leZzi u ravni plogice paralelnoy -osi i tangencijalnu

komponentu a, = yw ubrzanja upravno na plo€icu u pravcu ose x. Sada je lako odrediti silu inercije u
pravuma tih osa:

I, = —”a,dm = —cb”ydm =—@y.m= —a')gam
A A 3
Iy, = —”aNdm = —a)zﬂydm =-w’y.m=-maw’ %a
A A
M .. = —jjzaNdm =-o ”zydm = —a)szy =-o %ma2
A A
M, = —Uzardm = —d)”zydm =-aw/, = —a')%ma2
A A
M, = —”yaTdm = —a')”yzdm =-aJ, = —ci)éma2
A A

Sada prethodne jednacine dinamilke ravnoteze ,0zemo napisati u slede¢em obliku;

K , 4 2
> X, =0 X" X" — = am=0
k=1 3
K ‘ ‘ 2
Y, =0 Y&+ Y —mw’ =a=0
k=1 3
K .
>Z,=0 Z" =0
k=1
K ) 1
Y M, =0 YY"t~ —ma* =0
k=1 4
K ' 1
Y M, =0 X" —d—ma® =0
k=1 4
K 1
ZMAzk =0 —w—ma’+M, =0
6
k=1

Iz poslednje jednaline prethodnog sistema lako je odrediti nepoznato ugaono ubrzanje ortanja plocice
oko ose:

M, oM,

W =——=——>-=Const,
J, ma

dok je ugaona brzina njenog obrtanja:

oM, oM,

= > t+ w, = —2t
ma ma
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a to smo dobili 1 iz teoreme o promeni impulsa kretanja plo€ice. Sada unoSenjem u prvih pet jednacina
prethodnog sistema jednacina dinamicke ravnoteze dobijenih izraza za brzine i ubrzanja one postaju:

Xj”'"+X;””+m£6mz°=0
3 ma
oM,
Y+ Y +m— ( th =0
3\ ma
4 1 6M, \
—Yg”"-a——maz[—zotj =0
4 ma
Xg”’ -a+lma2 6%20 =0,
ma

Sada reSavanjem prethodnog sistema jednacina lako je odrediti kineticke komponente otpora veza (oslonaca) u
slede¢em obliku:

in" = _l% ,
2 a
. m?
YAdm =_3 03 t2
ma
X o 3M,
2a
mZ
YAdm _ _9 2
ma’
Ukupne — rezultuju¢e komponente reakcija u leziStima, koje obuhvataju i stati¢ke 1 kinetilke komponente, su:
in s 1 m
X, =X"+ X =—-"20
2 a
. 1 N,
Y, =Y"+Y =—mg-3—2+
3 ma
in s sz
X,=X"+ X, =———
2a

2
Y, =Y{"+Y] = —lmg 9 9‘“‘;
3 ma
Z,=7=mg.
Sila u lezistu B, F; je:
1/2

oM 1 m: )
FB: XB+YB: Zazo +§( g+27 ao3 J

1, prema uslovima zadatka, treba da je F, < % , odakle dobijamo sledecu relaciju veze kinetickih parametara

dinamike rotacionog kretanja plocice oko nepokretne ose:
2 2 )2 2
9 M, + 1 mg +27 ", t*] < So.

44 9 4

odakle, zatim odredjujemo trazeno vreme:

/2
<X om (31/502612 — M, —2mga) .
18 M,

Ako u ovom izrazu stavimo znak jednakosti dobija se trenutak kada ukupna sila u leziStu B dostigne vrednost
S 0

2

b

Cl
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a \bm /2
i =13 m (31/S02a2 -oMm; —nga)

Drugi nacin: Do istog rezultata mozemo doc¢i i1 koriste¢i se devijacionim komponentana vektora
momenata masa za pol u nepokretnom leziStu i osu rotacije. Na predavanju smo izveli sledeCe izraze za
nepoznate otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva lezista
(dve skleronomne veze):

F, =-G-(F.ii)i

ﬁAN = ‘Séﬁ)

Str. 11 od 14

i, -ri\@gf

Pl e 6lal- e
(L B T e 8 l dl

a kako nema drugih aktlvmh sila sem sila tezme to se prethodni vektorski izrazi za otpore veza koje dejstvuju na
materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva lezista (dve skleronomne veze):

Pl

’ F, =-G

LT A=

—n,||r.,Gln

rB
Na predavanju snmo izveli i jednacinu rotacije:

()5 —
JOril ¢ = wn

gde je ¢ =w, odnosno ¢ ugaona (generalisana koordinata) rotacije tela oko ose orjentisane jedinicnim vektorom n,

i, i\@

ﬁAN = ‘5(()’7)‘3}1 '%‘é(oﬁ)
B

10
:Z‘@g)

ng) aksijalni moment inercije mase tela koje se obrée oko ose vratila i za osu rotacije, dok je M, moment

aktivnih sila za osu rotacije. Iz te jednacine rotacione dinamike plocice dobijamo:nepoznato ugaono ubrzanje
ortanja plocice oko ose:

M, OM,
W=—"=——=const,
J., ma
Kao i ugaonu brzinu njenog obrtanja:
69)10 69)3
w= +w
ma’ ma’

Kako nam je potrebna sila F,u osloncu B to je dovoljno odrediti sledece:

* Devijacioni deo vektora @g), a kako smo u prethodnom odreditli centrifugalne momente masa

e . ) ,. 2 )
plocice i videli da su dva jednaka nuli, a treé¢i J b = Z ma- | to je:

1
=J_ =-—md*

& L=

50

= ‘DAyz

Vektor rotator je:
R = i + 0’0 =RR,,

te je u nasem slucaju:

2
- . 2 — 6%0 g 6%0 -
R=ou+ow=—7-1+ St
ma ma
Pa sledi da je:
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2 2
—  ma | 6M, - (6M < a =
F, = 07 + ¢t | j|+—mgf
Y {ma2 (ma2 j]} 3/ &
3M .
X,=—"H" Y, =—mg+9—21+¢
T VA
Intenzitet sile otpora veze u osloncu je:
2
oM. 1 a m:
Fy=X,+Y, = [+~ | mg—+27—2+
pINS T T e 9[ 8T ma ]

A $to je isti izraz koji smo dobili u prethodnom pristupu tom zadatku za / =a.

Zadatak 4. Homogeni kruzni cilindar mase m, polupre¢nika r

1 visine 2/ obrée se konstantnom

ugaonom brzinom @ oko vertikalne ose Oz, koja prolazi kroz njegovo srediSte. Centar cilindra lezi na sredini
rastojanja OB = 2h , kako je na slici 4 prikazano. Nac¢i dinamicke pritiske leziSta u tackama O 1 B.

Resenje:

PoSto nema ugaonog ubrzanja, a i stoga Sto je raspored masa simetri¢an u odnosu na ravan Oyzsile u

leziStima bice rasporedene u ravni Oyz. Na osnovu vektorekih relacija principa dinamic¢ke ravnoteze mozemo

da napiSemo:
K K .
YE=0 Y[.E]=0
k=1 k=1
Jednacine dinamicke ravnoteze sada daju:
Y,+Y,=0
—-Y,2h —Jyzco2 =0

odakle su reakcije:

Slika 4.
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Za izraCunavanje centrifugalnog momenta mase J,. posluZimo se ranije izvedenim izrazima za

centrifugalni moment mase cilindra. Ako primenimo Stajner-ovu teoremu pa predemo sa centralnih osa y'z’ na
ose yz imacemo:

2 2
m(r- h .
Jyz :Jyfz' +myc ¢ :Jy'z’ :?(?—?Jsulza,

pa nalazimo:

v _ma)zsin2a ﬁ_ﬁ _y
i 4h 3 4 o

Odakle mozemo zakljuciti i da sile reakcije obrazuju spreg sila, koji je devijacioni spreg..

Drugi nacin: Do istog rezultata mozemo do¢i i koriste¢i se devijacionim komponentana vektora
momenata masa za pol u nepokretnom leziStu i osu rotacije. Na predavanju smo izveli sledece izraze za
nepoznate otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva lezista
(dve skleronomne veze):

F, =-G-(F,i)i

F o =[S0, - B0+ [ [ EL ]l i [ 6L - [
Iy Iy g
Fy =g - [ il [ 6)]
B B B

a kako nema drugih aktivnih sila sem sila teZine, a teziSte tela je na osi rotacuihe, to se prethodni vektorski
izrazi za kineticke otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva
leziSta (dve skleronomne veze) svodi na devijacioni spreg:

= 1

: Fh=-—[20
Ty
Fy =300
rB

Kako nam je potrebna sila F,u osloncu B to je dovoljno odrediti sledece:

* Devijacioni deo vektora 587), a kako smo u prethodnom odreditli centrifugalne momente masa

2 2
plocice i videli da su dva jednaka nuli, a tre¢i J,_ = %[% —%J sin2a , to je:

@

[0

= ‘DAyz

2 2
:Jzzﬂ r_k sin2a
¥ 24 3

Vektor rotator je:
R = i + 0" =RR,,
te je u nasem slucaju:
R=0i=0]
Pa sledi da je:

2 2
Fy = a)zf—h[%—%}in2a =-F,
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Zadatak 5. Materijalna plo¢ica OABCD , oblika i dimenzija kao na slici 5, mase m , obrée se oko ose
OE konstantnom ugaonom brzinom @ . Odrediti dinamicke pritiske u leziSima O 1 4.

Resenje:
Zadatak se reSava na slican nacin kao i1 u prethodna dva, samo je potrebno odrediti odgovarajuce
aksijalne momente inercije masa i centrifuga momente masa.

2af »n 2af 4a
Izracunajmo povrsinu ove plocice direktno integraljenjem: A =ada + I (Idy]dx + I j dy dx =6a’, pri

a\ 0 a\ y

¢emu smo vodili ra¢una da je prava CB jednacine y, =2x iprava CD jednagine y, =—2x+4a.

PovrSinska gustina plocice je: p" =—=

4a 4a
Y,
7,5 »
z X e ] / o X, X
Slika Sa. | Slika 5b.

IzraCunajmo sile inercije 1 momente sila inercije za svaki deo plodice koju podelimo na tri dela:
pravougaonu plocicu stranica a i1 4a, i dve pravouglo trougaone plocice stranica a i 2a, direktno integraleci
za centrifugalne momente masa, i to za svaki deo plocice posebno, tako da su sile inercije:

a (4a
I, = a)zp”UUdyJ : xdx] =20’ pa’ = %ma)za ,

0\0

2 4 4
=’ dy |-xdx |=—w*pa’ =—mo’a,
o=t [t S <

4 4
1..=wp dy |-xdx |=—w*p a’ =—mao’a,
F3 P (I 'y 3 P’ 13

1 momenti sila inercije plo¢ica za osu rotacije:

a [ 4a
Iy =@’ p J‘Uydy)xdx =40’ pa* zgmwzaz,
0

2a(y;
Iy, =@ p~ J‘ J-ydyJ-xdx :épr”cﬂ =2 meta
a\ 0

6 36
2a( 3a 9 3
Iy =" p I jydy - xdx ZEa)pa —Zma)a
a\Y2
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Ukupna sila inercije cele mase plocice je:

T 5
I =1 +1p +1,, :gma) a,
a ukupni inercioni moment cele mase plocice je:
14 5 5
19” = 19”1 +[m2 +[9R3 =3ma) a
Sada su jednacine dinamicke ravnoteze:

X, +X, =1, zgma)za

daX =1y, :3ma)2a

Pa su trazeni dinamicki pritisci u leziStima:

X, _ ! mera
18

X, =—ma’‘a
18

Zadatak 6. Materijalna plo¢ica OABCDEGO, oblika i dimenzija kao na slici 6, mase m , obrée se oko
ose OF konstantnom ugaonom brzinom @ . Odrediti veliCine b i ¢ tako da leziStau O 1 E ne trpe dinamicke
pritiske. Za tako sraCunate geometrijske veli€¢ine b 1 ¢ odrediti kineticku energiju plocice. U kojoj tacki
plocice treba da dejstvuje trenutba sila, krtkovremenog trajanja i velikog intenziteta te da lezista ne trpe udarne
impulse.

2a @ kj 2a

24|

Slika 6.

Resenje:

Da lezista ne bi trpila dinamicke pritiske sile inercije i momenti sila inercije za osu rotacije plocice,
usled obrtanja sa leve i desne strane vratila oko koga se plocica obrée moraju da budu jednaki,. Zato prvo
odredimo sile inercije i momente sila inercije delova mase plocice levo i desno od ose, za tu osu i izjedna¢imo
ih i dobi¢emo trazene geometrijske veli¢ine b 1 c.

Sila inercije 1 momenti sila inercije za osu rotacije plocice usled obrtanja konstantnom ugaonom

brzinom za deo plocice sa jedne (leve na slicio) strane vratila su:
2a( 2a

b (2a
IFI:wzp”I Idy -xdx+a)2p”.[ _[dy -xdxza)zp”(4a3—2ca2+%cb2j
0\0 b\ ¢
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Iy =@ p J-[J-ydyj xdx + @’ p T(Tydy] -xdx = @’ p” (4(1 —-c’a +%c b’ j

b\ ¢

Str. 16 od 14

dok sa druge (desne ne slici) strane imamo:
Prava OG je jednaCine y=x, paimamo:
2af 2a 4
2, ] 2 T3
I, =0p I !dy xdx =" p 3a
2a( 2a
Iy, = a)zp”J' Iydy xdx =’ p2a’
0\ »
Kako treba da budu ispunjeni uslovi:
Ipy=1p,
Tony = Ion;
to iz sistema jednacina:

4a’ = 2ca’ +lcb2 zia3
2 3

4q* - c*a’ +%czb2 =2a"

slede resenja: ¢ = Ea i b= ga
2 3

Kineticka energija plocice je:

1 , 2a/3 (2a , 2a , 2af 2a ) 21 m 76 ) 19 )
E,—wp I Idy X dx+ _[dy dx+I J-dy Xdx |=0" ———a ' =—mo’a
2 0 \0 2a/3\ 3a/2 54
m
=2

gde je povrsinska gustina plocice: P~ =

-

m
A a

Zadatak 7. Materijalna plo¢ica ADC, mase 5m, ograni¢ena pravim duzima AD 1 DC, i lukom
parabole drugog reda AC, ¢ije teme je u tacki A, obrée se konstantnom ugaonom brzinom oko nepokretne ose
AB . Za osovinu je pomoc¢u lakog Stapa kruto vezana materijalna tatka M , mase m , kako je prikazano na slici
7. Odrediti poloZaj materiojalne tatke M pod uslovom da je sistem dinamicki uravnoteZen. Takode, odrediti
moment koli¢ine kretanja za obrtnu osu i kineti¢ku energiju sistema. Dimenzije ploc¢ice su date na slici 7.

Resenje:

Da bi sistem bio dinamicki uravnotzezen i da leziSta ne bi trpila dinamicke pritiske sile inercije i
momenti sila inercije ploCice sa materijalnom tackom usled obrtanja sa jedne i sa druge (leve i desne) strane
vratila oko koga se plocica obrée moraju da budu jednaki. Zato sra¢unajmo prvo sile inercije 1 momenti sila
inercije delova sistema sa jedne i sa druge (leve i desne) strane od ose rotacije, i izjedna¢imo ih, tako da iz tog
uslova dobijamo trazeni poloZaj materijalne tacke sa druge strane vratila.

. i I I 5 . .
Povrsina ploc€ice sa desne strane vratila je: 4 = _[ I dy \dx = gaz , gde smo vodili racuna da su duz -

0\ n

linija AC jednacine  y, =+ax 1iduzlinija CD jednaline  y, =—x+2a u koordinatnom sistemu

” . e Sm m
xAy . PovrSinska gustina plocice je: p” = i =6—
a
Sila inercije 1 moment sila inercije usled obrtanja konstantnom ugaonom brzinom sa desne strane vratila
su:
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Slika 7.
Sila inercije 1 moment sila inercije usled obrtanja konstantnom ugaonom brzinom sa leve strane vratila
usled obrtanja konstantnom ugaonom brzinom poti¢u od materijalne taCke mase m pa su:

_ 2
., =mox,

_ 2
Ly, =mor’x, y,
1z uslova da:

Ipy=1p,
Topy = Ion,
slede koordinate polozaja tacke M
X, = §a 1 = 3—5a
m =g Yu 304
Momenti koli¢ine kretanja delova sistema za obrtnu osu y su:
al Yy
11 11
L=wp || |dv | x*dx=—a’pa* =—mwa’
Lmer ! yj Y 84" 14
64
i L,=max, =—maoa’
2 M 25
Moment koli¢ine kretanja sistema, zamah sistema, za obrtnu osu je:
1171
L=L+L,=——maa’
350

Kineticke energije delova sistema su:
Kineticka energija rotacije plocice:
1 ol 11 11
E,=—w’p dy |- X’dx=—a’pa* =—mao’a’
nTRer ! I g 1687 " T8

i kineticka energija rotacije materijalne tacke:
E,=—o'mx,=—mo°a

Pa je ukupna kineticka energija sistema:

Str. 17 od 14
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E - 17 .
700

Zadatak 8. Tanka, materijalna plo¢ica OADEQ, oblika i dimenzija kao na slici 8§, mase m , obrée se
oko ose OA4 konstantnom ugaonom brzinom @ . Za plocicu je ¢vrsto vezan ugaonik FGHK , u tackama F i
K . Ugaonik se sastoji iz tri $tapa, jednakih duZina, po ¢, ukupne mase m/2 . Stapovi su medusobno spojeni
pod pravim uglom, kao i Stapovi GF' 1 HK u odnosu na obrtnu osu O4 . Odrediti duzinu Stapova (¢ =?) 1
visinu (b = ?) na kojoj treba pricvrstiti ugaonik tako da lezisStau O i 4 ne trpe dinamicke pritiske. Za tako

sraCunate vrednosti odrediti kineti¢ku energiju sistema.
y

4]

2c 2a

Slika 8.

Resenje:

Da bi sistem bio dinamicki uravnotzezen i da leziSta ne bi trpila dinamicke pritiske sile inercije 1
momenti sila inercije usled obrtanja konstantnom ugaonom brzinom i sa leve i desne strane vratila oko koga se
plocCica obrée moraju da budu jednaki, Zato sraCunajmo zato prvo sile inercije i momente sila inercije delova
sistema levo i1 desno od ose, zatim ih izjedna¢imo i1 dobijamo trazene geometrijske veli¢ine b 1 c.

1 m 4 m

Povrsina plodice je A—a-£+—a-—a—£a2 a njena povrsinska gustina je: p* = —
p J > > 14 y p g jel p 1 57

Prava duz 4D u koordinatnom sistemu xOy je na pravoj koja ima jednacinu vy, = —%x +2a . Direktnin

integraljenjem dobijamo odredjujemo izraze za sile inercije i momenti sila inercije delova materijalnog sistema
sa desne strane ose oko koje se sistem obrce:

B 1 2
1. =w’p dy |- xdx==w’pa’ == me’a
Fl P _([{_([ y] > P 5

afy; 9 9
Iopy = a)zp“j(‘[ydy}xdx =—w'pa=—mo'a’.
0\ 0

32 40
Ukupna duzina Stapova u ugaoniku sa leve strane ose je: L =c+ 2¢ + 2c¢ =5c, a linijska gustina
materijala ugaonika je: p’ = T 0c Direktnin integraljenjem izraze za sile inercije i momenti sila inercije
c

delova materijalnog sistema sa leve strane ose:

2c 2¢
I, =0 p dex +o’p dex +pcw’2e =60 pc’ = %ma)zc
0 0
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2¢c 2c

Lo :b-a)zp’J.xdx+(b+c)-wzp’jxdx+{b+§]p’cw22c:a)zp’ -cz(6b+3c)=%a)2p’ -¢(6b +3¢)
0 0

1z uslova da:

Ipy=1p,
Tony = Ion;
slede trazene geometrijske veli¢ine:
2 : 11
c=—a i b=—a.
3 48

Zadatak 9. 1zracunati glavni moment koli¢ine kretanja za obrtnu osu diska , mase m , poluprecnika r,
ekscentri¢no nasadenog na obrtnu osu, oko koje se disk obrée ugaonom brzinom @ . Ravan diska upravna je na

o S . . r 1 e .. v
obrtnu osu, ekscentricnost diska je jednaka polovini poluprecnika e =7 Nac¢i kineticke pritiske na lezista u
taCkama O 1 Busled rotacije diska..

7
BT

V\<

Slika 9.

Resenje:
Usmerimo osu z duz obrtne ose. Glavni moment koli¢ine kretanja krutog tela za obrtnu osu je
L. =J o, gde je J,moment inercije krutog tela za obrtnu osu da bi smo ga izraunali primenimo Stajner-ovu

teoremu.
J :J'+m(£j2 _ mr’ _'_mr2 _ 3mr?
P 2 2 4 4
pa je glavni moment koli¢ine kretanja diska za obrtnu osu je: L = 3n;r2 o, .

Da bi smo odredili kineticke pritiske koristi¢emo se devijacionim komponentana vektora momenata
masa za pol u nepokretnom leziStu i osu rotacije. Na predavanju smo izveli sledeCe izraze za nepoznate otpore
veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva lezista (dve skleronomne
veze):

F,=-G-(F, fz)ﬁ

Foy =[S50

e B g e A (e REA R
gﬁ—1[[[19,],]]——[[[ o]
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a kako nema drugih aktivnih sila sem sila tezine, a teziSte tela je na osi rotacuihe, to se prethodni vektorski
izrazi za kineticke otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko nepokretne ose sa dva
lezista (dve skleronomne Veze) svodi na devijacioni spreg:

’ Foy=|S5m

@:—@@m
Iy

gde su:
* Devijacioni deo vektora @(Oﬁ ), za koji je potrebno odreditli centrifugalne momente masa ekscentriénog

diska:
JOzx = JC

zZ

vt xezeM =0

JOzy = JCz'y' + ZCyCM = egm

- mef

‘@g ) ‘DO I +DOzy Jjl= 2

:‘é

Vektor rotator je:
R = i + 0" =RR,,
te je u naSem slucaju
R=0=0’ J
Vektor momenta mase prvog reda za ekscentri¢no nasadjen disk je:

Sg’) :”J.[ﬁ,?]dm = l/g,?C}n = mll;,ejJ: —mei

a njegov rotator:

R, = 0’ =0’
Pa sledi da su kinetiki pritisci:

Foo—|g0)
FAN - ‘SO
~ 1 =)l l mef 2=
Fy=— @0t =—2E \pw?j =207
7y 2
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