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X veiba

Dinamika sistema tela

- Primena principa rada, Lagrange-ovg principa, principa virtualnih pomeranja, D’ Alamber-ov princip.
- Vektori momenata masa za pol 1 osu 1 momenti inercije mase tela

- Teoreme promeni kineticke energije sistema

- Lagrange-ove jednacine druge vrste

Pri reSavanju prvih nekoliko zadataka koristi¢emo iskaz Lagrange-ovog principa mogucih ili virtualnih
pomeranja:

U slucaju ravnoteZe sistema materijalnih tacaka zbir radova svih spoljaSnjih i unutraSnjih sila za
virtualna pomeranja koja dopustaju veze koje dejstvuju na materijalne tacke sistema, ne moZze biti pozitivan.

Za slucaj idealnih obostrano zadrzavajucih veza taj rad je jednak nuli,
N

N
Z(5A,. + Z&Auk,.j =0
i=1 k=1

jer je tada rad otpora idealnih veza jednak nuli.

U slucaju ravnoteZe sistema materijalnih tacaka, koje su podvrgnute dejstvu idealnih obostrano
zadrZavajuéih veza, zbir radova svih spolja$njih i unutra$njih sila za virtualna pomeranja koja dopustaju
veze koje dejstvuju na materijalne tacke sistema je jednak nuli.

Broj stepeni slobode kretanja nekog materijalnog sistema jednak je broju potrebnih uslova za
ravnoteZu tog sistema.

U broj tih uslova ubrajaju se i uslovi za spreavanje pomeranja i obrtanja materijalnog sistema, ili nekih
njegovih delova.

Kako su sile tezine aktivne sile, odnosno spoljasnje sile koje dejstvuju na materijalni sistem, a i kako se

u tehnickoj praksi javljaju najcesce kao opterecenja konstrukcija to se princip virtualnog rada moze izraziti u
obliku:

Zadatak 1. Duz dve glatke strme ravni nagibnih uglova ¢, i a, mogu da klize dva tela - tereti tezine G,
1 G,, koja su spojena nerastegljivim lakim uzetom prebacenim preko malog kotura, zanemarljive mase, slika

la. Odrediti odnos masa i tezina tela - tereta u uslovima mirovanja i u ravnotreZznom polozaju materijalnog
sistema, koriste¢i relacije principa virtuelnog rada.

FnZ
égl -,
é b 4 d92
a,

Slika 1a. Slika 1a.

ReSenje:

Kako tela mogu da klize niz strme ravni, to th moZemo smatrati teSkim materijalnim tackama na koje dejstvuju
veze u obliku strmih ravni, te su moguca pomeranja tih materijalnih tacaka (tereta koji se translatorno krecu niz
strme ravni) u ravnima, a kako ceo sistem mozZemo smatrati ’’u ravni crteza’’, to su ta pomeranja u pravcima
trasa tih ravni i ozna¢imo ih sa Js;, 1 &,. Kako je uze nerstegc¢jivo to sistem ima jedan stepen slobode kretanja

jer postoji jedna veza izmedju ovih pomeranja s, = —0os,. Sila u uzetu koje spaja materijalne tacke (terete) je
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unutrasnja sila sistema i javlja se u paru suprotnih dejatava jednog tereta na drugi, tako da su aktivne sile sile
tezine tereta G, 1 G, . Kao sile veze koje dejstvuju na materijalni sistem su sile otpora veza- normalni otpor
strmih ravni koje su idealne veze. Kako je rad sile na nekom putu jednak skalarnom prozvodu izmedju vektiora
sile 1 vektora puta, to je rad sila idealnih veza jednak nuli. Sada iz relacije principa vitrualnog rada sila sistema
na mogué¢im putevuma kretanja materijalnih tacaka posmatranog sistema, piSemo da je virtualni rad jednak
samo radu aktivnih spoljasnjih sila teZine.

04 =G5 sina, —G,0,sina, =0
jer je rad unutrasnjih sila jednak nuli, kao i rad sila otpora idealnih veza koje su upravne na put kretanja

odgovarajuceg materijalnog sistema. Isto tako je uzeto u obzir da jeds, = —ds,, jer je uze nerastegljivo, te u
uslovima kada je system u mirovanju i ravnotezi dobijamo slede¢i odnos teZina tereta:

G _sna,

G, ~ sin a,’

jer otpori idealnih veza F, i=1,2 ne vrSe radove, poSto su upravni na moguca pomeranja, asile inercije su
jednake nuli.

Zadatak 2. Homogeni prizmati¢ni Stap AD, tezine G, duzine 2/, oslanja se krajem Ana glatku
podlogu oblika polukruga poluprec¢nika » a u tacki B naleze na njen obod, slika 2a. Ceo materijalni sistem se
nalazi u vertikalnoj ravni. Odrediti ugao o koji gradi Stap sa horizontalnim poluprecnikom OBu stanju
mirovanja sistema 1 u ravnoteznom poloZzaju, kao i otpore veza (oslonaca), koristeci pri tome relacije principa

virtualnog rada. (usvoji da je » = 3 [m], 2l =4 [m])

Slika 2a. Slika 2b.

Resenje:
Materijalni sistem prikazan na slici 2a, sastoji se od jednog materijalnog tela, Stapa ¢iji polozaj u vertikalnoj
ravni moze biti odredjen jednim uglom & nagiva ose Stapa prema horizontu. Prema tome sistem ima jedan
stepen slobode kretanja, i za generalisanu koordinatu mozemoiabrati taj ugao. Ostala virtualna pomeranja
sistema mogu de izraziti pomocu virtualne promene tog ugla o« .

Za reSavanmyje postavljenog zadatak koristimo slede¢u teoremu:

Materijalni sistem pod dejstvom sila teZina je u ravnoteZi ako se ne menja visina njegovog tezista
(sredista masa) za ma koje virtualno pomeranje koje dopustaju veze cijem je dejstvu sistem podvrgnut.

Kako sile tezine dejstvuju u vertikalnom pravcu, to se relacija iskaza principa virtualnog rada moze
uprostiti:

N N N

DA =D G =20 G=2G=0

i=1 i=1 i=1
gde je z. koordinata srediSta siistema ili teZiSta. Ovo je iskaz Toricelijevog principa (Evangelista Torricelli,
1608-1647):

Zato je potrebno da odredimo koordinatu srediStea sistema - centra inercije posmatranog sistema, ovde
materijalnog tela u vidu Stapa. Koordinata tezista ptapa je:
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z. =rsin2a —Isina
dok je moguce virtualno pomeranje tezista Stapa
&%, =(2rcos2a —Icosa)der
kako nije da # 0, a kako je za ravnotezu Stapa potreban uslov da je virtualno pomeranje sredista tela jednako
nuli, odnosno &z, =0 to sledi uslov :

2cos’ a—bcosa =0,

NE

gdeje b= z =——. Moguce resenje je:
2r 3

cosa=—3,tj a=60°.

Ako sada zamislimo da je Stap zaokrenut oko tatke A4za ugao J«, onda na moguéim pomeranjima
dobijamo zbir radova:

84 =(F,2rcos2a—Glcosa)da =0,
koji mora biti jednak nuli, odakle sledi da je:.

Fy=Gh=SL

2r

Ako zamislimo da je Stap zaokrenut oko tacke B za ugao da , onda na mogucim pomeranjima dobijamo zbir
radova:

84 =|(F,sina)2rcosa — Gcosa(2rcosa —1)jda =0,
koji mora biti jednak nuli, odakle sledi da je:.
G(cosa —b) 3 G3

sine 3

Pokazali smo da pomodu relacija principa virtualnog rada mozemo odrediti 1 otpore veza (oslonaca).

F, =

Zadatak 3. Materijalni sistem prikazan na slici 3a, sastoji se od lakih koturova C, D i E,
zanemarljivih masa, zatim od tereta 4 mase 4m, tereta Bmase 2m 1 tereta F mase 4m. Teret B klizi po
horizontalnoj ravni koeficijenta trenja x, i vezan je lakim uzetom, koje prebaceno preko koturova i svojim
drugim krajem vezano za teret 4. Teret F' je vezan lakim uZetom za centar kotura C . Ceo system se nalazi u
jednoj vertikalnoj ravni i u polju Zemljine teZe. Odrediti ubrzanja tereta i sile u delovima uZeta.

. D
1 x D
S =
B,Z}’l’l ‘ B2m i
’ y
A4m A,4m
\ C \D c
L
4
E F.4m l:l F.Am
Slika 3a. Slika 3b. Slika 3c.
Resenje:

Kako se ceo sistem nalazi u vertikalnoj ravni, to mozemo pretpostaviti da materijalni sistem ne izlazi iz
te ravni 1 da svaki od tereta vr$i samo translatorno kretanje te ih moZzemo smatrati teSkim materijalnim tackama.
Analiziraju¢i koliko nam je potrebno koordinata da bi smo odredili polozaj svakog tereta u toj ravni
zakljucujemo da nam je za to potrebno tri koordinate, ali da pomo¢u dve od njih mozemo izraziti trecu, kao i
ostale potrebne uglove obrtanja koturova, pa uzimajuci u obzir da je uze nerastegljivo, kao 1 kompatibilnost
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brzina obrtanja koturova mozemo naci sve potrebne veze. Zato za a generalisane koordinate biramo translatorna
pomeranja tereta 4 1 B, x 1 y, kao $to je to naznaceno na slici 3b, a odgovarajuce generalisane brzine su onda

Xiy

Kotur C vrsi ravansko kretanje obréuéi se ugaonom brzinom @ oko pokretnog trenutnog pola na
rastojanju p od tacke odvajanja uzeta od kotura (vidi sliku). Iz trougla brzina, slika 3c, za kotur C sledi da je
ugaona brzina njegovog obrtanja oko trenutnog pola (ali 1 oko centra):

Xy _xt+ty y—-x _ z
p 2R-p 2R 2(R—p) R-p
_X+y
2R ’
a posle diferenciranja prethodnog izrata dobijamo i ugaono ubrzanje:
. X+
2R
Brzina translatornog pomeranja centra kotura C je:
z=2 %
2
a veza kordinate z i generalizanih koordinata x i y daje :
5 oy —ox ’
2
y—Xx

a posle diferenciranja dobijamo i ubrzanje: z =

Da bi smo resili postavljeni zadatak koristicemo prvo Lagrage-pve jednacine druge vrste za generalisane
koordinate x i y , da bi smo odredili ubrzanja tereta, i dobili jednacine kretanja tereta, a zatim relacije principa

dinamicke ravnoteze da bi smo odredili sile u uzadima, mada iz istog je moguce odrediti 1 ubrzanja.
Izrazimo prvo kineticku energiju sistema pomocu generalisanih brzina x 1 y:

E =E +E,+E,
odnosno ima¢emo:

1 1 1 (y=-xY
E, =—4mj® +—2mx +—4m(y ) :
2 2 2 2
a posle sredivanja:
E, = %(358 55 —2ip)

Da bi smo odredili generalisane sile koje odgovaraju generalisanim koordinatama, potrebno je odrediti
virtualni rad — rad aktivnih sila i sile trenja koje dejstvuju na sistem na virtualnim pomeranjima sistema. Taj rad
je:

0A=0A,+0A, + A, ,
odnosno

+4mgoy,

04 = -2 umgdx —4mg éj};ék

Sto posle sredivanja daje:
M =060+ 0,0 =2mg(1- ) +2mgdy
gdesu Q. i O, generalisane sile koje odgovaraju generalisanim koordinatama.

Lagrange-ove jednacine druge vrste za izabrane generalisane koordinate posmatranog materijalnog
sistema su:

4
dt\ ox ox *
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(k) 3k _,
a\l oy | o =

Sada uniSenjem u prethodni sistem izraza za kineti¢ku energiju koju smo izrazili pomocu generalisanih
koordinata dobijamo sledeci sistem diferencijalnih jednac¢ina kretanja sistema:
38-j=2g(1-p)
-X+5y=2g
odakle su ge&neralis)ana ubrzanja tereta dobijamo sledece izraze:
6-5u

X=—

7
(4-p)

7

Da bi smo odredili sile u delovima uZeta, zamisli¢emo da smo izveli dekompoziciju materijalnog

sistema na podsistenme, a medjusobne uticaje zamenili odgovaraju¢im silama medudejstva, a ovde je to
oslobadjanje od veza, zamisljeno prekidanje uzeta i zamena dejstva odgovaraju¢im silama u delobima ozeta. Na
slici su prikazani kao podsistemi tereti i kotur C 1 prikazane su sile koje dejstvuju na svaki od njih, ukljucujuéi i
odgovarajuce sile inercije. Koriste¢i relacije principa dinamicke ravnoteze za svaki od podsistema na koje smo
dekomponovali materijalni sistema mozemo napisati odgovarajuce uslove dinami¢ke ravnoteze.

y= g

A

p 4my

ls

2mx =~
—[ .
~ T S S,
F,u = IUF” 1:—’," I::I 4m§
2mg > 4mz
l ! 4mg l
Slika 3d. Slika 3e. Slika 3f. Slika 3g.
F,=2mg .. $ =5,
. 4mg =S, +4my S, =4mz + 4mg
S, =2mx + 2 umg S;=8+8,

Resavajanjem prethodnog sistema dobijenih jedna¢ina po nepoznatim silama u uzadima I vodec¢i ratuna
o dobijenim izrazima za ubrzanja dobijamo izraze za sile u delovima uzadi:

5, = 4(3 +,u)mg
7

S, = —4(3;_ ,u) mg .

5, - 8(37+u)mg

Drugi pristup:

Isti rezultat u reSavanju postavljenog zadatka mozemo dobiti i iz principa rada za sistem materijalnih
tataka, u tom smislu odredi¢emo elementarne radove spoljasnjih sila i sila inercije koje se javljaju u sistemu, a
na virtualnim pomeranjima po generalisanim koordinatama, s/ika 3f:

(= 2pmg — 2mi ) + (— 4mg — 4mz )% + (4mg — 4myp)Fy = 0

y—x
2

koji se posle zamene z = i izjednacavanja koeficijenata uz virtualna pomeranja sa nulama svodi na

sistem diferencijalnih jednacina kretanja:
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p 4my

‘_h .
F, = uF, \_l_l Adm

Slika 3f.

3% =2g(1- )

3

X-5y=-2g

odakle su ( )
. (6-5u . (4-u)
x——7 g y——7 g -

Sto su ista reSenja, koja smo ve¢ 1 ranije dobili.

Zadatak 4. Materijalni sistem prikazan na sledecoj slici sastoji se od tereta A4 1 E, koturova B1 C, 1
tocka D. To¢ak D je ukupne mase2m , polupre¢nika R, a sastoji se od obru¢a, mase m, =m/2, i Getiri Zbice
u obliku dva homogena Stapa masa po m, =3m/4, duzina po 2R. Koturove Bi Csmatrati homogenim
diskovima, masa po m, poluprecnika po r. Teret 4, mase m, klizi po horizonatalnoj hrapavoj ravni
koeficijenta trenja g, =1/12, a teret E, mase m , klizi po hrapavoj strmoj ravni koefijenta trenja g, = V3 / 121

nagibnog ugla a =30°. Veze medu elementima ostvarene su pomocu lake nerastegljive uzadi. Ceo sistem se
nalazi u vertikalnoj ravni. Odrediti ubrzanja tereta 4 1 E.

Slika 4a. Slika 4b.

Resenje:

Ovaj zadatk je sli¢an prethodnom pa ¢emo isti reSavati istim metodama, ali pri tome ¢emo imati u vidu
razliku, jer su u ovom slucaju koturovi nezanemarljive mase, a sa tim i inercionih svojstava, pa uti¢u na
kineticku energuiju kojoj se moraju obuhvatiti kineticke energije rotacija koturova i kao 1 kineticka energija
translacije i rotacije tocka.
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Zato je potrebno odrediti aksijalne momente inercija masa za centralne ose diskova — koturova kao 1i
tocka. Aksijalni momenti inercije masa koturova Bi C za ose normalne na ravan koturova kroz tacke sredista
su:
Jﬁ:lmW,chl R’
2 2
dok je moment inercije mase tocka koji predstavlja zbir momenata inercije masa obruca i Stapova za centralnu
osu:
m 1 3m ) 5
5=—R+Qtn—@mj=mv
2 12 4
Kako se ceo sistem nalazi u vertikalnoj ravni, to mozemo pretpostaviti da materijalni sistem ne izlazi iz
te ravni 1 da svaki od tereta vr$i samo translatorno kretanje te ih mozemo smatrati teSkim materijalnim tackama.
Analizirajuéi koliko nam je potrebno koordinata da bi smo odredili polozaj svakog tereta u toj ravni
zaklju€ujemo da nam je za to potrebno tri koordinate, ali da pomoc¢u dve od njih mozemo izraziti trecu, kao 1
ostale potrebne uglove obrtanja koturova, pa uzimajuéi u obzir da je uze nerastegljivo, kao 1 kompatibilnost
brzina obrtanja koturova moZemo naci sve potrebne veze. Zato za a generalisane koordinate biramo translatorna
pomeranja tereta 4 1 B, x 1 y, kao $to je to naznaceno na slici 4b, a odgovarajuce generalisane brzine su onda
Xiy
Kotur D vrsi ravansko kretanje obrcéu¢i se ugaonom brzinom ®, oko pokretnog trenutnog pola na
rastojanju p od tacke odvajanja uZeta od kotura (vidi sliku). 1z trougla brzina, slika 4c, za kotur D sledi da je
ugaona brzina njegovog obrtanja oko trenutnog pola (ali 1 oko centra):

_Yy_ X _X+y_ x-y _ z
P p 2R-p 2R 2(R—p) R-p
X+y
), =— —
2R
odnosno posle diferenciranja ugaono ubrzanje
X+y
W, =——.
" 2R
Brzina translatornog pomeranja centra tocka je:
z=2"Y
2
a veza kordinate z i generalizan koordinata x 1 y daje:
&=
2
a posle diferenciranja dobijamo i1 ubrzanje:
-
5
Koturovi B1i C se obréu oko nepomicnih tataka ugaonim brzinama:
v . X
O = 1 W, =—,
° R "R
Sto posle diferenciranja daje 1 ugaona ubrzanja:
PR A
° R "R

Izrazimo prvo kineti¢ku energiju sistema pomocu generalisanih brzina x 1 y:
E =Ey +Ez+E,+E+E;
Pri sastavljanju izraza za kineticku energiju koridtimo Koenig-ovu teoremu:
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Kineticka energija sistema materijalnih tacaka jednaka je zbiru kineticke energije translacije brzinom ‘7c sredista

sistema, kao da je celokupna masa M svih materijalnih tacaka saZeta u srediStu sistema materijalnih tadaka i kineti¢ke energije
relativnog kretanja materijalnih tacaka sistema u odnosu na srediste sistema.

Ova teorema je poznata pod imenom Kenigova teoreme (Samuel Konig 1712-1757). Ovaj holandki nau¢nik izveo je ovu
teoremu 1751. Formulacija Kenigove teoreme je:

Kineticka energija sistema materijalnih tacaka za slucaj apsolutnog kretanja sistema materijalnih tacaka jednaka je zbiru
kineticke energije njegovog sredista (spoljasnje kineticke energije) i relativne kineticke energije u odnosu na srediste (unutrasnja
kineticka energija).

Ovu teoremu primenjujemo za odredjivanje kineticke energije kotira D, tako Sto odredjujemo deo
kineticke energije translacije brzinom centra kotura i kineticke energije rotacije oko ose kroz centar kotura.
Ukupna kineticka energija sistema se sastoji iz kinetickih energija translacija tegova, kinetickih energija rotacija
koturova i kineti¢ke energije translacije i rotacije kotura D :

1 1 (xY) (1. (=9 1. (x+9)) [1 V) (1
E, =|=mi® |+| =J,| 2| |+ =2m =2 20 | 222 (| a2 [+ 2mp? |,
2 272\ R 2 2 2 2R 27\ R 2

Kineticka energija translacije je polovina proizvoda iz mase materijalne tatke i kvadrata njene brzine, a
kineticka energija rotacije je polovina proizvoda aksijalnog momenta inercije tela za osu rotacije i kvadrata
njegove ugaone brzine rotacije. Posle sredjivanja izraza za kineticku energiju materijalnog sistema dobijamo:

E, :%(9x2—2xy'+9y'2).

Da bi smo odredili generalisane sile koje odgovaraju generalisanim koordinatama, potrebno je odrediti
virtualni rad — rad aktivnih sila i sile trenja koje dejstvuju na sistem na virtualnim pomeranjima sistema. Taj rad

je:
1 1 V343
A=——mg-X+2mg-z+—mg-oy ————mg -0y,
" g OEF Mgy = mg Oy
Sto posle sredivanja daje:
11 5
OA=—mg-ox——mg-
"8 2 gy

pasu O, 1 O, generalisane sile koje odgovaraju generalisanim koordinatama:

11 . 5
=—mg 1 =——m
0, o8 0, 28

Lagrange-ove jednacine druge vrste za izabrane generalisane koordinate posmatranog materijalnog
sistema su:

AR

i\ ox ) ox

1(% _ O, _
de\ oy ] o o

Sada uniSenjem u prethodni sistem izraza za kineti¢ku energiju koju smo izrazili pomocu generalisanih
koordinata dobijamo sledec¢i sistem diferencijalnih jednacina kretanja sistema:

9. 1. 11

BT [
4T TRt

L)
47T T g8
odakle su traZzena ubrzanja:
e 6L, 113
T
Da bi smo odredili sile u delovima uzeta, zamislicemo da smo izveli dekompoziciju materijalnog
sistema na podsistenme, a medjusobne uticaje zamenili odgovaraju¢im silama medudejstva, a ovde je to

oslobadjanje od veza, zamisljeno prekidanje uzeta i zamena dejstva odgovarajué¢im silama u delobima ozeta. Na
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slici su prikazani kao podsistemi tereti i koturovi i prikazane su sile koje dejstvuju na svaki od njih, ukljucujuéi
1 odgovarajuce sile inercije. Koriste¢i relacije principa dinamicke ravnoteze za svaki od podsistema na koje smo
dekomponovali materijalni sistema mozemo napisati odgovarajuce uslove dinamiéke ravnoteze.

Y e
I, Am @N4
% § B,m . _
Fu ! S, S,
Slika 4c. Slika 4d. Slika 4e.

Na teret A4, slika 4c. dejstvuje sila inercije intenziteta /, =mi, normalna komponenta reakcije veze
. . . 1 . v i .
F,,=mg 1 tangencijalna komponenta reakcije veze F,, = Emg , 1 jednacina dinamicke ravnoteze sila :

S, —-mX-F,=0;
Na kotur B, slika 4d. dejstvuje moment inercije usled obrtanja kotura ugaonom brzinom o, te je

moment sila inercije — izvod momenta impulsa kretanja po vremenu za osu obrtanja kotura (proizvod aksijalnog
momenta inercije mase za osu rotacije 1 ugaonog ubrzanja kotura za istu osu):

My =J,0, zémR)'c'

1 jednacinu dinamicke ravnoteZe za obrtanje kotura oko ose piSemo pomocu jednacine ravnoteZze momenata sila
ukljucujudi i sile inercije za osu rotacije kroz tacku B oko koje se obrée kotur:
SR+M; —S,R=0;

Na kotur C, slika 4e. dejstvuje moment inercije usled obrtanja kotura ugaonom brzinom @, te je
moment inercije — izvod momenta impulsa kretanja po vremenu za osu obrtanja kotura (proizvod aksijalnog
momenta sila inercije mase za osu rotacije 1 ugaonog ubrzanja kotura za istu osu):

S,R+M} —S,R=0;

A
5 S, R
Fr .
D.2m ‘S\4

J Min

2mg P
\ 4

Slika 4f. Slika 4g.

Na tocak D, slika 4f. dejstvuje moment inercije usled obrtanja tocka ugaonom brzinom , te je

moment sila inercije — izvod momenta impulsa kretanja po vremenu za osu obrtanja tocka (proizvod aksijalnog
momenta inercije mase za osu rotacije i ugaonog ubrzanja kotura za istu osu):

M"=J, o, =%mR(5é+j})
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Kako se toc¢ak krece i translatorno to sa napadnom tackom u njegovom centru na isti dejstvuje i sila
inercije usled translatornog kretanja
I :2m2=m(x—y)
1 jednacine dinamicke ravnoteze materijalnog sistema su jednadine ravnoteze sila i momenata sila za tacku u
centru mase tocka:
S,+1; +8;-2mg=0

S,R+M" -S,R=0

Na teret E, slika 4g. dejstvuje sila inercije po intenzitetu jednaka /. =my, normalna komponenta

reakcije veze hrapave strme ravni F, = B mg 1 tangencijalna komponenta reakcije veze hrapave strme ravni

RN

=—m =—m ,
w =y o, METRME

kao i jednacinu ravnoteze sila :
1
Sy+1, +F, —Emgzo

Iz ovih jednacina ravnoteZe za sviki podsistem (element) sistema mogu se odrediti i sile u nerastegljivim
uzadima.

Zadatak 5. Materijalni sistem prikazan na slici 5a sastoji se od obru¢a 4, mase m, diskova B 1 C,
masa po m itereta D 1 £, masa 2m 1 m.Obru¢ 4 se kotrlja bez klizanja po horizontalnom putu, a disk B se
obrée oko nepokretne ose. Uze koje je jednim krajem namotano na obru¢ A4, prebaceno je preko diska B 1
drugim krajem vezano je za centar diska C. Za krajeve drugog uZeta koje je prebaceno preko diska C, vezani
sutereti D 1 E. Ceo sistem lezi u vertikalnoj ravni. Odrediti ubrzanja tereta.

L A

.
&9 (- Bra m
s =
e 5

2m E
Slika Sa. Slika 5b.

Resenje:

Kako se ceo sistem nalazi u vertikalnoj ravni, to mozemo pretpostaviti da materijalni sistem ne izlazi iz
te ravni 1 da svaki od tereta vr$i samo translatorno kretanje te th moZemo smatrati teSkim materijalnim tatkama.
Analiziraju¢i koliko nam je potrebno koordinata da bi smo odredili polozaj svakog tereta u toj ravni
zakljucujemo da nam je za to potrebno tri koordinate, ali da pomo¢u dve od njih mozemo izraziti trecu, kao i
ostale potrebne uglove obrtanja koturova, pa uzimajuci u obzir da je uze nerastegljivo, kao 1 kompatibilnost
brzina obrtanja koturova moZemo naci sve potrebne veze. Zato za a generalisane koordinate biramo translatorna
pomeranja tereta D i £, x 1 y, kao §to je to naznaceno na slici 5b, a odgovarajuce generalisane brzine su onda
Xiy.

Za reSavanje zadatka ¢emo koristiti Lagrange-ove jednaline druge vrste 1 zato je potrebno odrediti
kineti¢ku energiju sistema i generalisane sile koje odgovaraju generalisanim koordinatama.

Masinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Predmetni asistent: Julijana Simonovié¢



Mehanika Il — Dinamika X vezba

Str. 11 od 20
Aksijalni momenti inercija masa diskova B 1 C iobruca A4 za ose kroz centre su:
1 1 .
J, :EmRz, J . =EmR2 iJ,=mR>.

Disk C vrsi ravansko kretanje obréuci se ugaonom brzinom @, oko trenutnog pola.
Iz trougla brzina, slika 5b, za disk C sledi da je ugaona brzina:

X-y
), =
< 2R
1 ugaono ubrzanje
. X=y
Wy = ,
2R
1 brzina translacije centra mase
. X+
Z:——X
2
a veza kordinate z i generalizan koordinata x 1 y je:
5 oy +ox
2 b
X+y

odnosno ubrzanje Z =

Ugaona brzina i ugaono ubrzanje kotura B koji se obrée oko nepomicne ose su
zZ _x+y . ) Z _X+y

° R 2R ® R 2R
Ugaona brzina 1 ugaono ubrzanje obruca, koji se kotrlja bez klizanja po glatkoj ravni 1 obrée oko
trenutnog pola u dodirnoj tacki sa podlogom su
S S 5.5 o, =t 5t
2R 4R 2R 4R
Izrazimo prvo kineticku energiju sistema pomocu generalisanih brzina x 1 y:

1 1 1 (x=pY 1 (x+9pY ) (1. (x+9Y) (1 (x+9) 1. (5+9Y)
E, :(—2mx2j+(—my2j+ —Jc( yj +—m( y) + —JB( yj + —m[—y) +—JA( y}
2 2 2 2R 2 2 2 2R 2 4 2 4R

odnosno posle matematickog sredivanja imac¢emo kineticku energiju ovakvog sistema:

21 ., 3 .. 13 ,
E, =—mx"+—mxy+—my~.
T g 16"

Elementarni rad spoljasnjih sila na elementarnim pomeranjima po generalisaniM koordinatama sistema je:

0A=2mg-Ox+mg-0y+mg-0z
odnosno

5 3
0A=—mg-Ox+—mg-0y,
58 S8y
pasu Qi Q, generalisane sile za generalisane koordinate:
5 . 3
=—mg 1 =—mg.
0, Mg 0, S8

Lagrange-ove jednacCine druge vrste za izabrane generalisane koordinate x 1 y posmatranog
materijalnog sistema su:

AR
dt\ ox ox !

d(OE, | OE,
V| A |7 A = Qy
dt\ oy oy
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Sada uniSenjem u prethodni sistem izraza za kineti¢ku energiju koju smo izrazili pomocu generalisanih
koordinata dobijamo sledeci sistem diferencijalnih jednac¢ina kretanja sistema:

2,305,
8 8 2
3,13, 3
8 8 2
odakle su trazena ubrzanja tereta D 1 E:
. 22
x—gg
. 8
y—ﬁg

Zadatak 6. Materijalni sistem prikazan na sl/ici 6a sastoji se od tereta 4 i C, masa po m, kotura B,
mase m 1kotura D, mase 2m . Teret A klizi po glatkoj horizontalnoj ravni, a teret C po glatkom vertikalnom
zlebu. Kotur B se obrée oko nepokretne ose koja prolazi kroz njegov centar. Nerastegljivo uze je vezano za
terete 4 1 C, prebaceno preko kotura B 1 obmotano oko kotura D. Na teret C dejstvuje sila konstantnog
intrenziteta /' =2mg , u pravcu zleba, smera datog na slici 6a. Sistem se nalazi u vertikalnoj ravni. Odrediti

ubrzanja tereta 4 1 C1 sile u svim delovima uzadi. Koturove smatrati homogenim diskovima.

ol
I
0Q
!
I
[\®)
3
&

e

—

o
3
e

Y
YRS

<

\
J

D,2m D.2m

N

Slika 6a. Slika 6b.

Resenje:

Kako se ceo sistem nalazi u vertikalnoj ravni, to mozemo pretpostaviti da materijalni sistem ne izlazi iz te
ravni 1 da svaki od tereta vr$i samo translatorno kretanje te th moZemo smatrati teSkim materijalnim tackama.
Analiziraju¢i koliko nam je potrebno koordinata da bi smo odredili polozaj svakog tereta u toj ravni
zaklju€ujemo da nam je za to potrebno tri koordinate, ali da pomoc¢u dve od njih mozemo izraziti trecu, kao 1
ostale potrebne uglove obrtanja koturova, pa uzimajuci u obzir da je uze nerastegljivo, kao i kompatibilnost
brzina obrtanja koturova moZemo naci sve potrebne veze. Za generalisane koordinate biramo veli¢ine
translatornih pomeranja tereta 4 1 C, x 1 y, slika 6b, a generalisane brzine suonda x i y.

Aksijalni momenti inercija masa koturova B 1 D za ose kroz njihove centre su:

Jy _Lg J, _Lomr = mr?
2 2

Kotur D vrsi ravansko kretanje obréuci se ugaonom brzinom @, oko trenutnog pola.
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Iz trougla brzina, slika 6b, za disk C sledi da je ugaona brzina: w, :%, kao i da je brzina translacije

. . V=X .
centra mase tog diska z = Y , odakle su ugaono ubrzanje kotura
y+X
. =
2R
1 ubrzanje centra mase
g
z = i .
2
Veza kordinate z 1 generalizanih koordinata x 1 V je: & = 5
Ugaona brzina i ugaono ubrzanje kotura B koji se obrée oko nepomicne ose su:
Wy = ks 1 = £
" R "R’

Sada prvo, izrazimo kineticku energiju sistema pomocu generalisanih brzina X 1 y:

OIS BTN

odnosno

E, = %(9me — 2y + Tmy? )

Virtualni rad spoljasnjih sila na virtualnim pomeranjima duz generalisanih koordinata sistema je:

0A=-2mg-oz+F -6y —mg-oy
odnosno

04 = mg-5x+(F—2mg)-@/
pasu O, 1 O, generalisane sile za generalisane koordinate:

O.=mg i Q =(F-2mg)=0.

Lagrange-ove jednacine druge vrste za izabrane generalisane koordinate x 1 y posmatranog
materijalnog sistema su:

AR

i) ax @

di\ oy ) oy o

Sada uniSenjem u prethodni sistem izraza za kineti¢ku energiju koju smo izrazili pomocu generalisanih
koordinata dobijamo slede¢i sistem diferencijalnih jednacina kretanja sistema:

9Xx—y=4g
-X+7y=0
odakle su trazena ubrzanja tereta 4 1 C:
X:Eg 1 j}:lg.
31 31

Da bi smo odredili sile u delovima uZeta, zamisli¢emo da smo izveli dekompoziciju materijalnog
sistema na podsistenme, a medjusobne uticaje zamenili odgovaraju¢im silama medudejstva, a ovde je to
oslobadjanje od veza, zamisljeno prekidanje uzeta i zamena dejstva odgovaraju¢im silama u delobima oZeta. Na
slici 6 c,d,e su prikazani kao podsistemi tereti i koturovi i prikazane su sile koje dejstvuju na svaki od njih,
ukljucujuéi 1 odgovarajuce sile inercije. Koriste¢i relacije principa dinamicke ravnoteze za svaki od podsistema
na koje smo dekomponovali materijalni sistema moZemo napisati odgovarajuce uslove dinamicke ravnoteze.
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my
v
S,
v
j mx Sl‘ mg
< » v
T
Slika 6¢. Slika 6d. Slika 6e.
S, —mi=0 Mg’=JBci)B:%mR)'é 2mg —my—S;—mg =0

—S1R+%mR)'c'+S2R=O

Odakle su trazene sile u uzadima:
14 21 29

S =— S, =— S, =—
1 31g 2 31g 3 31g

Zadatak 7. 1zraCunati moment koliCine kretanja diska za obrtnu osu, ako je poznata masa diska m , kao
1 njegiov poluprecnik » , ako je ekscentrino nasaden na osu (vratilo), oko koga se obr¢e ugaonom brzinom .

. . . S . Y r
Ravan diska upravna je na obrtnu osu, ekscentri¢nost diska je jednak polovini polupre¢nika e = 5

i

7

7
@
| y
B
“C
W
ReSenje:
Usmerimo osu z duz obrtne ose. Moment koli¢ine kretanja krutog tela za osu oko koje se obrce je
LZ = JZa)Z
gde je J_moment inercije krutog tela za obrtnu osu da bi smo ga izradunali primenimo Stajner-ovu teoremu.
2 2 2 2
r mr-  mr°  3mr
J.=J,+m - | = + = ,
2 2 4 4
pa je glavni moment koli¢ine kretanja diska za obrtnu osu je:
3mr?
L = .
4

Zadatak 8. Na prizmi mase 2m , koja moze da se krece po horizontalnoj glatkoj ravni, nalazi se disk B,
poluprecnika 1 masem vezan za prizmu osovinom B. Preko diska B prebaceno je nerastegljivo uze,
zanemarljive tezine, koje je jednim krajem vezano za teret 4, masem , a drugim krajem je obmotano na kotur
C, polupre¢nika 71 masem . Kotur se kotrlja bez klizanja a teret A4 klizi po prizmi.
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Zanemujuci trenje izmedu prizme i podloge, izmedu tereta A i prizme, kao i otpor obrtanju u lezistu B i otpor
protiv kotrljanja kotura po prizmi, napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema u vertikalnoj ravni pod
dejstvom tezina tereta.

Slika 8a. Slika 8a.

Resenje:

Polozaj materijalnog sistema odreden je najmanje dvema koordinatama, te ima dva stepena slobode
kretanja 1 za generalisane koordinate izaberemo koordinate x 1 y, pri ¢emu je poloZaj prizme odredjen

koordinatom x, dok za drugu generalisanu koordinatu y izaberemo udaljenje tacke C, centra diska od tacke
B na prizmi.

Prvo, odredimo ozraz za kineticku energiju pomocu generalisanih brzina x 1 y:

E =E +E +Egz+E
Kineticka eknergija prizme koja se krece translatorno brzinom X je:

Slika 8c.
E, = %2mx2 =mx’.

Brzina tereta A koji se krece translatorno brzinom v,, koja se dobija slaganjem brzina translacija

preniosne brzine brzibe suporta (prizme) x i relativne brzine kretanja po prizmi 2, je na osnovu kosinusne
teoreme, slika 8c:

v =17 +(2)) —4xycos(z —a) = &% + 4y + 4ijcosa,
pa je kineticka energija tereta A :

E, :%mvj :%(xz +4y° +45cj/cosa)

Ovde smo uocili da je zbog nerastegljivosti uzeta relativna brzina tacke , u odnosu na prizmu, jednaka
relativnoj brzini tacke D na koturu koja je, opet, zbog kotrljanja bez klizanja kotura po prizmi, jednaka

Vp, =2).

Disk B vrsi ravno kretanje, te je brzina njegovog srediSta B jednaka X, a ugaona brzina @, obrtanja
diska se dobija iz uslova da nema proklizavanja izmedu diska i uZeta,
_
==
pa je kineticka energija:

Wp

1 ., 1 s L, 1,49 1 (s,
E, =—mx"+—J,0, =—mx" +——mr =—m\x” + ,
w = 278 T ) 57
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. 1 o L : . y
gde je J, = Emr2 aksijalni moment inercije mase diska za osu upravnu na ravan diska kroz tacku B centra

diska.
Kotur C vrsi ravno kretanje. Brzina sredista se dobija slaganjem prenosne i relativne brzine tacke C,

ve ="+ 9 = 2ipcos(m —a)= 3> + 37 + 24y cosax,,

a ugaona brzina kotura iz uslova da je P trenutni pol brzine obrtanja je @, = 2 , paje:
r

1, 1 A B 11,39 1 2 mn
E . =—mv.+—J .o =—m\x"+y +2xycosa|+——mr —=—m\2x" +3y" +4xpycosa),
e =5 Met 5 e =3 ( y Y ) 22 24 ( y 2 )

gde je J. = %mr2 aksijalni moment inercije mase kotura za osu upravnu na ravan kotura kroz tacku C centra
kotura. Sada je:
E = %m(lofﬁ +1557 +12ijcosa).

Kako se na sistem moZe primeniti teorema u promeni kineticke energije koju mozemo napisati u
diferencijalnom obliku:

dE, =dA,
gde je dA ukupni elementarni rad spoljasnjih sila na elementarnom pomeranju sistema.

Kako je

dE, = %m(lO;’cdx +15)dy + 6 ydx cos o + 6xdy cos ar) = m(5dx + 3dy cos a )i + %m(lde/ +6dxcosa)y,

a rad sila na elementarnim pomeranjima sistema, koje podrazumeva prirastaje izabranih generalisanig
koordinata dxi dy , je:

dA :(mg,d§A)+(m§,d§C):—mgsina-Zdy+mgsina-dy:—mgsina-dy

Radovi sile tezine prizme 2mg 1 sile tezine diska mg jednaki su nuli poSto su pomeranja napadnih

tataka ovih sila upravna na vektore sila, takode je i rad unutrasnjih sila N jednak nuli.
Sada imamo:

m(Sd)'c +3dy cos a)fc + %m(l 5dy + 6dx cos a)j/ =-mgsina-dy

posle sredjivanja prethodnog izraza imaju¢i u vidu da je:
xdx = ﬂdfc = dx@ = Xdx
dt dt
dobijamo::
(Sjc'+ 3j}cosa)dx+%(15j} + 6jc'cosa)dy =—gsina-dy

Da bi ova jednacina bila zadovoljena u svakom trenutku tj. za svaku vrednost generalisanih brzina x i
¥, i diferencijalnih pomeranja moraju koeficijannti uz dx i dy sa leve i desne strane znaka jednakosti biti
jednaki iz kog uslova sledi:

15y +6Xcosa=—-2gsina

S5x+3ycosa=0
Ovo su trazene diferencijalne jednacine kretanja. Ubrzanja su:

P 3gsin2a Lo 10gsina

75-18cos’ a 75-18cos’ a

Odakle se vidi da su ubrzanja konstantna.
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Zadatak 9. Na prizmi mase 2m , koja moze da se krece po horizontalnoj glatkoj ravni, nalazi se disk B,
polupre¢nika i masem vezan za prizmu osovinom B. Preko diska B prebaceno je nerastegljivo uze,
zanemarljive tezine, koje je jednim krajem vezano za teret 4, masem , a drugim krajem je obmotano na kotur
C, poluprec¢nika 1 masem . Kotur se kotrlja bez klizanja a teret A klizi po prizmi.

Zanemujuci trenje izmedu prizme i1 podloge, kao 1 otpor obrtanju u lezistu B, ali uzimajuci trenje
izmedu tereta A1 prizme, kao i otpor protiv kotrljanja kotura po prizmi, napisati diferencijalne jednacine
kretanja sistema u vertikalnoj ravni pod dejstvom tezina tereta.

U tom slucaju pretpostaviti da izmedu tereta A1 prizme postoji trenje pri ¢emu je koeficijen trenja ¢ a
krak otpora kotrljanju je ¢. Odrediti takode 1 sile u uzadima 1 silu u leziStu B . Koristiti relacije principa
dinamicke ravnoteZze.

R ————————
Slika 9a.

Resenje:

Materijalni sismtem koji je predmet ovog zadatka je slican kao i sistem iz prethodnog zadatka, tako da
se analiza sila tamo izvrdena moze koristiti 1 u rezavanju ovog zadatka istim metodama, pri ¢emu moraju da se
uzmu efekti sila trenja usled neidealnosti veza , za razliku od veza iumedju prizme i kotura i prizme i tereta koji
su bili idealne veze bez trenja.

Polozaj materijalnog sistema, i u ovako postavljenom zadatku sa sistemomom sa neidealnim vezama i sa
trenjem, je odreden sa najmanje dvema koordinatama, te sistem ima dva stepena slobode kretanja i za
generalisane koordinate izaberemo koordinate x i y, pri ¢emu je polozaj prizme odredjen koordinatom x, dok
za drugu generalisanu koordinatu y izaberemo udaljenje tacke C, centra diska od tacke B na prizmi.

Na slici 9a prikazane su sve sile inercije i spoljasnje aktivne sile koje dejstvuju na ovaj mehanicki
sistem. Primetimo da su sile inercije suprotnih smerova od ubrzanja, koja se smatraju pozitivnim. Na osnovu
vektorske relacije principa dinamic¢ke ravnoteze (,,Ravnoteza“ projekcija svih sila u pravcu ose x daje nam
jednacinu) 1 njene projekcije na pravac x dobijamo:

Iy +1p+1p+1+1,,cosa+1,.cosa=0
gde su:

Iy, =—mx, [ ,=—mx, I, =-mik, [, =-2mx, 1, =-—m2y 1 I,.,=-my.

Ovde je 1 iskoriS¢ena veza izmedu ubrzanja tataka 4 1 C u odnosu na prizmu, koja se dobija diferenciranjem
kinematiCke jednacine koja povezuje brzine y, 1 y.:

yA = Zyc = 2j/
odnosno
j}A = 2y

Zamenom navedenih sila inercije u jednacinu dinamicke ravnoteze projekcija sila u x pravcu dobija se
sledeca diferenciojalna jednacina:
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5x¥+3ycosa=0

Posto u ovoj jednacini imamo dve nepoznate potrebno je napisati jo§ jednu jednacinu. Rastavimo sistem
na podsisteme i vodimo racuna o svim silama i momentima koji dejstvuju na pojedine podsisteme, pocevsi sa
spoljasnjim silama, preko unutrasnjih do sila inercije, koje dejstvuju na pojedina tela sistema, slika 9b.

Poszo se zadatkom trazi da se koristite relacije principa dinamicke ravnoteZze., to koristimo D’Alamber-
ov princip ,,ravnoteze* sila koje dejstvuju na teret 41ima oblik i nma osnovu toga piSemo slede¢u vektorsku

jednacinu:
Ly+1,+S +mg+N, +F, =0

koja projektovanjem na ose y 1 n daje dve skalarne jednacine oblika:
mgsina -8, +F, +1,,+1,cosa=0

N,—mgcosa+1,,sina=0

ud

Slika 9b. Slika 9c.

Slika 9d.

Iz druge od prethodnih jednac¢ina dobijamo:
N, =mgcosa —mxsina
a posto je:
F,=uN,= um(gcosa —)'c'sina)
iz prve jednacine gornjeg sistema dobijamo:
mg(sin & — pcos a)— S, + m(cos & — psin @ )i + 2my = 0
Postavljanjem momentne jednacine za osu obrtanja dobija se:
Sr—S,r+M, =0
Disk B vrs$i ravno kretanje, pri cemu srediste B ima ubrzanje X, dok je ugaona brzina ravnog kretanja
_2y
o
(koja podrazumeva da nema proklizavanja izmedu uzeta i diska). Kako je moment sila inercije za centar masa

diska)

Wp

22
.

%IB:JBCE)B:%mr =mry,

to mozemo da napiSemo:

Sr—S,r+ M, =0 odnosno

S, =8,+my=0

Na slici 9¢ prikazani su smerovi ugaonog ubrzanja @, i momenta M, sila inercije za momentnu tacku
u centru masa. Postavljanje jednaCina ravnoteZze sila ostavljeno je za kasnije posSto za sada treba postaviti samo
one jednacine iz kojih se mogu odrediti ¥i y .

Posmatrajmo sada kotur C koji vrs$i ravno kretanje. Na slici 9d prikazani su smerovi ugaonog ubrzanja
®. 1 momenta sila inercije M,. za momentnu tacku u sredistu diska, kao i ostale sile koje na kotur dejstvuju.
Primetimo da je usled postojanja otpora protiv kotrljanja normalna reakcija N, pomerena za krak ¢, kojim se

uzima u obzir efekat klizanja pri kotrljanju kotura po strmoj ravni, u smeru kotrljana. Jednacine dinamicke
ravnoteze kotura koji se kotrlja su:
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N.—mgcosa+1,.sina=0
mgsina—S,-F,.—1,,—1,.cosa=0
S,r—F r+M, . +N.e=0
Iz prve jednacine dinamicke ravnoteze sledi:
N, =mgcosa+mxsina
Kako je

M, =J. 0 :%mrzlz—mrj},
gde je

(iz kinematicke jednaline y =rw. koja podrazumeva da nema klizavanja izmedu kotura 1 prizme, koja

diferenciranjem daje @, ), to iz poslednje jednacine sistema sledi:
1 :
S,—F. +§mj) + (mgcosa + m)'c'sma)ﬁ =0
r
druga jednacina se moze napisati u obliku:
~F—S8,—my—mxcosa+mgsina =0
Sada prekti¢no treba da re$imo sistem od pet jednacina sa pet nepozantih X, 3, S;, S, i F,. oblika:
5x¥+3ycosa=0
mg(sina — grcos o)~ S, +m(cos a — psin @ )i +2mj = 0
S, =S,+my=0
I . o £
S,—F. +§my + (mgcosa + mxsma)— =0
r
—F,.—S,—-my—micosa+mgsina =0.
1z prethodnog sistema diferencijalnih jednacina odredjujemo izraze za ubrzanja prizme i centra kotira:

6g[(8 + 2,ujcosa +sin a} cosa IOgKg + 2/,1) cosa +sin a}
r r

i j=-

X =

r

75— 6{(8 - 2/1] sin @ + 3 cos a} cosa
’

75 —6[(8—2,ujsina +3cosa}cosa

Iz prethodnih izraza za ubrzanja, zanemarujuéi uticaj klizanja (5 = 0) pri kotrljanju sa klizanjem kotura
po strmoj ravni im otpor trenja (u = 0) pri klizanju tereta po strmoj ravni dobi¢em izraze koje smo drugim
metodama dobili za dinamiku materijalniog sistema sa idealnim vezama, koji je bio tredmet prethodnog
zadataka 1 dobiti iste izraze kao 1 u prethodnom zadatku.

Ostale nepoznate unutrasnje sile u uzadima koje se javljaju u sistemu su:
(55 —12cos’ a)mg sin ¢ (45 —12cos” a}ng sing . _ (40 —12cos’ a)mg sina
75-18cos’ a P 75-18cos’ a bk T 75-18cos’ a
a(e=0)i(u=0).
Moze se primetiti da je sila kotrljanja F,. smatrana nepoznatom silom. Potrebno je to ovde i posebno

S, =

podvudi jer se pri reSavanju zadataka tu vrlo Cesto prave greSke. Naime, sila kotrljanja kotura po strmoj ravni se
javlja kao sila izmedu kotura C1i prizme mora postojati da bi se moglo ostvariti kotrljanje po prizmi. Sila
kotrljanja F,. ne sme se, pri kotrljanu bez klizanja, dovoditi u vezu sa koeficijentom trenja u. izmedu tela, tj.

ch # UcNe
1 uvek je F,. <y N.. Medutim, ako sila trenja dostigne najvecu mogucu vrednost F,. = N onda nastaj

eproklizavanje pri kotrljanju (dodirna tacka izmedu kotura i prizme nije trenutni pol). Sila trenja zavisi, $to

Masinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Predmetni asistent: Julijana Simonovié¢



Mehanika Il — Dinamika X vezba

Str. 20 od 20
pokazuje rezultat) od veli€ina mgi « . Moze se odrediti minimalni koeficijent trenja da pri datim uslovima
(date sile koje dejstvuju na sistem) ne dode do proklizavanja. IzraCunajmo u ovom primeru g .. = 4, u slucaju
kad se zanemare otpor kotrljanja 1 trenje izmedu tereta 41 prizme. Iz jednaine N, =mgcosa +misina se
dobija N,

(81 —24cos’ a)mg cosa
75-18cos’ a
a iz uslova Fo=uNe, sledi
_ 40-120cos’ a ,
* 81-24cos’ &
Ako je u. > u, kotrljanje je bez klizanja.

N, =

ﬂCmin = /u

Iz gornje analize u vezi sile kotrljanja 1 sile trenja izmedu tela pri njthovom medusobnom relativnom
kotrljanju bez klizanja (bez proklizavanja), sila kotrljanja na dodirnoj povrsi je manja od grani¢ne (maksimalne)
sile trenja koja iznosi xN 1 pri reSavanju zadataka silu trenja F), treba smatrati nepoznatom silom. Naravno, ako
se to trazi, mogu se iz jednacine F, = uN odrediti grani¢ne vrednosti od kojih sile £, i N zavise, ukljuCujuéi i
koeficijent trenja klizanja u ,pa da do proklizavanja ne dode.

Sile u leZiStu B odreduju se iz uslova ravnoteZe sila koje dejstvuju na disk B, ukljucujuéi i inercione
sile:

Xy—1p—S cosa+S,cosa=0

Y, - S sina-S§,sima—-mg=0
kako je I, = mi. To za slu¢aj (¢ =0) i (& =0) imamo otpore leZita B
_175- 6(3 +4sin’ a)mg cos’ a
- 75—18cos’ & '

X, =(10—6cosa)m;gsma iy,
75—-18cos” a
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