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PRIPREMA ZA MASINIJADU 2007.
MOGUCI ZADACI I RESENJA SA TAKMICENJA 1Z OBLASTI MEHANIKE
(KINEMATIKE I DINAMIKE)

PRVI ZADATAK . (Kinematika): Disk poluprec¢nika R kotrlja se bez klizanja po cilindri¢noj
kruznoj povrsi polupre¢nika 2R sa centrom u tacki O. Ravan diska je upravna na osu cilindri¢ne povrsi.

Po konturi diska moze da klizi kliza¢ Aza koji je zglobno vezan jedan kraj Stapa AQO,, duZine 2RV2,
dok je drugi njegov kraj O, vezan, takodje, zglobno za nepokretni oslonac na podu, tako da u

posmatranom poloZaju zaklapa ugao « :% sa pravcem normale na spojnu duz OC koja spaja centar

diska 1 tacku prodora ose cilindri¢ne povrsi kroz ravan diska. Ako znamo da se centar diska C pri
njegovom kotrljanju bez klizanja po cilindricnoj povrsSi kreée brzinom V. =cosnt konstantnog

intenziteta, potrebno je u posmatranoj konfiguraciji kinematickog sistema prikazanom na slici br 1,
odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje Stapa AO, .

2

Slika br. 1

RESENJE PRVOG ZADATKA: Na slici 1. a* , b* i c¢* prikazan je plan brzina pojedinih
tacaka diska,C 1 A kao 1 ugaona brzine kotrljanja diska po polukrudnoj povr§i @, 1 ugaona

brzinasopstvenog obrtanja diska oko njegovog centra @, . Tacka dodira diska i krizne cilindri¢ne povrsi
P je trenutni pol rotacije diska pri kotrljanju te je ugaona brzine kotrljanja diska po polukrudnoj povrsi

> SO Vg
"~

Slika br. 1. a* Slika br. 1. b* Slika br. 1. ¢*
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I jednaka je ugaonoj brzini sopstvene rotacije diska oko svoje ose ay. :

VC
o =00 =

Do tog zaklju¢ka mozemo do¢i i na sledeci nacin: Pri kotrljanju diska po cilindricnoj povrsi
trenutni pol se pomeri po luku od P, do P dok se po disku pomeri od tacke Py do P, a to su lukovi
centralnih uglova ¢ i1 9 te vazi:

2Rp=RS
te se disk pri tom kotrljanju okretao brzinom g

W, =8=2¢=2 ;’—;
medjutim s obzirom da se 1 povrs spustala to je diks imao 1 dodatno zaokretanje od ugla ¢, tako da je

ukupan ugao za koji se disk zaokrenuo pri kotrljanju bez klizanja u odnosu na svoj pocetni polozaj
naznaCen na slici 1. a* je 9+ ¢, te je ugaona brzina njegovog sopstvenog obrtanja @, oko svog centra:

: . .V
a)c=a)é+a)g=l9+go=3go=ﬁc=wp

Aklizaca

v

VAstapa

Astapa

Akliz}ca
|

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

-------------------------------------------

Slika br. 1. d* Slika br. 1. e* Slika br. 1. f*

Brzinu tacke Adiska se moze odrediti kao brzina rotacije oko trenutnog pola brzine P ugaonom
. \Y .. .. =~ .
brzinom w; :EC’ ako se zna da je njeno udaljenje od trenutnog pola PA= Rv2 ida pada u pravac

normale na to rsatojanje, te je:
vAdiska = P_A(Up [COS%T — sin% Ij \/_ Ve (\/_ _ Q ]J v, (r B ])

Do istog rezultata mozemo do¢i koristeéi teorijska znanja iz kinematike ravanskih kretanja.
Brzina tacke A diska jednaka je vektorskom zbiru brzine tacke C kao referentne i relativne brzine tacke
Au odnosu na tacku C:

- . —(C e - i -

Vadiska = Ve +V,(A ) =Vcl —Rax | :Vc(l - J)

Brzina vV

astapa taCke A Stapa treba da ima pravac normale na Stap i jednaka je po intenzitetu

proizvodu rastojanja te tacke od ose obrtanja Stapa kroz zglob u tacki O, 1 za sada nepoznate ugaone
brzine @,, obrtanja Stapa oko te ose. Na osnovu toga piSemo:

v :®01(cos%7+sin%ﬂ 2R\/_a)o{\/_ +£JJ:2R0’01(T+J7)

Astapa
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VAinzaca —
" ‘ VAinzaca

A autizacat|

Slika br. 1. 1¥

Slika br. 1. g* Slika br. 1. h*

VAkI izaca V]
B _ Aklizaca

VAstapa

a‘AinzacaT Qi
. AklizacaT|

VAstapa _ A

VAstapa
: A
aAklizac N

aAklizac N ~
aAstapaT

aAdiskzN éAstapaN

Slika br. 1. n* Slika br. 1. p*

Slika br. 1. m¥*

Relativna brzina klizaCa Au odnosu na disk pada u pravac tangente na konturu dikska po kojoj
kliza¢ klizi te se moZe postaviti veza izmedju triju brzina u zacki A, diska klizaca i Stapa: brzine V.,
tacke Aklizaca:

tatke Adiska, brzine V, .. tatke AStapaibrzine V...

VAstapa = VAdiska + VAinya;a

vAstapa = 2Ra)OI(I + J ): VC (I - J )+ VAinzacaj
Iz prethodne vektorske jednacine , odr+ujemo trenutnu ugaonu brzinu @,, obrtanja Stapa oko ose kroz

zglob O, 1relativnu brzinz klizaca:
— VC

2R

dok je relativna brzina klizaca
=2Rawy, + Ve =2V, .

Wo,

VAinzaca

Sada ¢emo pristupiti odredjivanju ubrzanja Stapa. S obzirom da se disk kotrlja konstantnom

. Ve .. , e ..
ugaonom brzinom «, = EC i njegov centar se krece po krugu poluprecnika 3R sa centrom krivine u

tacki O, to ¢e ubrzanje tacke C imati samo normalnu komponentu oko tog centra krivine.
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Ubrzanje tacke A diska odredjujemo pomocu vektorskog zbira ubrzanja referentne tacke diska Ci

relativnog ubrzanja tacke A oko tatke konstantnom ugaonom brzinom ., tako da se javlja samo
normalna komponenta tog relativnog ubrzanja: Na osnovu toga je:

2 2
— = a(c) _ VC - 27 VC - -
A = Acgigay T8, =——=]—Razi =—=%] =3I

Adiska CdiskaN i 3R J C 3R (J )

AdiskaT

Ubrzanje tacke A, pod pretpostavkom da se Stap obrée ugaonom brzinom @, 1 ugaonim
ubrzanjem @y, je:

A pstapa = astapan T Qastapar = 2R\/§wél(cos%7 - sin% Ij + 2R\/§d)01(cos%7 + sin% ])

éAstapa =2R\/§(;/C j (il _£J] ZR\/_ 01[\/—| +£JJ

2 2
V2 - g - i
é:Astapa = ﬁ(‘ - J>+ 2Ra.)Ol(I + J)
Ubrzanje relativnog kretanja klizaca po disku je:

2 2
VAkIlyaca 4VC = =
|+ 8,1 ] = R I+ Qg7 )

Aputizaca — Aautizacan T Aakizacart = —

Sada pomocu vektorskog zbira

aAstapa = a'Adiska + a'Akliyaca
2

2 2
Apstapa = Ye ( - J)+2Ra)01( I+ T)z_v_c(]_?)r)—l__%r—'_azkliﬂ]

2R 3R

2 2 2 2
V—C+2Ra')01 . odakle sledi da je Do, :—va’
2R R R 4R

Ve : Ve L 17v¢
- i +2Ray,, = —3—; + Qi odakle sledi da je Apgisr = — 3RC
Time smo zadatak resili. I da zaklju¢im:

2

Ugaono ubrzanje Stapa je @, =— 141R dok je ubrzanje klizaca A

2
= — _ Ve - -
aAklizaca = aAklizacaN + aAinzacaRT = _ﬁ(lzl +17 J)
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DRUGI  ZADATAK . (Dinamika): Disk mase m, polupre¢nika R kotrlja se bez klizanja po
cilindri¢noj kruznoj povrsi poluprec¢nika 2R sa centrom u tacki O. Ravan diska je upravna na osu
cilindri¢ne povrsi. Po konturi diska moze da klizi kliza¢ Aza koji je zglobno vezan jedan kraj Stapa

AO,, mase M duzine 2RV2 , dok je drugi njegov kraj O, vezan, takodje, zglobno za nepokretni
< .. V4
oslonac na podu, tako da u posmatranom pocetnom poloZaju zaklapa ugao « = 7 sa pravcem normale

na spojnu duz OC koja spaja centar diska i tacku prodora ose cilindri¢ne povrsi kroz ravan diska. Ako
znamo da se centar diska Cu pocetnom trenutku imao brzinu centra V., potrebno je odrediti broj

stepeni slobode kretanja sistema, izabrati generalisane koordinate i napisati izraze za kineticku i
potencijalnu energiju sistema, kao i integral energije sistema.

Koliku je, u pocetnom trenutku imao kineti¢ku energiju taj sistem, a koliku potencijalnu
energiju? Da li mehanizam ogranicava oblast kotrljanja diska po cilindri¢noj povrsi?

SLIKA BR. 2

RESENJE DRUGOG ZADATKA: Iz naznaene konfiguracije sistema na slici 2., kotrljanje
diska je moguuce samo u smeru prema Stapu, ali je to moguce samo u u ograni¢enoj oblasti koju
ogranicavaju geometrijske konacne veze Stapa, diska i cilindricne povrsi. To je vidljivo na slici 2. a* ,
b* 1c* na kojoj je prikazan sistem sa nazna¢enim koordinatama ¢ i ¢ kojim se odredjuje polozaj diska
na cilindri¢noj povrsi 1 u odnosu na Stap. Pri kotrljanju diska po cilindri¢noj povrsi trenutni pol se
pomeri po luku od P, do P dok se po disku pomeri od tacke Pj do P, a to su lukovi centralnih uglova
@i 9 tevazi

2Rp=RS

™ Vadisk

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Zadaci sa MaSinijade Skolska 2006-2007

Str. 6 od 30
te postoji jedna veza izmedju tih koordinata. Polozaj Stapa ¢emo meriti pd njegovog poloZaja u
pocetnom trenutku 1 nazna€imo taj otklon uglom y . S obzirom da kliza¢ vezuje disk 1 Stap, to ¢emo iz

te veze napisati vezu izmedju koordinata @ , 9 i y, postavljajuci geometrijske veze na slici br. 2.

3Rcosp + Rcos(191 + go): R +2R\/§sin(%+wj

3Rsing+ Rsin( + ¢)+ 2Rx/§cos(%+t//j =3R
ili

3cos@+cos( + @) =1+ 2(siny + cosy)

3sing +sin(3 + @)+ 2(cosy —siny ) =3
odnosno

3cosp+ cos(zS’1 + (0)—1 = 2(sin1// + cosz//)

3sin g +sin($ +¢)—3=2(=cosy +siny )
odnosno kada saberemo, odnosno oduzmemo prethodne jednacine dobijamo:

Slika br. 2. a¥ Slika br. 2. b* Slika br. 2. ¢*

siny = %[3(005(0 +sin )+ (cos(9, + @)+ sin(3 + p))— 4]

cosy = %[3(005(0 —sin go) + (cos(&l1 + (p) - sin(191 + (0)) + 2]

cos(3 +@)=1+2(siny + cosy )—3cosp
sin(zS*1 +¢)):3+2(—cosw +sinw)—3sin¢)

Veza iymedju generalisane koordinate ¢ 1ugla v je:

[3+2(= cosy +siny ) —3sin [ +[1+ 2(siny +cosy ) -3cospf =1
Diferenciranjem

2[3 + 2(— cosy/ +sin w) —3sin (p]2w'||(sin W + cos 1,1/) —3@pcos go” +

+2[1+ 2(siny + cosy ) — 3cos ]2y (cosy —siny )+ 3@ sinp] =0
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Iz svega prethodnog zaklju¢ujemo da se radi o sistemu sa jednim stepenom slobode kretanja i za
generalisanu koordinatu biramo ugao ¢ preko koga smo izrazili ostale dve koordinate.

siny = %[3(cos @ +sin go) + (cos(19l + go) + sin(n91 + §0))— 4]

cosy = %[3(cosgo —sin go) + (cos(31 + (p) — sin(3l + (0)) + 2]

Naslici 2. a*, b* ic* prikazan je plan brzina pojedinih tacaka diska,C i A kao i ugaona
brzine kotrljanja diska po polukrudnoj povrsi @, 1ugaona brzina sopstvenog obrtanja diska oko
njegovog centra @ . Tacka dodira diska i krizne cilindri¢ne povrsi P je trenutni pol rotacije diska pri

kotrljanju te je ugaona brzine kotrljanja diska po polukrudnoj povrsi w; :

Ve 3R .
Wy =—=—= 3
PTR R ®
I jednaka je ugaonoj brzini sopstvene rotacije diska oko svoje ose ay. :
Ve .
W =Wp =—=3
c PT R ®

Do tog zaklju¢ka mozemo doci i na sledeci nacin: Pri kotrljanju diska po cilindri¢noj povrsi
trenutni pol se pomeri po luku od P, do P dok se po disku pomeri od tacke Py do P, a to su lukovi
centralnih uglova ¢ 1 4 te vazi:

2Rp=RY
te se disk pri tom kotrljanju okretao brzinom @

o, =9=2¢p= 2;’—;
medjutim s obzirom da se i povr§ spustala to je diks imao i1 dodatno zaokretanje od ugla ¢, tako da je

ukupan ugao za koji se disk zaokrenuo pri kotrljanju bez klizanja u odnosu na svoj pocetni polozaj
naznacen na slici 1. a* je 9+ ¢, te je ugaona brzina njegovog sopstvenog obrtanja @, oko svog centra:

: . .V,
a)cza)(’:+a)g:]9+go:3go:EC:a)P

Diferenciranje prethodnog izraza ’veze izmedju koordinata ¢ i y dobijamo:

W cosy = %[3(1')(— sin @ + cos go)+ (91 + gZ)X— sin(3l + (o) + cos(191 + go))]

Te je ugaona brzina obrtanja Stapa jednaka:

Sada je lako sastaviti izraze za kineticku 1 potencijalnu energiju za Stap i disk:.
Kineticka energija diska je kinetiCka energija rotacije diska oko oce trenutne rotacije kroz pol P
ugaonom brzinom @, =3¢ .Aksijalni moment inercije mase diska za osu kroz trenutni pol je:

Jer :%mRz

KinetiCka energija Stapa je kinetiCka energija rotacije Stapa oko oce rotacije kroz zglob O,
ugaonom brzinom @, =y .Aksijalni moment inercije mase Stapa za osu kroz kroz zglob O, je:

1 , 1 2 )

Jo. =—M?=—M[QRRV2] ==MR
°% 12 12 ( )Z 3
Izraz za kineti¢ku energiju je sada:

1 2 1 2 1 3 2 - \2 1 2 2 .2
E, =5cha)c +5J01§wOl :55mR (3p) +E§MR v
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Promena potencijalne enrgije je rezultat rada sila tezine diska 1 Stapa pri spustanju odnosno

podizanju njihovih centara masa za:
he =3R(1-cosp)

h. =Ry2 [sin(% + y/j - sin(%ﬂ = R[siny +cosy —1]

Izraz za promenu potencijalne energije je:

E, =-mgh; + Mgh;

E.= —3ng(1 —Cos (p)+ MgR[sin W +cosy — 1]

Kako je sistem konzervativan, jer su sile koje dejstvuju na sistem konzervativne — poticu sve od
sopstvene tedine diska i Stapa, te zato vazi teorema koja tvrdi da je ukupna energija sistema konstantna u
toku kretanja sistema 1 jednaka mehanickoj energiji sistema u pocetnom trenutku.

E=E +E, =E,+E, =const
1 3 2 - \2 1 2 2 .2 .
E,+E, =2 MR (3¢) + 3 MR - 3mgR(1 - cos @)+ MgR[siny + cosy —1]= const

gde je veza izmedju koordinata:- generalisane koordinate ¢ iugla v je:

[3 +2(= cosy +siny ) —3sin [ +[1+ 2(siny +cosy ) —3cospf =1
Diferenciranjem

2[3 + 2(— cosy/ +sin 1,//) —3sin go]2l/'/||(sin W + cos l//) —3@pcos go” +

+ 2[1 + 2(sin W + cos z//) —3cos (/)][21/'/(0051// —sin l//) +3@sin (o] =0

U pocetnom trenutku, pocetni uslovi su: (p(O)zO, 1//(0):0, wCT(O)=¢)(O) V_C_a)P_(O)

y(0)= wy,(0)= Ve ®odredjeni u prethodnom kinematickom zadatku), te je ukupna energija sistema u
tom trenutku:

(E +E,) = %ngZ(s(p(o))z +%§MR2¢(0)2 _3mgR(1 = cos 9(0))+ MgR[siny(0)+ cosy(0) 1] = const

13 . 12 ., 3 1 v Y
(E +E,), = EEmR2(3¢(o))2 +§§MR2W(O)2 =5 m +§MR2[§j = const

(Ek+Ep)O:%mv§:const za M =m

TRECI ZADATAK. (Dinamika): Disk mas m, polupreénika R kotrlja se bez klizanja po
horizontalnoj glatkoj povrsi. Ravan diska je u vertikalnoj ravni. Za konturu diska zglobno je vezan
jedan kraj Stapa AB, duzine 2/, mase M dok je na drugom kraju nosi materijalnu tacku mase m .

Slika br.3
RESENJE TRECEG ZADATKA. (DINAMIKA):

Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
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CETVRTI ZADATAK (Kinematika i Dinamika): Sistem prikazan na slici sastoji se od dva

diska polupre¢nika R, masa po 2m, sa centrima C, odnosno C,spojena svema polugama ﬁ i AB

jednakih duzina 2R+/2 i masa po 3m, koji su sa po krajem zglobno spojeni u tacki A za kliza¢ mase
m, koji moze sa klizi brz trenja u vertikalnim vodjicama, dok su im drugi krajevi spojeni zglobno za

odgovarajuci disk 1 to kraj C, Stapa aA za centra prvog diska koji se kotrlja bez klizanja po
horizontalnoj ravni, a kraj B drugog Stapa za obod drugog diska sa centrom u C, koji se kotrlja bez
klizanja po cilindri¢noj kruznoj povrsi polupre¢nika 2R sa centrom u tacki O,. Ravan koja sadrzi oba
diska je upravna na osu cilindri¢ne povrsi. U polozaju prikazanom na slici kada oba Stapa zaklapaju

uglove of po n sa horizontom, a centar C, prvog diska ima brzinu V., =V,1 ubrzanje a., =a,

usmerene nalevo, odrediti:

a* Koliko stepeni slobode kretanja ima sistem? Koje su moguénosti za izbor odgovarajuceg
broja generalisanih koordinata?

b* U naznacenom polzaju odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje drugog diska, kao i brzine
klizaCa 1 ugaone brzine u ugaona ubrzanja Stapoba 1 klizaca.

c* U polozaju nazna¢enom na slici odrediti odrediti kineti¢ku energiju sistema.

d* Kolika je ukupna energija sistema sa kojom se sistem krec¢e ako se zna da je u polozaju na
slici brzina centra C, prvog diska bilav,, =V, ?

e* Da li se ukupna energija kretanja ovog sistema menja u toku kretanja istog?

g* Napisati izraze za kineticku 1 potencijalnu energiju sistema u proizvoljnom polozaju u
funkciji izabrane generalisane koordinate.

Katica( Stevanovic) Hedrih : & Katica(Stevanovic) Hedrih
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I+ =3¢

Katica( Stevanovic) Hedrih

a)T Istapa

Katica( Stevanovic) Hedrih

Katica(Stevanovic)Hedrih

2 Istapa
Wr Istapa

Katica(Stevanovic) Hedrih
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Katica(Stevanovic)Hedrih

PETI ZADATAK (Kinematika i Dinamika):

RESENJE PETOG ZADATKA (Kinematika i Dinamika):

SESTI ZADATAK (Dinamika): Materijalni sistem se sastoji od materijalne tatke N mase M koja se
krece po glatkom kruznom zljebu NN N_O sa centrom u O, polupre¢nika R, koji je urezan u disk polupre¢nika
R, koji se obrée u horizontalnoj ravni, konstantnom ugaonom brzinom @, oko nepomi¢ne ose upravne na povrs
diska i koja prolazi kroz tatku O na njegovom obodu u kojoj se nalazi zglobu, i opruge krutosti C, koja vezuje
materijalnu tacku u proizvoljnom polozaju N na Zljebu sa tatkom O, na suprotnom kraju pre¢nika O_Q naq
obodu diska. Ako materijalna tacka zapocinje kretanje po zljebu iz polozaja N, brzinom V,, kada je opruga

nenapregnuta, odrediti reakciju veze — ukupan pritisak reakcije veze na zljeb u proizvoljnom polozaju u funkciji
koordinate ¢ koja odredjuje njen polozaj na disku.

RESENJE SESTOG ZADATKA (Dinamika):
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SEDMI ZADATAK (Dinamika, analiticka mehanika): Materijalni sistem se sastoji od pet
homogenih diskova i dva tega, od kojih se prvi, homogeni disk A mase 2m i polupre¢nika R kotrlja bez
klizanja po horitontalnoj glatkoj ravni, drugi i peti istih masa i poluprecnika kao prvi, ali u¢vrséeni zglobno u
odgovarajué¢im centrima C,i C,kroz koje prolaze ose upravne na povrsi diskova oko kojih se oni mogu obrtati,

dok su treci i Cetvrti disk, Ni M kruto spojeni i svojim centrima postavljeni na istu osu oko koje mogu da se
zajedno. Na disk A je namotano nerastegljivo uze, koje je prebaceno preko koturoca B i D, dok je njegov
sredi$nji deo namotan na kalem koji ¢ine treci i Cetvrti disk i na drugom kraju je vezano za teret mase 4m koji
moze da klizi po glatkoj strmoj ravni. O osu kalema NM visi teg mase M. Ceo sistem se nalazi u vertikalnoj
ravni. Ako je sistem bio u mirovanju, odrediti ;

a* broj stepeni slobode kretanja i izaberi generalisane koordinate, i pomoc¢u njih odredi koordinate
polozaja svakog od diskova i tehova, kao i brzine istih;

b* izraze za kineticku i potencijalnu energiju sistema;

¢* ukupnu energiju sistema u toku kretanja;

d* diferencijalne jednacine kretanja sistema, koriste¢i Lagrange-ove jednacine druge vrste;

e* sile u delovima uzadi.

f* Ako u pocetnom poloZaju sistem nije bio u miru, nego je imao pocetnu brzinu zadatu pocetnom
brzinom centra prvog diska A, da li ¢e diferencijalne jednac¢ine kretanja sistema biti iste kao u prethodnom?

RESENJE SEDMOG ZADATKA (Dinamika, analiticCka mehanika):

OSMI ZADATAK. Za materijalni sistem prikazan na slici 2. na kojoj su naznaceni
kinematicko-kineticki parametri koturova u obliku homogenih tankih diskova, uz pretpostavku da je
uze nerastegljivo, odrediti:

a* Broj stepeni slobode kretanja sistema i naciniti izbor generalisanih koordinata sistema;

b* Sve koordinate poloZzaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine koturova izraziti pomoc¢u
izabranih generalisanih koordinata sistema,;

c* lzraze za kineti¢ku i potencijalnu energiju sistema; Da li se energija datog sistema menja u
toku vremena 1 toku kretanja sistema? Napisati integral energije sistema; Da li je sistem konzervativan?
Kolika je snaga rada sila koje dejstvuju na sistem?

d* Diferencijalne jednacine sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina
druge vrste. Koliki najmanji broj diferencijalnih jednacina kretanja sistema?

e* Ugaonu brzinu 1 brzinu centra masa diska L.

Slika 2
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RESENJE OSMOG ZADATKA: a* i b* Prvo je potrebno odrediti broj stepeni slobode kretanja
sistema 1 naciniti izbor generalisanih koordinata sistema; Pretpostavicemo da je disk L u pocetnom
trenutku bio u miru, kao 1 da se uze, kojim je vezan za zid, ne sabija pa samim tim uvodimo
ptretpostavku da su koturovi L 1 B nepokretni.
Analiziraju¢i moguénost pokretanja pojedinh delova sistema, vidimo da se kotur oznacen sa D
moze kotrljati niz i uz strmu ravan i da je dovoljno jednom koordinatom odrediti polozaj njegivog centra
C,u odnosu na neki polozaj fiksiran u odnosu na nepokretnu strmu ravan. Usvojimo da je to koordinata

X usmerena paralelno sa strmom ravni i uz strmu ravan. Kako je uze nerastegljivo i vezano za centarC,
tog diska to znaci da se njegov kraj pomera brzinom V., = X, pa 1 celo uZe ima tu brzinu, pa je brzina

tacaka na periferiji kotura A sa nepokretnim centrom C,, jednaka toj brzini X, te je ugaona brzina

okretanja tog diska oko ose kroz njegov centar @, :%, gde je R polupre¢nik tog kotura. Takodje

mozemo odrediti trenutnu ugaonu brzinu kotrljanja diska D uz strmu ravan, oko ose kroz trenutni pol
P, koja iznosi @, = % = R = @, . Nastavljajuci dalje analizu kretanja nerastegljivog uZeta vidimo da
ono nosi disk €iji se centar pomera u vertukalnom pravcu, dok se on kotrlja po nepokretnom delu
nerastegljivog uzeta koje je dalje prebaceno preko kotura B 1 vezano za centar diska L, koji je takodje,
nerastegljivim delom uZeta vezan za nepokretni deo zida, a paralelno drugoj, na desnoj strani strmoj
ravni. Ako analiziramo taj deo uzeta vidimo da je on nepokretan, pa je i centar diska L nepokretan, a
samim tim i1 deo uzeta prema koturu B, §to znaci da i taj kotur miruje. Kako je deo uZeta izmedju kotura
A ikotura K pokretan, te je brzina tacke K iuzeta i kotura v, = X. Brzina tatke P, iuzeta i kotura je
jednaka nuli, jer je ta tacka trenutni pol kotrljanja diska K po uzetu, te nije teSko odrediti brzinu centra

C, koja je jednaka polovini brzine v, = X, jer se tacka K nalazi na dva puta udaljenijem polozaju od
trenutnog pola rotacije kotrljanja tog diska po uzZetu, u odnosu na rastojanje centra masa tog diska C,.

Sada piSemo da je V., = . Trenutna ugaona brzina kotrljanja tog diska oko trenutne ose rotacije kroz

ternutni pol P,, je wp, = \2/—;; = V% = % , ugaona brzina sopstvenog obrtanja kroz osu upravnu na disk
1 koja prolazi kroz njegov centar je jednaka @, = @p, = SR

Na osnovu ove analize zaklju€ujemo da materijalni sistem prikazan na slici 2 ima samo jedan
stepen slobode kretanja i da je dovoljno izabrati samo jednu koordinatu i to koordinatu X koju smo
usvojili za generalisanu koordinatu sistema.

Napomena: Izbor generalisanje koordinate se moze izvesti i na viSe drugih nacina. Naprimer
moguce je uzeti za generalisanu koordinatu i pomeranje centra diska C, u vertikalnom pravcu naprimer

y, 1 onda momocdu nje izraziti sva ostala pomeranja, ili pak ugao obrtanja diska A, naprimer ¢. Ako

postupimo na neko od ovih drugih nac¢ina imali bi smo da je x=2y ili X=Rg ili ¢ = %, Mi smo se
opredelili da za generalisanu koordinatu izaberemo koordinatu X translatornog pomeranja centra C,

dika D i pomocu nje ¢emo dalje reSavati zadatak. Vazno je samo ista¢i da izbor koordinatnog sistema u
kome reSavamo zadatak ne utiCe na svojstva dinamike jer su ona invarijantna u odnosu na izbor
koordinatnog sistema.
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Slika 2. a*

c* Sada nije teSko odrediti izraze za kineticku i potencijalnu energiju sistema. Jer smo u
prethodnoj analizi karaktera pokretljivosti pojedinih materijalnih tela u sistemu zakljucili i sledece:

Disk D izvodi ravansko kretanje jednom rotacijom oko ose trenutne rotacije kroz tacku P, koja
se pomera po strmoj ravni, pa je kineticka energija kretanja tog diska energija rotacije oko ose kroz
tacku P,. Ta kineticka energija je jednaka polovini proizvoda aksijalnog momenta inercije diska za
trenutnu osu rotacije i kvadrata trenutne ugaone brzine oko te ose:

1 1 1 13 ' 3
E :EJPllwél :EJCMa)él +§2ch2~,1 Zzgsz{Ej :mez

Kineticka energija diska A je kineticka energija rotacije oko ose kroz centar diska koji rotira

. . , e X .
ugaonom brzinom a@g;, a koju smo ve¢ odredili: @, = R’ te je:

1 11 ) 1
B, =—Joy 0 ==—2mR*| = | =—mx’
k3 B c3cWes 79 (Rj 5

Disk K izvodi ravansko kretanje jednom rotacijom oko ose trenutne rotacije kroz tatku P, koja
se pomera u vertikalnom pravcu po nepokretnom delu uzeta, pa je kinetiCka energija kretanja tog diska
energija rotacije oko ose kroz tacku P, . Ta kineticka energija je jednaka polovini proizvoda aksijalnog

momenta inercije mase diska za trenutnu osu rotacije kroz P, 1 kvadrata trenutne ugaone brzine
X

We, = Wp, =—— 0ko te ose:
2R

. 2
By = oo =~ Je, 02y + - AMVE, =l§4mR2[ij e
2 2 2 22 2R 4
Vidimo da se kineticka energija diskova D i K moze odrediti kao kineticka energija ravanskog
kretanja tela, a prema Kenigovoj teoremi je jednaka zbiru kineticke energije translaciji brzinom centra
masa kao da se sva masa sazeta u tom centru i kineticke energije rotacije oko ose kroz centar masa
ugaonom brzinom rotacije oko ose kroz centar masa, $to smo i napisali u prethodnim izrazima.
Ukupna kineti¢ka energija posmatranog materijalnog sistema je:
1 1 1 1 11
E. =E,+E,+E, =§Jma);1 +EJP2§a)§2 +5J03§w§3 :%mx2 +5m>'<2 +%m>‘<2 =—mx’
Na tela materijalnog sistema dejstvuju sile tezine sa napadnim tackama u centrima masa

(srediStima tela), koja ¢ine posmatrani sistem. Kako se srediSta masa C, 1 C, diskova D i K pomeraju,
a ostalih miruju to se menja potencijalna energija sistema, koja je jednaka radu tih konzervativnih sila na
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pomeranjima njihovih napadnih tacaka: h;, = Xsina - podizanje i hg, :g.- spustanje, te je rad sila
tezine:
A =-2mgh,, + 4mgh,, = —2mgxsin & + 4mg g =2mg(1—sin a )x

Promena potencijalne enrgije sistema je jednaka radu konzervativnih sila sa promenjenim
znakom:
E,=-A= —2mg(l —sin a)x
Ukupna energuija sistema je:
11 ) 11
E=E +E, :mez —2mg(l-sina)x=E,, + E,, :vag = const

gde v, pocetna brzina kretanja sistema u poc¢etnom trenutku.

Znaci da se ukupna energija datog materijalnog sistema ne menja u toku vremena i u toku
kretanja sistema je konstantna i njena vrednost zavisi od pocetnih uslova, odnosno od pocetne brzine Vv, .

Prethodni izraz koji smo napisali predstavlja integral energije sistema i on se moze napisati samo ako je
sistem konzervativan, $§to je u posmatranom sluc¢aju zadovoljeno. Ukupna snaga rada svih sila koje
dejstvuju na ovaj sistem je jednaka nuli, jer nema promene ukupne energije sistema. Mozemo odrediti
snagu rada pojedinih sila koje dejstvuju na sistem, a to je naprimer snaga rada sila tezine diskova:

dA, . .

—— =2mgsin aV,, = 2mgxsin

dt
dA,

dt

Sledi da je snaga rada konzervativnih sila:

P=P+P,= dA, +Oﬁ=2mg(sina—1)x

dt dt

Snaga rada unutrasnjih sila sistema - sila u uzadima je jednaka nuli, jer se javljaju u parovima. Snaga
rada reakcija veza, otpora strme ravni je jednaka nuli, jer je sila otpora strme ravni upravna na pravac
brzine kretanja centra masa tog diska. Snaga rada sila inercije sistema je jednaka promeni kineticke

energije sistema po vremenu:

=-4mgv., = —4mg g =-2mgx

o, _11
a2
Kako je:

d_Ezd(Ek+Ep) 11

P = :?mXX'—ng(l—sina)X:O

sist dt dt
d* Kako sistem ima samo jedan stepen slobode kretanja njegovo kretanje mozemo opisati
jednom diferencijalnom jednac¢inom za generalisanu koordinatu X . Lagrange-ova jednacina druge vrste
za generalisanu koordinatu X se moze napisati u slede¢em obliku:
d ok, O, N ok,
dt ox ox  oX
te je posle diferenciranja

=0

%mX‘—ng(l—sina)= 0
odakle sledi da je:
4 :
X=—gll-sina
= )

Ovo je diferencijalna jednacina kretanja posmatranog materijalnog sistema izrazena pomocu izabrane
generalisane koordinate. To jednacinu moZemo dobiti i1 iz uslova da je snaga rada svih sila sistema
jednaka nuli, jer je sistem konzervativan, §to smo ve¢ napisali u obliku:
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dE _ d(Ek+Ep) 11

P = =?m)'(5<'—2mg(1—sina))'(:0

sist
dt dt
odakle skra¢ivanjem sa X dobijamo istu diferencijalnu jednacinu, kao i u prethodnom slucaju primene
Lagrange/ova jednacina druge vrste za generalisanu koordinatu X :

4
X=—gll-sina
= )
Time smo odredili ubrzanje centra diska koji se kotrlja po strmoj ravni:
4 .
a., =—g(l-sina)
11
dok je ubrzanje centra C, diska K:
ac, = % g(1-sina)

Ako pak zelimo da odredimo i zakon kretanja, $to se zadatkom nije trazilo, dovoljno je integraliti
dva puta dobijenu diferencijalnu jednacinu pa je:

X':lilg(l—sina)
%Aﬂzﬂﬂzﬁgm—ﬁmﬂi%

x@=%mm_maﬁ%t

Znak * zavisi od usmerenja pocetne brzine centra diska, da li je uz ili niz strmu ravan.
U slucaju da je nagibni ugao strme ravni jednak nuli, kada se disk D kotrlja po horizontalnoj
ravni ubrzanje, brzina 1 predjeni put su:

=t
11

, 4
Vc1(t): X(t)zﬁgtivo
2 o
t)=—ogt" L,
X(t)=—- gt +v,

U slucaju da je nagibni ugao strme ravni jednak %, kada se disk D kotrlja po vertikalnoj ravni,

uz pretpostavku da se odvaja od nje, ubrzanje, brzina i predjeni put su:

X=0
V01(t): X(t): 1V,
x(t) = £v,t

Odakle zaklju¢ujemo da ako je sistem bio u miru osta¢e u miru i ravnotezi, pa nema kretanja. A
ako je sistm dobio pocetnu brzinu, centri masa diskova kretace se jednoliko konstantnim brzinama i to

Vc1(t): X(t): TV, i V01(t):? = iV?O-

Zadatkom se ne traze sile u delovima uzadi, ali ih nije teSko odrediti primenom teoreme o
promeni impulsa kretanja i momenta impulsa kretanja na svaki od diskova, na koje smo dekonponovali
sistem 1 postavili unutrasnje sile u uzadima, kao sile uzajamnog dejstva tih podsistema na sistem.

Drugi opstiji pristup reSavanju zadatka, kada pocetna brzina kretanja

diska L nije jednaka nuli. :
a* 1 b* Ako ne uvedemo pretpostavke, kao u prethodnom, pristupu 1 pretpostavimo da centar C,

diska L ima pocetnu brzinu koja je usmerena niz strmu ravan i iznosi V,.; onda zadatak moramo
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reSavati posmatrajuci sistem sa dva stepena slobode kretanja. Zato ¢emo analizirati pokretljivost
pojedinih tela — diskova i pokazati da sistem tada ima dva stepena slobode kretanja u jeddnoj fazi
kretanja, a jedan kada se ostvari dejstvo jednostrano-zadrzavajuce veze.
Prvo je potrebno odrediti broj stepeni slobode kretanja sistema i naciniti izbor generalisanih

koordinata sistema;

Analiziraju¢i moguénost pokretanja pojedinh delova sistema, vidimo da se kotur oznacen sa D
moze kotrljati niz i uz strmu ravan i da je dovoljno jednom koordinatom odrediti polozaj njegivog centra
C,u odnosu na neki polozaj fiksiran u odnosu na nepokretnu strmu ravan. Usvojimo da je to koordinata

X usmerena paralelno sa strmom ravni 1 uz strmu ravan. Kako je uze nerastegljivo i vezano za centarC,
tog diska to znaci da se njegov kraj pomera brzinom V., = X, pa 1 celo uZe na tom delu do kotura A sa
centrom u C, oko koga se obrée, ima tu brzinu, pa je brzina taaka na periferiji kotura A sa

nepokretnim centrom C,, jednaka toj brzini X, te je ugaona brzina okretanja tog diska oko ose kroz

. X . Y . y .
njegov centar g, = R’ gde je R poluprecnik tog kotura. Takodje moZemo odrediti trenutnu ugaonu

brzinu kotrljanja diska D uz strmu ravan, oko ose kroz trenutni pol P, koja iznosi @, = V—Fc\)l = % =@y, .
Nastavljajuéi dalje analizu kretanja nerastegljivog uZeta vidimo da ono nosi disk ¢iji se centar pomera u
vertukalnom pravcu, dok se on kotrlja po delu nerastegljivog uzeta koje je dalje prebaceno preko kotura
B 1ivezano za centar diska L, koji je takodje, nerastegljivim delom uZeta vezan za nepokretni deo zida,
a paralelno drugoj, na desnoj strani strmoj ravni. Ako analiziramo pokretljivost tog dela uzeta od kotura
B do kotura L, koji je dalje vezan nerastegljivim uzetom za nepokretni zid V , te mozemo do¢i do
slede¢ih zakljucaka: taj deo uZzeta je jednostrano-zadrzavajuca veza, pa se i centar diska 1 disk L ne

mogu kretati naviSe uz tu strmu ravan, dalje nego $to je domet dela uzeta C,V , ali ako je taj deo uzeta

savitljiv kotur bi se mogao pokretati kotrljaju¢i se niz tu strmu ravan, pa ¢emo zato pretpostaviti da je
njegvo kretanje moguce u tom pravcu i oznaci¢emo pomeranje njegovog centra C; paralelno strmoj

ravni sa Y, kako je to naznaceno na slici. Pri tome postavljamo uslov da je ta koordinata uvek veca ili
jednaka nuliy>0, i da zbog jednostrano zadrzavajuée veze ne moze biti manja od nule

y

(suprotnosmerna). Ugaona brzina kotrljanja diska L niz strmu ravan oko trenutnog pola P, je @y, = e

Kako je taj deo uzeta prebacen preko koturu B, $to znaci da u slu¢aju moguceg kretanja diska L
niz strmu ravan tacke na njegovoj konturi imaju periferijsku brzinu y, a ugaona brzina obrtanja tog

diska B oko ose kroz njegov nepokretni centar C, je a, :%. U slucaju kada bi disk L mirovao,

onda bi i disk B mirovao. Medjutim treba ispitati koji se od ova dva slucaja javlja. Zato polazimo od
pretpostavke da sistem ima dva stepena slobode kretanja i za generalisane koordinate biramo koordinate
X 1 Yy, koje merimo od naznacenih polozaja na slici, pri ¢emu koordinatu y merimo od polozaja u

kome je deo uZeta C.V zategnut, pa je ograni¢enje za tu koordinatu y(t) >0 1 y(o) >0.

Kako je deo uzeta izmedju kotura A ikotura K pokretan, te je brzina tactke K, 1 uZzeta i kotura
Via = X, dok je deo uZeta izmedju kotura K1 kotura B pokretljiv brzinom Yy, te je brzina tacke K;,
jenaka v, =y Brzina tacke P, kotura, koja se nalazi u preseku normala na brzine v, =X 1 Vg =Y 1

duzi koja spaja vrhove vektora tih brzina, kao Sto je prikazano na slici, koja je trenutni pol brzine
ravanskog kretanja tog diska, je jednaka nuli. Znaci ta tacka je trenutni pol ravanskog kretanja diska K

. L P . - o . X—Y
po uzetu, te nije teSko odrediti brzinu centra C,, koja je jednaka polovini razlika tih brzina v, = Ty ,
Sto nije teSko dokazati iz sli¢nosti trouglova:
Vka _ Voo _ Vke
a a-R 2R-a
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odnosno
X_Veo __ Y
a a-R 2R-a
Iz prethodnog dobijamo da je:
X y . o .
PR (2R-a)x=ay a(x+y)=2Rx
_ 2RX
(x+y)
Na osnovu prethodnog sledi da je:
X X 2RX X—-y
(x+y)
Trenutna ugaona brzina rotacije tog diska oko trenutne ose rotacije kroz ternutni pol P,, je
O, =%= aVEZR = Z;Kia = ZEX = X2+Ry , a to je i ugaona brzina sopstvenog obrtanja oko ose
(x+y)
C . . .. X+Yy
upravne na disk 1 koja prolazi kroz njegov centar je jednaka @, = @,, = R

Na osnovu ove analize zaklju¢ujemo da materijalni sistem prikazan na slici 2 ima dva stepena
slobode kretanja, ako to jednostranozadrzavaju¢a veza dozvoljava, ili samo jedan stepen slobode
kretanja, ali je to potrebno 1 dokazati.

Napomena: Izbor generalisanih koordinata se moze izvesti i na viSe drugih nacina. Naprimer
moguce je uzeti za generalisanu koordinatu i pomeranje centra diska C, u vertikalnom pravcu naprimer
Z, 1 onda pomocu nje izraziti sva ostala pomeranja, ili pak ugao obrtanja diska A, naprimer ¢ . Mi smo
se opredelili da za generalisane koordinate izaberemo koordinatu X translatornog pomeranja centra C,
diska D 1koordinatu y pomeranja centra diska L i pomoc¢u njih ¢emo dalje reSavati zadatak. Vazno je

samo istac¢i da izbor koordinatnog sistema u kome reSavamo zadatak ne uti¢e na svojstva dinamike, jer
su ona invarijantna u odnosu na izbor koordinatnog sistema.

\J
B V\ 2m,R
“ ‘o‘ N Y
i dM N
T a Wcy )
y
! = Des L
_ , y
KA _h KB g\?)

Slika 2. a*

c* Sada nije teSko odrediti izraze za kineticku i potencijalnu energiju sistema. Jer smo u
prethodnoj analizi karaktera pokretljivosti pojedinih materijalnih tela u sistemu zakljucili i sledece:
Disk D izvodi ravansko kretanje jednom rotacijom oko ose trenutne rotacije kroz tacku P, koja

se pomera po strmoj ravni, pa je kineticka energija kretanja tog diska energija rotacije oko ose kroz
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tacku P,. Ta kinetiCka energija je jednaka polovini proizvoda aksijalnog momenta inercije mase diska
za trenutnu osu rotacije i kvadrata trenutne ugaone brzine oko te ose trenutne rotacije:

] 1 1 13 Y 3 .
Ey, :EJplga)gl ZEJCICa)él +52mvé1 =552mR2(E) =5mx2

Kineticka energija diska A je kineticka energija rotacije oko ose kroz centar diska koji rotira

. . , o X .
ugaonom brzinom @;, a koju smo ve¢ odredili: @, = R’ te je:

1 11 Y 1
Ek3 :EJC3§CU£3 :Easzz(Ej :mez

Disk K izvodi ravansko kretanje jednom rotacijom oko ose trenutne rotacije kroz tacku P,, ili

pak jednom translacijom brzinom centra C, masa diska Vv, = Ty 1 jednom rotacijom oko ose kroz

. X+y e .. . .
centar masa C,, ugaonom brzinom ., = @, =2—Ry, pa je kineticka energija kretanja tog diska

energija rotacije oko ose kroz tacku P, .ili jedne translacije i jedne rotacije. Ta kineticka energija je
jednaka polovini proizvoda aksijalnog momenta inercije mase diska za trenutnu osu rotacije kroz P, 1
kvadrata trenutne ugaone brzine oko te ose, ili zbiru poluproizvoda :mase diska i kvadrata brzuine centra

C, masa diska v, = Tyl poluproizvoda aksijalnog momenta inercije mase diska za osu kroz centar

diska 1 kvadrata ugaone brzine @., = @,, = % relativnog obrtanja diska oko ose kroz centar diska:
1 » 1 ,» 1 )
E, = EJnga)Pz = Echga)cz + E4mvcz
. <\ 2 . <\ 2
Ek2 :l4m u +ll4mR2 ﬂ
2 2 22 2R

E,, = %m(3>’<2 +3y7 +2%y)

Vidimo da se kineticka energija diskova D i K moze odrediti kao kineticka energija ravanskog
kretanja tela, a prema Kenigovoj teoremi je jednaka zbiru kineticke energije translacije brzinom centra
masa, kao da je sva masa sazeta u tom centru i kineticke energije rotacije oko ose kroz centar masa
ugaonom brzinom rotacije oko ose kroz centar masa, §to smo 1 napisali u prethodnim izrazima.

Na sli¢an nasin odredjujemo kineticku energiju diska B, koji rotira oko svoje ose kroz centar C,

y

ugaonom brzinom @, = R

1 11 N1
vy =~ ety :__2m(lj = Emyz

2 22 R
dok je kineti¢ka energija diska L
1 1 1 13 ,(yY 3 .
Es = EJpsgwgl = EJcsga)és + Emv(z:s = Ezmrz[?j = Zmyz

Ukupna kineti¢ka energija posmatranog materijalnog sistema je:
E,=E.+E.+E;+E,+Eg

1 1 1 1 1 !
E, ZEJPM(O@1 +E4mvé2 +§chgw§2 +5Jc3gw§3 +5Jc4ga)é4 +EJP5§(0§5
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3 1 1 1 3
E, = =mx’ +—m3%x* +3y> + 2%y J+ —mx* + —my* + =my’
K75 4 ( y y) > 5 y 4 y

1 , . -
E, = Zm(l IX? +8Y° +2%y)
Na tela materijalnog sistema dejstvuju sile tezine sa napadnim tackama u centrima masa
(srediStima tela) koja ¢ine posmatrani sistem. Kako se srediSta masa C, i C, i C,diskova D i K
pomeranju, a ostalih miruju to se menja potencijalna energija sistema, koja je jednaka radu tih
T .. .. . . « . . . X—
konzervativnih sila na pomeranjima njihovih napadnih tacaka: h., = Xxsina - podizanje, h., = Ty -
spustanje i h., = ysin £ - spustanje, sa promenjenim znakom, te je rad sila tezine:
. X—
A =-2mgh,, +4mgh., — mgh., = -2mgxsina + 4mg 5 y

+ mgysin S

A= 2mg(l — sina)x — mgy(2 — sin,B)

Promena potencijalne enrgije sistema je jednaka radu konzervativnih sila sa promenjenim
znakom:

E, =—A=-2mg(1-sina)x + mgy(2 —sin 3)

Ukupna energuija sistema je:
E=E +E, = %m(l 1% +8Y° + 2%y )— 2mg (1 - sin & )x + mgy(2 — sin ) = E,,, + E,, = const

d* Kako sistem ima dva spena slobode kretanja njegovo kretanje mozemo opisati dvema
diferencijalnim jednacinama za generalisanu koordinatu X i generalisanu koordinatu y. Lagrange-ove

jednacine druge vrste za generalisane koordinate X i1 Y se moze napisati u slede¢em obliku:
d ok, OE, ok,

+ 0
dt ox ox  ox
iéEk _ aEk + 6Ep :0
dt oy oy oy
te je posle diferenciranja
11

?mx+%my—2mg(l—sina):0

4my+%m5<'+ mg(2 —sin B)=0
odakle sledi da je:

1%+ § =4g(1-sina)
8§ + X =-29(2 —sin S)

y=4g(1-sina)-11x
X =-29(2—sin B)-8y

11X+ =4g(1-sina)
—22g(2—sin B)-88y + y = 4g(l—sina)
—87y =229(2 —sin B)+4g(l -sina)
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8y + % = —2g(2 —sin j)
32g(1-sinar)—-88% + % = —2g(2 —sin j)
—87% =-329g(1—sinar)—-2g(2 - sin j)

o 32 o . 2 o
X—87g(1 sma)+87g(2 sin 3)

y:—%g(Z—sinﬁ)—%g(I—sina)<O

. 22 : 4 .
y= {E g(2—sm,6’)+§g(l—sma)}t + Ve

y(1)=—| 2 g2 —sing)+ L gli—sine) |5 4yt >0
87 87 2
Potreban uslov da bi ovakvo kretanje bilo moguce je da je u svakom trenutku ispunjen uslov
22 . 4 . t
Voes 2| —0(2—-sinB)+-—gll-sina)|—=
2| Zg-sing) L ol-sina) |}

Sto znaci da se ovakvo kretanje moze ostvariti ako je pocetna brzina V. centra masa diska L takva da

je ispunjen prethodni uslov. I takvo kretanje, kotrljanje diska L niz strmu ravan, bi se ostvarilo za vreme
dok brzina kretanja njegovog centra mase V. ne postanje jednaka nuli, v, (‘[1 ) = y(tl) =0 u trenutku:

t = VOCS
22 . 4 .
—g(2-sinfB)+ —gll-sinx
S g2-sing)+ o li-sina)
u kome bi brzina postala jednaka nuli. Za to vreme centar diska L, C, je preSao put niz strmu ravan

y(t1)= % . (Vocs) Z ' >0
2[879(2—s1nﬂ)+879(1 —s1na)}

U tom trenutku vremena t otpoCunje kotrljanje diska Luz stu strmu ravan naviSe istim negativnim
ubrzanjem

y=—%g(Z—sinﬁ)—%g(I—sina)<0

pa je tada promena puta od vremena:

y= —{% g(2—sinﬂ)+%g(l —sina)}t

2 4P (Voes)
y(t)=—[—9(2—sm,8)+—g(1—sma)}—+ pes >0
87 87 2{;39(2—sinﬂ)+8479(1—sina)}

jer je za ovu fazu kretanja —kotrljanja diska naviSe pocetna brzina njegovog centra jednaka nuli, ali je
pocetna koordinata ,
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2
)=y e .
2l —g(2-sinf)+—gll-sinx
2 g-sinp)+ o all-sina)
Ova faza kretanja se odvija dok se disk ne vrati u pocetni polozaj odredjen koordinatom y(tz) =0, koji
je odredjen sa:

t

y(t,)- _%g(z_sm ﬂ)+%g(l—sina)}?+ 2[ (Vocs) o

éig(Z—sinﬂH;g(l—sina)}
te je
t2 — VOCS

[39(2—sinﬂ)+8479(1—sina)}

To je vreme jednako vremenu spustanja —kotrljanja diska L niz strmu ravan. Kada dodje u pocetni
polozaj, dejstvuje jednostrano zadrZavajuca veza, pa se dalje sistem ponaSa kao sistem sa jednim
stepenom slobode kretanja.

Ako je pocetna brzina kretanja centra masa V., =0 kotrljanja diska L jednaka nuli, onda se

sistem sa ovom jednostrano zadrzavajuéom vezom ponasa kao sistem sa jednim stepenom slobode
kretanja, kao §to smo u pocetku i uveli pretpostavku 1 posmatrali samo tu fazu kretanja sistema.

DEVETI ZADATAK (Dinamika, analiticka mehanika, teorija sudara). Za materijalni sistem
prikazan na slici 2. na kojoj su naznaceni kinemati¢ko-kineti¢ki parametri koturova u obliku homogenih tankih
diskova, uz pretpostavku da je uze nerastegljivo, odrediti:

a* Broj stepeni slobode kretanja sistema i naciniti izbor generalisanih koordinata sistema;

b* Sve koordinate poloZaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine koturova izraziti pomocu
izabranih generalisanih koordinata sistema;

c* lIzraze za kineticku i potencijalnu energiju sistema; Da 1i se energija datog sistema menja u toku
vremena i toku kretanja sistema? Napisati integral energije sistema; Da li je sistem konzervativan? Kolika je
snaga rada sila koje dejstvuju na sistem?

d* Diferencijalne jednacine sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina druge
vrste. Koliki najmanji broj diferencijalnih jednacina kretanja sistema?

e* Ugaonu brzinu i brzinu centra masa diska L .

Slika 8
RESENJE DEVETOG ZADATKA (Dinamika, analiticka mehanika, teorija sudara).

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Zadaci sa MaSinijade Skolska 2006-2007
Str. 23 od 30

Slika 8. a*, b* c* d* i e*

Prvo je potrebno odrediti broj stepeni slobode kretanja sistema i naciniti izbor generalisanih koordinata
sistema.
Analizirajuéi moguénost pokretanja pojedinh delova sistema, vidimo da se kotur oznaden sa D, moze

kotrljati niz i uz strmu ravan i da je dovoljno jednom koordinatom odrediti polozaj njegivog centra C, u odnosu
na neki polozaj fiksiran u odnosu na nepokretnu strmu ravan. Usvojimo da je to koordinata X, usmerena paralelno
sa strmom ravni i uz strmu ravan. Brzina tog centra C, je V., = X,. Dalje, snaliziraju¢i moguénost pokretanja
centra C, kotura, koji je oznagen sa D, vidimo da se i on mozZe kotrljati niz i uz strmu ravan i da je dovoljno
jednom koordinatom odrediti poloZaj njegivog centra C, u odnosu na neki polozaj fiksiran u odnosu na
nepokretnu strmu ravan. Usvojimo da je to koordinata X, usmerena paralelno sa strmom ravni i uz strmu ravan.
Brzina tog centra C, je V., = X,, sve dok je rastojanje izmedju centara diskova C, i C,, manje od ¢, onog
trenutka kada postane jednako 7, dolazi do pojave udarnog impulsa kada se menjaju brzine tih centara, kao da je

doslo do sudara kugli i one dobijaju odgovarajuc¢e odlazne brzine, koje su onda pocetne brzine za narednu fazu
kretanja sistema.
Kako je uZe nerastegljivo i vezano za centarC, tog diska to zna¢i da se njegov kraj pomera brzinom

Ve, = X,, pa i celo uze ima tu brzinu, pa, ako je poCetbna brzina tacaka na peruferiji tocaka D, sa nepokretnim
centrom C,, jednaka pocetnoj brzini V., = R@,,;, onda je i brzina svih tadaka na periferiji tog diska jednaka

brzini zategnutog uzeta koje je vezano za centra C, diska na strmoj ravni i prebaceno preko kotura D, i jednaka

toj brzini X,, te je ugaona brzina okretanja tog diska oko ose kroz njegov centar @, :EZ, gde je R
poluprecnik tog kotura. Kako je uze dalje vezano za teg, to su brzina i polozaj tega odredjeni koordinatom
X; =X,,kaoi

V, =X, = X,. Pri ovome smo pretpostavili da je deo uZeta od centra diska C,, koje je prebaceno preko kotura
D, i vezano za teg, uvek u zategnutom stanju, kao i da su u pocetnom trenutku ugaona brzina obrtanja diska
kotura D, i pocetna brzina kretanja tega kompatibilne sa pocetnom brzinom V.,,, odnosno da vazi

Vegr = Raggs = V-
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Takodje mozemo odrediti trenutnu ugaonu brzinu kotrljanja diskova D, i D, uz strmu ravan, oko ose kroz
: o Vor X Ve, X
trenutni pol P,, odnosno P,, koja iznosi @p, = R = ) = W, 0dnosno wp, = R = R =g, .

Znaci da materijalni sistem, prikazan na slici, 1.a* u najopstijrm sluaju moze imati u pojedinim
fazama kretanja sistema i Cetiri stepena slobode kretanja, ako pocetni uslovi kretanja koturova i tega nisu
kompatibilni, saglasno prethodnoj analizi. Ako pak pretpostavimo da su pocetni uslovi takvi, kako samo
ith definisali u prethodnom tesktu, tj da u delu veze nerastegljivim uZetom od centra C, diska preko

kotura D, do tega A nema proizvoljnosti u po€etnim polozajima i pietnim brzinama i da vazi uslov

kompatibilnosti brzina V., = Ra,,; =V,,, pri ¢emu je taj deo uzeta uvek zategnut i nerastegljiv, onda sistem
posmatramo kao sistem sa dva stepena slobode kretanja.

U opstem slucéaju, uz pretpostavke da sistem ima dva stepena slobode kretanja, kao S§to je to
prikazano na slici 1.b* 1 kao takav dopusta sledece sli¢ajeve pocetnih uslova prikazanih na slikama c* ,
d* i e*, tj. Da su pocetne brzine centara diskova istosmerne, ali da je pocetna brzina centra onog diska
koji prethodi drugom u smeru 1 pravcu pocetnih brzina sa manjom pocetnom brzinom, dok za slucaj
suprotnosmernih pocetnih brzina usmerene jedna ka drugoj nije potreban taj uslov. Nisu mogu¢i pocetni
uslovi sa suprotnosmernim pocetnim brzinama spolja, ako su centri kugli u pocetnom trenutku na
maksimalnom rastojanju koje dozvoljava nerastegljivo uze duzine /,koje vezuje centre C, i C, diskova
na strmoj ravni. Ako su pak pocetne brzine centara diskova C, i C,jednake i jednako usmerene, ili pak
ako je ceo sistem bio u miru, dok su svi delovi uZeta zategnuti, a rastojanje izmedju C, i C, jednako
¢, , onda sistem moZemo proucavati pomocu modela sa jednim stepenom slobode kretanja.

Zato kao generalisane koordinate sistema biramo dve koordinate X, 1 X, koje merimo od
poloZaja centara diskova kada su ti centri C, 1 C, diskova na strmoj ravni na maksimalno mogu¢em
rastojanju jednakom /. 1 usmeravamo ih naviSe uz strmu ravan, kao §to je to naznaceno na slici 1.b*.
Polozaj tega je odredjen koordinatom X, = X, . 1 meri se od referentnog poloZaja naniZe, jer je uze koje
vezuje centar C, diska i teg, a prebaceno je preko kotura sa centrom u C,, kao $to je to naznaceno na
slici 1.b*, kao 1 na ostalim ¢*, d* i e*, koje pokazuju 1 razliCite slu¢ajeve smera i pravca pocCetnih brzina
centara C, 1 C, diskova.

Sa uvedenim pretpostavkama koje nas navode da posmatramo sistem sa dva stepena slobode kretanja,
kineticka i potencijalna energija se mogu opisati slede¢im izrazima:

1 1 1 1
E, :E‘]Pla)gl +EJP20)§2 +§Jc3a)é3 +Ekmv/§

. N2 . \2 . \2
E, :lészZ Ll +132mR2 % +llsz2 %2 +lkm>'<22
22 R 22 R 22 R 2
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1 2
E, = Em[Sxf +x2(k+4)]
Na tela materijalnog sistema dejstvuju sile tezine sa napadnim tackama u centrima masa (sredistima tela),
koja ¢ine posmatrani sistem. Kako se sredista masa C, i C, diskova D, i D, pomeraju, a centar masa treceg
diska mirujem, dok se centar masa tega spuSta za X; =X, to se menja potencijalna energija sistema, koja je
jednaka radu tih konzervativnih sila na pomeranjima njihovih napadnih tataka: h., =X sina - podizanje i
he, = X,sina i h, =X, .- spustanje, te je rad sila teZine:
A =-2mgh,, —2mgh,, + kmgx, = —2mg(x, + X, )sin & + kmgx,
A = -mg[2x,sina + X, (2sin & — k)]
Promena potencijalne enrgije sistema je jednaka radu konzervativnih sila sa promenjenim znakom:
E,=-A
E,= mg[2x, sina + X,(2sina — k)]
Ukupna energuija sistema je:
E=E +E, =const

1 2 . . 1
E +E, = Em[.%xl2 + % (k +4)]+ mg[2x, sin e + x,(2sina —k )] = Em[3véOl V(K +4)]
gde su Vg, 1 Vg, pocetne brzine kretanja sistema u poCetnom trenutku, dok su za pocetne koordinate usvojene

nulte vrednosti, pri ¢emu je rastojanje centara diskova C,C, =/, ..

S obzirom da je sistem konzervativan u svakoj od faza kretanja, jer su veze idealne to diferenciranjem po
vremenu prethodne jedna¢ine mozemo dobiti dve diferencijante jednacine kretanja, po izjednaavanju sa nulom

koeficijenata uz X; i X, odakle sledi da je:
m[3% %, + %,%, (k + 4)]+ mg[2x, sina + X, (2sine —k)] =0
3%, +2gsina =0
%,(k +4)+ (2sina —k)g =0
odnosno:
X = 2 gsina
3
. (2sine —k)g
X, = -
(k +4)

Do istog sistema diferencijalnih jednacina se moye doci I polo¢u Lagrange’ovih diferencijalnih jednacina druge
vrste:

d oE, _0E, , O,

dt ox, Ox,  OX
odakle sledi je:

3mX, +2mgsina =0

m¥,(k +4)+ (2sina —k)mg =0

Sto daje sistem diferencijalnih jednacina u obliku:
" 2 .
Xl = —g gsma

. (2sine —k)g
X, =
(k +4)
¢ime smo dobili i ubrzanja kretanja centara diskova.
Posle integraljenja ovih differencijalnih jednacina dobijamo sledece jednacine za brzine i koordinate
centara diskova koji se kotrljaju uz ili niz strumu ravan:
Brzine centara diskova su:
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. 2 .
Vc1(t): Xl(t): 3 gtsina + Ve,

ch(t) = Xz(t) = _W Ve

Polozaji centara diskova su:
Xei ()= x,(t) = —% gt’sina + Vot + X,
(2sina — k)gt?
t)=x,(t)=-
)= ) - 2K

u kojima su konstante Vi, 1 V¢, poCetne brzinei X1 X,, pocetne koordinate za pojedine vremenske intervale

+ Vol + Xp,

kretanja sistema.
Za prvi period kretanja sistema pocetni uslovi su:
Pocetne brzine naka su usmerene suprotnosmerno , kao na slici 1.e* i neka su istog intenziteta:

Veor = Veor
Veor = Ve
dok su obe coordinate u podetnom trenutku jednake nuli: X, =0i X, =0, onda su zakoni promene brzina i

koordinata u obliku:
Brzine centara diskova u funkciji od vremena su:

. 2 .
Vc1(t): Xl(t): 3 gtsina + Ve,

Ve, (t) = %,(t) = —M 3

V,
(ra) o
Polozaji centara diskova u funkciji od vremena su:
1 .
Xci (t) =X (t) = 3 gt’ sina + Ve t

2sina —k)gt?
Xcz(t): Xz(t):_( SI;(T(K+4))9 + Vet

Do sudara diskova koji se kotrljaju ce doci kada je: x(t,)=x,(t,)+ ¢, u trenutku vremena t,. Na

osnovu toga pisemo:

L otsi 2sina —k)gt?
XCl(tl): Xcz(tl )+ fo= —ggtf sina + Vel = _( Sl;-l(Z+ 4))g Vel + 4,
2sina —k)gt} 1 -
( s1;1(iz+4))9 i —ggtf sina + (Veg, = Ve )ty — £y =0
(2sina—k) sina| .,
2(k +4) - 3 ot + (VC01 _VCOZ)tl —4,=0
[3(2sina—k) 2(k +4)si
S I v R R
6sina —3: —Zzl(ilj)a —8sina}gt12 + (ch —vcoz)t1 —0,=0
k(3 +2sina)+ 2si
( SSlzn(lfl 4) Sma}gtf - (V001 _VCOZ)tl +4,=0
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3(k +4) _ ) k(3 +2sina)+2sina
t) = Veor = Veor )T 4| WVeor — V. -/ Kako
1(1,2) g[k(3+2sina)+2sina] ( col coz) \/( col coz) 9 3-2(k +4) g
postoje dva korena pozitivna to ima samo jdva reSemja:
. 3(k+4) Voo, ~Veos )F | (Voyy =Vers F = k(3+2sina)+2sina g !> 0samo ako
" glk(3+2sina)+2sine] |V " " coroemi 3-2(k +4)
je Veor > Veo
Brzine prvog sudara kugli su tada:
) 2 .
Vc1(t1) = Xl(tl) = 3 ot sina + Vg,
2(k +4)si _ k(3 + 2si + 2si
VC](tl): - [k(3+gsina))sfl2asina]{(vcm _Vcoz)"‘\/(vcm _Vc02)2 _Zg[ ( 351;('(31 4) sma}g}_k\/ml

. 2sina —K)gt
VCZ(tl): X2(t1): _%_\/002

3(k+4)42 k _ k(3+2si + 2si
VCZ(tl)_ ( ( )( sina - ) {( c01_Vcoz)+\/(Vc01_Vcoz)2_€9|: ( 381211(53_4) Sma:|g}_vcoz

k+4)k(3+2sina)+2sina|

Odlazne brzine tela (kugli) posle centralnog sudara, koji se deSava u ovom slucaju , kada je koeficijent

sudra l? su u obliku slede¢ih izraza:

sl )

m,

wm+a=wmwﬁﬂQW@»wmm

Impuls sudara u ovom slucaju je

Kewg = ml(vl (to + T)_Vl (to )) == mm+mm (1 +k XV (to ))

U slucaju da je sistem bio u miru, sistem posmatramo kao sistem sa jednim stepenom slobode kretanja za

slucaj dovoljno velikog K .
Sa uvedenim pretpostavkama koje nas navode da posmatramo sistem sa jednim stepenom slobiode

kretanja, X, = X, = X, kineticka i potencijalna energija se mogu opisati slede¢im izrazima:

1 1 1 1
= :E‘]leél +E‘JP2(0;2 +§Jc3a)é3 +5kmv/§

. 2 . 2 2
Ek:léz R’ +L3omre[ %]y Ll el X +lkmﬁ
22 R 22 R 22 R 2

E, = %m[3>’<f + % (k+4))= %m(k + 7K

Na tela materijalnog sistema dejstvuju sile tezine sa napadnim tackama u centrima masa (sredi§tima tela),
koja ¢ine posmatrani sistem. Kako se sredista masa C, i C, diskova D, i D, pomeraju, a centar masa treceg

diska mirujem, dok se centar masa tega spuSta za X, =X, to se menja potencijalna energija sistema, koja je
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jednaka radu tih konzervativnih sila na pomeranjima njihovih napadnih tagaka: h., =X sina - podizanje i
he, = X,sina i h, =X, .- spustanje, te je rad sila teZine:

A =-2mgh,, —2mgh, + kmgx, = —2mg(x, + X, )sin & + kmgx,

A = -mg[2x sina + x,(2sina — k)]

A =-mg (4sina - k)Xl
Promena potencijalne enrgije sistema je jednaka radu konzervativnih sila sa promenjenim znakom:

E,=-A
E,= mg(4sina —Kk)x,
Ukupna energuija sistema je:

E=E +E,=const

E +E,= %m(k +7)% +mg(4sina —k)x = const

Diferencijalna jedna;ina kretanja materijalnog sistema je tada:
m(k +7)%, +mg(4sina —k)=0
(k+7)% +g(4sina —k)=0
Ubrzanje sistenma je:

% =—g (4sina —k)
1 (k+7)
Zavisnost brzine i puta od vremena suC

)50 2

xa<t>=xcz<t>=xA<t>=x1<t>=-gtz<4;i(E—§;)k>

Smer kretanja I smer brzine kretanja zavise od odnosa K mase tega u odnosu na mase koturova:
Ako je kK > 4sina kretanje tega je naniZe, a kotrljanje koturova uz strmu ravan je navise i obrnuto,

DESETI ZADATAK: Sastavi sam zadatak na osnovu slike

Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
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JEDANAESTI ZADATAK:Tekst zadatka. Homogeni kruzni disk mase M , polupreénika r,
kotrlja se bez klizanjnja niz glatku strmu ravan duzine /, nagibnog ugla « , koja prelazi u idealno glatku
cilindri¢no polukruznu povrs polupre¢nika R, kao Sto je prikazano na slici. Za vreme kretanja disk ne
napusta vertikalnu ravan, koja je prikazana na slici 1 sadrzi presek sa strmom ravni i cilindri¢no
poluc¢ruznom povrsi.
U pocetku kretanja, kada je disk bio na gornjem kraju strme ravni, centar diska je dobio pocetnu brzinu
V, paralelnu strmoj ravni. Odrediti:

a* Ubrzanje i1 brzinu centra diska u proizvoljnom poloZaju na strmoj ravni, kao i ugaonu brzinu
sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar;

b* Silu otpora kotrljanja diska po strmoj ravni kao i silu pritiska na ravan u proizvoljnom
polozaju;

c* Brzinu centra diska u poloZaju prelaska sa strme ravni na polukruznu povrs , kao i ugaonu
brzinu sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar u tom polozaju;

d* Brzinu centra diska u proizvoljnom poloZaju na polukruznoj povrsi, kao i ugaonu brzinu
sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar u tom polozaju;

e* Silu otpora kotrljanja diska u proizvoljnom polozaju na polukruznoj povrsi, kao i silu pritiska
na tu povrs.

f* Koje uslove treba da zadovolje kineticki i geometrijski parametri sistema, te da disk moze da
dospe u najvisu tacku D kotrljajuci se po polukruzno cilindickoj povrsi?

g* Jednacinu putanje i zakone kretanja diska po napustanju povrsi, kao u domet u pravcu
horizontale na nivou polozaja napustanja polukruzno cilindricke povrsi.

<, r

e

“o] & <
S

Mo C; ,W r

™ _ ' 4
A\ 7 N ’
B ’ \:E 3 "3 “\ v -
a)PB I/I \ I ' P a)P

Mg l F(Dk Mg

RESENJE JEDANAESTOG ZADATKA:

Diferencijalnu jednacinu dinamike —ravanskog kretanja diska niz strumu ravan mozemo
predstaviti kao kotrljanje bez klizanja po strmoj ravni i to rotacijom oko trenutnog pola P u dodiru diska
1 strme ravni. Ta tatka P je trenutni pol i pomera se niz strum ravan isto toliko koliko 1 centar diska, ali
s obzirom na simetriju diska aksijalni moment inercije diska za trenutnu osu roracije upravnu na disk i
kroz trenutni pol rotacije je uvek jednak 1 iznosi:

Jpr =Jdc, +MP° :%Mr2

Kotrljanje diska po strmoj ravni predstavlja ravansko kretanje tela pod dejstvom aktivne sile
sopstvene tezine diska i pod dejstvom veza (strama rava u prvom delu puta, polukruzna povrs§ u drugom
delu puta i slobodno od veza ravansko kretanje diska u tre¢em delu puta), pa sistem u prva dva dela puta
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ima jedan stepen slobode kretanja, dok kada napusti veze ima dva stepena slobode kretanja. Zato za prvi
deo puta kada se kotrlja bez klizanja po strmoj ravni za generalisanu koordinatu na tom delu puta
usvojimo koordinatu &. kretanja centra diska C paralelno strmoj ravni na odstojanju r od nje, kao Sto je

to naznaceno na slici. Od aktivnih sila dejstvuje sila tezine Mg, a od pasivnih reaktivnih se javlja

normalna komponeta otpora F strme ravni kao idealne veze i jedna tangencijalna komponenta koja

predstavlja silu otpora kotrljanja Ifk . Obe ove komponente prolaze kroz trenutni pol P i moment tih sila

za trenutnu osu rotacije diska kroz pol P je jednak nuli. Na osnovu teoreme o promeni momenta
impulsa kretanja za trenutnu osu rotacije kroz pol P je:

dl:P _ '\7] G
dt i

odnosno

Jp 0, = Mgrsina
gde smo sa @, oznacili ugaonu brzinu obrtanja diska oko trenutne ose rotacije, a kako je brzina centra
diska

Ve =¢c = Tap
to diferencijalnu jednacinu kretanja dobijamo u obliku:

éMrz‘f—C = Mgrsina

2 r
odnosno

£ = 2 gsina

<3
Integraljenjem prethodne jednacine dobijamo jednadinu promene brzina i jednacinu puta u slede¢em
obliku:
. 2 .

Ve =& =§gtsma +V,

gde je v, pocetna brzina kretanja centra diska, a t vreme.

1 .
£ = ggt2 sina +V,t

Neka je duzina strme ravni X,; = ¢ onda je lako odrediti vreme za koje ¢e se disk dokotrljati do polozaja
B.
3.\/0 (- 3.6 _0
gsina  gsina
¢iji su koreni

2
tg, =— 3\{0 + SYO + 3.€
’ 2gsina 2gsina gsina

t? +

Resenje prethodne jednacine sa znakom minus ne zadovoljava jer vreme mora da tece unapred, tj. da je
pozitivno, te je resenje:

2
3v, kY4 3v
ty = - - -
2gsina gsinad 2Qsina
te je brzina v centra diska kojom on dospeva u polozaj B
2
: 2 . 3v, 3¢ 3v,
Veg =6cg == 0sina - +— - +V,
3 2¢gsina gsina 2gsina
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3, Jz | 12(gsina

Veg =& —Egsina
ce &3 (2gsin0¢)2

2¢gsina

Znaci da je brzina kojom disk, koji se dokotrljao do polukruzne povrsi, u istu, ulazi sa brzinom centra
jednakoj vrednosti:

Ves = s =4(Vs +§£g sin

To je i pocetna brzina kretanja centra diska za kotrjanje po polukruznoj povrsi.

Sledec¢a faza kotrljanja diska po polukruznoj povrsi je takodje ravansko kretanje krutog tela pod
dejstvom veza pa sistem ima jedan stepen slobode kretanja, jer se to kretanje, kao i po strmoj ravni moze
predstaviti obrtanjem oko trenutne ose rotacije, koja uvek prolazi kroz dodirnu tacku P diska i
polukruzne povrsi, a iako se ta tacka pomera, aksijalni moment inercije za tu osu diska je isti kao i u
prethodnom slucaju, te je

Jpr =Jdc, +MP° :%Mr2

Sada za generalisanu koordinatu kretanja pogodno je uzeti ugao ¢ koji zaklapa poteg oC povucen

kroz centar diska C1i centar polukruzne povrsi O, a koji merimo od potega OB - centar polukruzne
povrsi polozaj diska B ulaska u isti.

Kako se brzina Vs centra diska C moze posmatrati kao periferijska brzina pri obrtanju oko
centara polukruzne povrsi O, ugaonom brzinom ¢ na rastojanju R—r, kao i rotacija ugaonom

brzinom @, oko trenutne ose kroz dodirnu tacku P diska i polukruzne povrsi na rastojanju r jednakom
poluprecniku diska to piSemo:
V.=(R-r)p=ra,

te je

Od aktivnih sila na disk i na ovom delu puta dejstvuje sila tezine Mg, a od pasivnih reaktivnih

se javlja normalna komponeta otpora I%,N strme ravni kao idealne veze i jedna tangencijalna komponenta
koja predstavlja silu otpora kotrljanja If(pk . Obe ove komponente prolaze kroz trenutni pol P i moment

tih sila za trenutnu osu rotacije diska kroz pol P je jednak nuli. Na osnovu teoreme o promeni
momenta impulsa kretanja za trenutnu osu rotacije kroz pol P je:

dt F
odnosno
Jpgcf)P = —Mgrsin(p - a)
% Mr? E(/) =—Mgr sin(go - a)
r
Sad diferencijalnu jednac¢inu kretanja - kotrljanja diska mozemo da napiSemo u obliku:
. 29 .
+———=sinlg-a)=0
® 3(R _ r) ((0 )

1 to je nelinearna diferencijalna jednacina. Istu mozemo da integralimo tako §to ¢emo je prvo pomnoziti
sa 2¢dt =2d¢, Sto daje:

.. do 49 .
290t —— + ——— —a)dp=0
T o L
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Posle integraljenja u granicama brzina centra diska od polozaja B, u kome je ¢ =0 1 brzina v;, koju

smo odredili na delu kotrljanja diska po strmoj ravni, pa do poloZaja odredjenog uglom ¢, mozemo da
piSemo:
@ =@p + 49 [cos(¢p — ) —cosa]
® 3(R-r)

a kako je

R-r., vy &g 1 [, 4
WOy = =2 =2 =— |V +—/gsina
PB ; 2 r ; RTINS g

to sledi da je:
@[cos((p —a)—cos a]

vi=R-ry¢’ =v; +§€gsina+

Kada je disk pri kotrljanju u proizvoljnom polozaju na polukruznoj povrsi.
Kada disk dospe u polozaj D, u kome je ¢ = 7 njegova brzina je odredjena slede¢im izrazom:

8g(R-r)
3

Da bi disk dospeo u taj polozaj, potrebno je da pocetna brzina centra diska bude takva da u tom
polozaju sila pritiska diska na polukruznu povrs ne bude jednaka nuli pre tog polozaja. Zato je potrebno
odrediti silu protiska na jednostranu vezu koja dejstvuje na disk — na polukruznu povrs.

Da bi smo odredili tu silu veze, odnosno silu pritiska potrebno je da napiSemo jednacCine
dinamicke ravnoteze diska u stanju kotrljanja po polukruznoj povrsi, koriste¢i jednaine ravanskog
kretanja krutog tela, preko kretanja centra masa i relativnog kretanja oko centra masa i to u sistemu
prirodnih koordinata kretanja diska :

* za tangencijalni pravac na putanju kretanja centra diska

dv

M d_té =-F,« —Mg sin(p — o)

* za radijalni pravac na putanju kretanja centra diska
2

M var =F,—Mg cos(p—a)

v2

o = CcCoso

v, +§€g sina —

* za relativno kretanje diska oko centra masa:
I poslednje odredjujemo silu otpora kotrljanja diska po polukruznoj povrsi u obliku:
- e % _MrPR-r_. M

_ _Mr_
o= S 0= (R=r)ps
jer je
- ~ R-r.
a)éza)P:Tgp’

UnoSenjem sile otpora kotrljanja u prvu jednacinu, kao imajuci u obzir da je vg = (R - r)(p dobijamo:

MR -r)p= —%(R —r)p—Mgsin(p - a)
odakle sledi:

o+ 3(?3 r)sin(go—a):o

Ova jednacina je identi¢na sa onom koju smo dobili piSuéi jednacinu kotrljanja diska oko trenutne ose
rotacije 1 iz koje smo odredili brzinu u obliku:

4g(R-r)
g : [

vi=R-r)¢’ :V§+§€g sina + cos(p—a)-cosa]
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Sada nije teSko odrediti silu otpora polukruzne povrsi, niti pak silu kotrljanja diska po
polukruznoj povrsi.

2
Fan=Mg cos(p—a )+ M RVE ,

v. Mg
Fyo=M—"—+—"7cos(p—a)+
w R-r 3 [ lp-a)

sina —4cosa
R-r

F = —%sin((p - a)

ok

Kada disk dospe u polozaj D, u kome je ¢ = 7 njegova brzina je odredjena na slede¢i nacin:

8g(R—r)
3

Dok je u tom polozaju D sila uzajamnog pritiska veze 1 diska:

4
2 2 - : _
Vip =Vo + 3 {gsina cosa

2
|:¢ND=|\/|V_0+m —llcosa + sina |[>0
R-r 3 R-r
2
Yoy Mg’ sina>11Mgcosa
R-r 3(R-r)

3v; +4g/sina > 11g(R - r)cosa

Na granici D kada je sila pritiska jednaka nuli, minimalna brzina s kojom disk dolazi do
polozaja D, a da se ne odvoji od jednostrano zadrzavajucée veze je:

Vi = 9(R—r)cosa
a to ostvarljivo za odnos kineti¢ko.geometrijskih parametara u obliku:

3v2 +4glsina =11g(R—r)cosa

Ako je odnos kinetickih parametara

3v2 +4g/sina <11g(R—r)cosa
tada ce disk napustiti nezadrzavajucéu vezu, kruzno cilindricku povrs i nece dospeti u polozaj D .

Ako je zadovoljen uslov, da disk dospe u polozaj D, onda on zapocinje treéu etapu svog
kretanja, kao slobodno telo koje vr$i ravansko kretanje 1 ima tri stepeni slobode kretanja, dve translacije
u ravni kretanja i jednu rotaciju oko ose upravne na ravan diska kroz njegov centar masa. Znaci da sada
kao slobodno telo koje vrsi ravansko kretanje ima tri stepeni slobode kretanja i izabra¢emo za tri
generalisane koordinate koordinate njegovog centra X i Vs 1 ugao 195 relativnog kretanja - obrtanja

oko njegovog centra. Imajuci u vidu da se sada disk kre¢e samo pod dejstvom sile sopstvene tezine Mg 1

pocetnih uslova, koji su pocetna brzina njegovog centra masa i ugaona brzina obrtanja oko centra masa
jednaki onima koje je dobio u poloZaju D kada je napustio jednostrano zadrzavajucu vezu — polukruznu
povrs. Analizirajud¢i, kvalitativno, kretanje u ovoj trecoj etapi slobodnog ravanskog kretanja diska
njegov centar ¢e izvoditi kosi hitac u bezvazduSnom prostoru, i jednu sopstvenu rotaciju. Koriste¢i
jednacine ravanskog kretanja piSemo sledece tri diferencijalne jednacine:

M)'('8 =0

MYS = _Mg
o9 =0
Sa pocetnim uslovima: Brzinom lansiranja

8g(R-r)
3

1 jednom ugaonom brzinom sopstvenog obrtanja.
Pa su komponente pocCetne brzine u pravcima horizontale 1 vertikale::

Vi, =V, + %Kg sina — cosa = Vé (t, =0) pod uglom «
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%-(0)= \/voz +%€g sina —@cosa cosa

y5(0)= \/vj +%€g sin —@cosa sina

dok je pocetna ugaona brzina sopstvenog obrtanja:

Vi 2 - :
W~ = .2 Z\/V_OﬂLi{gsina—Mcosa =5z=9:(t2_0)
r r 3r 3r ¢ ¢

Konacne jednacine kretanja u ovoj trecoj deonici puta diska su:
%<(t) = %-(0) = const

y§(t): —gt+ yC:(O)
8(t)= 9-(0)= const

x<(t)= % (0)
V=9 +y.ox

'95 (t) = '95 (O)t
I konacno jednacine kretanja diska po napustanju jednostrano zadrzavajuée veze za zadate
pocetne uslove:

Xé(t)= t\/vg +§£g sin —@cosa cosa

2

y=(t)= —g%+'[\/vo2 +§Eg sina —@cosa sina

¢

2 —
G- :t\/v—o—i-iﬁg sinx —Mcosa
¢ r 3r 3r

Najveci domet je kada sentar diska dospe u tacku K, a to je kada je:

C

2 J—
y-(t)= —g%+t\/v§ +§£g sina —@cosa sina =0
odakle sledi da je:

t, =§\/V§ +§€g sina —@cosa sina =0

paje:
2

X (tK)= 2{V—°+§Esina —Mcosa}cosasina

on

g

Drugi nacin reSavanja delova zadatka. Ako se traze samo brzine u naznac¢enim polozajima, a
ne i sile otpora veza, moze se koristiti teorema 0 odrzanju ukupne energije sistema, jer je kretanje —
kotrljanje diska pod dejstvom sile teZzine konzervativni sistem, jer u kretanju ne dejstvuju
nekonzervativne sile, te je ukupna energija sistema u svakom trenutnu kretanja diska konstantna i
jednaka onoj na pocetku kretanja.

E(t)+E,(t)=E,+E,, =const
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Kako disk po strmoj ravni izvodi ravansko kretanje njegova kineticka energija po Koenig-ovoj
teoremi jednaka je zbiru kineticke energije translatornog kretanja brzinom centra masa i kineticke
energije relativnog kretanja oko ose kroz centar masa (rotacije). Na osnovu toga 1 pethodno izabranih
generalisanih koordinata za svaki od delova puta, mozemo napisati:
Izrazi za kinetiCke energije diska, koji se kotrlja po strmoj ravni:

1 1 1 3.

E, :EMvé +5cha)é =EJP4a)§, =ZM§§
3

Eo :ZMVg

Promena potencijalne energije diska, koji se kotrlja po strmoj ravni je rezultat promena po visini
polozaja centra mase diska:

E,=0

E, =—Mgx; sina
Na osnovu teoreme o odrzanju ukupne energije konzervativnog sistema pri kotrljanju diska po strmoj
ravni sledi

3 ) . 3 2

E.+E, =ZM§C — Mgx, sina ZZMVO = cosnt

te je:
2 =2 2 4 :

Ve =&; =V, +§gxC sina
Iz prethodnog je lako odrediti brzinu centra diska u plozaju napustanja strme ravbi i prelaska na
cilindri¢nu polukruznu povr§ zamenom &, =/:

Veg = Eog = 4|V +§zg sin

Za deo kretanja kotrljanja, bez klizanja diska po polukruzno-cilindri€noj povrsi vazi teorema
odrzanju ukupne energije sistema. Kineticke energije u polozaju prelaska diska sa strme ravni na
polukruzno-cilindri¢énu povrs, 1 u proizvoljnom polozaju na njoj su:

1 1 1 3 1 4 . 3 4 .
= =§MV(2:B +§cha)éB :EJpga); =ZMr2r—2(V§ +§£g s1na)=ZM(V§ +§€gsmaJ
_1 2 1 2_1 2_3 2R_r.2_3 2 .0
Ek5_EMVG—I_EJE{COCN_EJﬁCwﬁ_ZMr (T(D —ZM(R—I’)(/)

Umesto izraza za potencijalne energije, mozemo uzeti u racun promenu potencijalne energije
pri prelasku od polozaja prelaska diska sa strme ravni na polukruzno-cilindri¢nu povrs, do proizvoljnog
poloZaja na njoj, jer se potencijali odredjuju sa tacnoS¢u do jedne aditivne konstante i uvek mozemo
jedan nivo proglasiti za nulti, te je:

A cBEp =B —Ep= —Mg(R - r)[cos((p— a)— cosa]

Sada je za taj deo puta kotrljanja diska po polukruzno-cic¢imdrickoj povrsi:

Fe+Ec=Fe+Ay,cE,+Ep :%M(R—r)z(pz —~Mg(R-r)cos(p—a)-cosa]+E,, =

CB/C
=Ep+Fp= 3M (Vé +i£g sinaj+ Ee
4 3
odakle sledi da je:
(R-rf¢’= (vg + %Eg sin aj +§g(R —r)cos(¢ — ) - cosa]

a to predstavlja isti izraz koji smo ve¢ dobili prethodnim postupkom:
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cos(¢p—a)—cosa].

Mehanika II1 — Dinamika - Kinetika
4 g (R - r) [

=(R—r)2gb2 =V, +§€g sina +

O o

\Y

Zadatak 12. Kuglica mase m bacena je iz tacke O, poc¢etnom brzinom V,, koja sa horizontalom

gradi ugaoa 1 udari u vertikalni glatki zid Ay, 1 posle odbijanja prode kroz svoj pocetni polozaj O.
a* Odrediti rastojanje a pocetnog poloZaja materijalne tacke od zida, ako se zna da je koeficijent
sudara (uspostavljanja) k.
b* Posle sudara sa horizontalnim podom u tacki O, pri ¢emu se moZe usvojiti isti koeficijent
sudara i odbijanja u koju tacku vertikalnog zida ¢e udariti? Da li je ta tacka na viSem ili nizem poloZzaju

od tacke udara u prethodnom sudaru sa istim zidom?
Otpor vazduha zanemariti u oba slucaja.

o < a N
~ 7
Slika 3.
a* Kuglica ¢e udariti u vertikalni zid brzinom v, pod uglom &, koji ¢ini tangenta povucena na
njenu putanju sa normalom udara, a odbi¢e se pod uglom f. Obe su putanje parabole pa mozemo

Resenje:
smatarti da je parabola povratne putanje parabola kosog hica pocetne brzine Vv, 1 elevacionog ugla £.

Konaéne jednacine kretanja dinamicke tacke po zakonu kosog hica su:

X=Vtcosa
y :VO'[sinoz—Egt2

pa je putanja pre udara:
2

Ox
= xtga — >
y=xga 2v;

1 odnos projekcija brzina na pravac ose X:

cos’ o

Vv, cos@ =V, cosa.

Vreme dostizanja tacke A dobija se iz uslova:
a

ga

X=a pasledi: t, = .
V, cosa
Vv, sina — gt
g =tga—— .
V; cos” a

Tangens ugla 6 je: tg0 = % =

Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
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k= |V2 cos ,6|
|V1 cos 9|
pa sledi odnos pocetnih brzina i elevacionih uglova kosog hica pre udara 1 posle udara :
V, cos f# = —kv, cos@ = —kv, cosx .

Jednacina putanje kosog hica posle udara je:
2

%k

2vicos’ B
1z uslova zadatka da kuglica posle odbijanja prode kroz svoj pocetni polozaj O(a,—b) sledi sistem
jednacina:

Yi =X 'tgﬂ

2

ga
—b=a-t - 9=
9 2V3 cos’
ga’
b-a-tgag—— &
J 2v; cos’ a

sabiranjem ovih jednacina sledi veza:

tga+tgﬁ=%( 1 ]

2 2 2 2
2 (vycos"a Vycos” fB

Kako za kosi udar kugle o vertikalni zid vazi odnos: k = % pa sledi relacija:

tga+wzg( ! + ! j

k  2{vicos’a k’vcos’a

1 kako je:
tg 0= tg o — %
V, cos” &
sledi trazena vrednost:

2
a :Lsin(Za).

g(1+k)
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Zadatak 13. Primer translatornog kretanja sistema promenljive mase — Kelijev lanac ( A. Kayley
1857. godine je prvi resio jedan problem sa kretanjem tela promenljive mase.).

Neka se na horizontalnoj povrsi nalazi lanac specificne mase p;, po jedinici dudine dimanzija
ML m jedinice [kgm‘l] , dok jedan deo, nepoznate duzine z visi od ivice horizontalne povrsi u
vertikalnom pravcu. Ako si sve tacke lanca dobile pocetne brzine v, usmerene u pravcu srednje linije
lanca, odrediti jednacinu kretanja lanca 1 njene integrale.

| - /-1 V=17
2 2
V_ V_
Z z z :
9 2
A A
y dz y dz
G G
/ AL AL AL LA LSS A A S

Zadatak 13 - Primer 1* Ukupna masa lanca je: M, = p,./, deo mase lanca na horizontalnoj
ravni je M hor(t) = p,in(ﬁ - Z), a dela koji visi u vertikalnom pravcu je M, (t) = p“nz(t) , dok je teZina tog
dela lanca koji visi u vertikalnom pravcu je: G, (t) =M, . (t)g = p,ingz(t), 1 predstavlja aktivnu silu koja

dejstvuje na lanac 1 pored pocetne brzine lanca uzrok je kretanju lanca, po horizontalnoj povrsi 1 u
vertikalnom pravcu. S obzirom da se deo lanca u vertikalnom pravcu uvecéava, tako da mu se dodaje
prirastaj po duZini u vertikalnom pravcu , a pri tome brzina relativnog pripajanja novi masa se odvija sa
relativnom brzinom jednakom nuli, W(t) =0.

Sada koristimo jednac¢inu MeS¢erskog ya slu€aj kada je relativna brzina Cestica koje se pripajaju i
odvajaju jednaka nuli

WH)=0, Yy =-V(1), %{M V() =F(t)

Brzina kretanja lanca je:v=2. Sada mozemo da napiSemo dve jednaCine dinamike delova lanca u
horizontalnom pravcu ¢ija se masa smanjuje, i dela koji visi u vertikalnom pravcu ¢ija se masa uvecava:

M (M0} =50)

%{M e OV(D)} = =S (1) + Gy

gdeje S (t)unutraénj a sila u lancu na prelazu lanca iz horitontalnog u vertikalni pravac. Zatim unosimo
odredjene mase i1 aktivnu silu, koje smo odredili u prethodnoj analizi, te dobijamo:

qilen(r-22]=s0)
%[p"nz(t)i(t)] =-S(t)+ py,02(t)

Iz prethodnih jednac¢ina naznac¢enim diferenciranjem dobijamo:
pnltz =22 —22)=5(t)
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Pin (Z'Z' + 22): _S(t)"‘ Piin9z
Sabiranjem ovih dveju jednacina dobijamo sledecu:

PinlZ = pn 92
ili
Z— 9 z=0
1
koja je hiperbolicka i ima karakteristi¢nu jednacinu
29
14

Ciji su koreni 4, , = +\/§ 1 Cije reSenje je;

= ACh t\/7+ BSh t\/7

u kome su A i B integracione konstante koje se odredjuju iz po€etnih uslova. Kako nam je poznato da
je u pocetnom trenutku brzina kretanja lanca bila v, to nije teSko odrediti nepoznate konstante A 1 Bu

slede¢em obliku:

A:O,B:vo\/Z
9

te je zakon kretanja lanca

Sl s
g 14

Zadatak 13 - Primer 2* Ukupna masa lanca je: M= p;./, deo mase lanca na horizontalnoj
ravni je M, (t)= o, (¢ —2) i smatramo da se skupljen u jedan kup, koji smatramo nepokretnim i da se
od njega odvaja deo lanca koji se krece u vertikalnom pravcu. Masa dela koji visi u vertikalnom pravcu
je M, (t)=p,z(t), dok je tezina tog dela lanca koji visi u vertikalnom pravcu
G, (t)=M,..(t)g = p,,,02(t), i predstavlja aktivnu silu koja dejstvuje na lanac, i pored pocetne brzine

lanca, uzrok je kretanju lanca, u vertikalnom pravcu. S obzirom da se deo lanca u vertikalnom pravcu
uvecava, tako da mu se dodaje prirastaj po duzini u vertikalnom pravcu , a pri tome brzina relativnog
pripajanja dodatnih masa se odvija sa relativnom brzinom jednakom nuli, W(t) =0.

Sada koristimo jednac¢inu MeScerskog ya slucaj kada je relativna brzina Cestica koje se pripajaju i
odvajaju jednaka nuli

W(H)=0, v, =-v(t), Sim ()= F ()

Brzina kretanja lanca u vertikalnom pravcu je:v = Z. Sada moZemo da napiSeno jedna¢inu dinamike dela
lanca koji visi u vertikalnom pravcu 1 u tom pravcu se krece, pri cemu se njegova masa uvecava:

{wﬁMﬂ e

Iz prethodne jednacine naznacenim diferenciranjem dobijamo:
(22 +2%)=gz
Ta jednacina predstavlja Kelijevu jednacinu. Sada uvedimo smenu
u=2°
¢ijim diferenciranjem dobijamo:
dudz .,

2i7=U=———=1U
dz dt
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1 unoSenjem u dobijenu Kelijevu jednacinu istu transformiSemo na linearnu diferencijalnu jednacinu
prvog reda oblika:

u’+gu:2g,
z

koja je oblika
u'+P(zu=0Q(2)

Opsti integral ove Kelijeve jednacine je:
u=72>= eIPdZ{JQeIPdZdz + C}

Dalje rac¢unanjem dobijamo

u=2>= e‘ﬁt‘l{j‘zgejidzdz + C} =g {2gje2‘“dz + C}: gz’ {2gj'e1‘”2dz + C}

o 1 z’
u=2"=—429g—+C
z 3
Ako je duZina dela lanca u vertikalnom pravcu i u pocetnom trenutku bila jednaka z, 1 taj deo
lanca dobio pocetnu brzinu V,, onda nije teSko odrediti nepoznatu konstantu:

=2 0z L
0 3 0 Zé
dakle sledi da je:

c-viz; -2 gz
te je prvi integral dinamike Kelijevog lanca:
7 = %g(z —7,)+V2

ili

i :\/ég(z —2,)+V,

u obliku zavisnosti brzine od pocetne duzine lanca. U faznoj ravni (Z, Z')to je jedna parabola.Prethodna

relacija je diferencijalna jednacina, koja razdvaja promenljive, te je mozemo napisati u slede¢em
diferencijalnom obliku:

2
4 d[2—20+3;\/()J 2\ s
T R g

—|z-z,+=2 27+

2 . 2 v |29 29
— Z—17,)+V — — -0
\/39( 0) 0 \/39\/2 Z0"'2g

Posle integraljenja prethodne diferencijalne forme za zadate pocetne dobijamo vezu izmedju duzine dela

lanca u vertikalnom pravcu i vremena u slede¢em obliku:
z

1 1 1

2\2 2 \2 2 \2
t_t0:2 i Z—ZO+% - i Z_ZO+% _ _3\/0
29 29 29 29 29

Zy

ili konacno:

2 2 \2
z:zo—%+ 1 2—g(t—to)+ Mo
29 |2V3
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Vidimo da se radi o paraboli¢noj zavisnosti izmedju duZzine vertikalnog dela lanca i vremena dinamike
sistema.

Zadatak 13 - Primer 3.. Veliki broj malih kockica, ¢ija je ukupna masa m ¢ini materijalni
sistem diskretnih materijalnih tac¢aka i lezi na ivici stola ustanju mirovanja, kada konstantna sila F
pocinje da dejstvuje, na ovaj materijalni sistem, paralelno sa ravni stola, kako je na slici 1 prikazano.
Odrediti brzinu kretanja ovog materijalnog sistema u funkciji koordinate X - duZine niza za slucaj:

a) da je povrSina stola hrapava i da je koeficijent trenja izmedu kockica i stola z,

b) da je povrsina stola idealno glatka

Kolika je ova brzina kada polovina svih kockica padne sa stola?

X L—x

— [ I I I I T T T 1]]

Slika 1.

Resenje:
Postavljeni zadatak se odnosi na materijalni sistem promenljive mase. Zato, ozna¢imo masu
jedinice duzine niza materijalnih tacaka posmatranog sistema, odnosno linijsku gustinu, sa

p = % ,ondaje m(t)=(L—-x)p".

Sada moZemo da koristimo jednacinu MeSc¢erskog za slucaj kada je relativna brzina Cestica, koje
se pripajaju iili odvajaju jednaka nuli

Wt)=0, Vi =-V(t), %{M (N} =F ()

Brzina kretanja lanca kockica u horizontalnom pravcu je: X Sada mozemo da napiSeno
jednacinu dinamike dela ostatka lanca kockica na horizontalnom stolu, koji ostaje po odvajanju kockica
koje odpadaju.

Posto je relatuvna brzina odvajanja kockica jednaka nuli diferencijalna jednacina bice oblika:

4 (L-x)%)= F - plg(L— ¥,

dt
ili u obliku:
p'(L=x)%=p%* = F = pg(L - x)u
odnosno
o X F g
L-x pL-x)
Sada uvedimo smenu
u=x*
¢ijim diferenciranjem dobijamo:
.., . dudx
2XX=U0=——=2Xu
dx dt
Te unosenjem u prethodnu jednacinu istu transformiSemo na oblik:
, u 2F
u-2 =— -20u
L-x p'(L-x)

Ova jednacina je linearna prvog reda oblika

u'+P(x)u = Q(x)
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Opsti integral ove jednacine je:
u=x>= e_IPdX{IerpddeJrC}

U nasem slucaju je:

2 3F
P(X)=—— i =——-2
Dalje racunanjem dobijamo
ejﬁdx _ g 2n(lx) _ 1 i e_Iédx — @2in(Lx) _ (|_ _ X)2

(L-x)
Ztim unozenjem u prethodni izraz za odredjivanje reSenja dobijamo:

TR {f Fd ‘X)zd”c}
u=x = (L—lx)2 {j:?":(;f X)—zgy(L—x)ﬂdHC}

" 1 3F , 2 ;
= — 2 (L=xP+Zgu(L-x) +C
X (L_X)Z{ ) ,( X) +3g ( X) + }

Ako su pocetni uslovi takvidajeza t =0, x = 0,X = 0 mozemo odrediti integracionu konstantu u
obliku:

2
Ly | 20 3
odakle sledi da je:
2
C =L,(9F —4p'gul)
6p

Te je kvadrat brzine kretanja lanca kockica, pri kontinualnom otpadanju ¢estica preko stola:

. 1 3F 2 L ,
¢ = ol w2 04|

(L—x} | 20
Odnosno:
12 L—x\’ L—x)’
= = ) oF| =2 yapgu| —2| +(9F —4p'guL
6p,(|__x)z{ [ i j + pg#( - j+( pou )}

ili

Za X = % , dobijamo:
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X = 32, {9F[1—ﬂ+4p'gyl{%—1}

X = 6L/),{27F ~14p'gul}

lliza u=01 x:%,dobijamo

W = oOF
20
Zadatak 13

- rimer 4. Homogeni lanac duzine 1, slika 2, ¢ija je masa jedinice duzine p', visi vertikalno
zategnut pri cemu je njegov drugi kraj vezan za tacku A. Lanac se pusti da slobodno pada. Odrediti
veli¢inu sile reakcije u tacki A kao funkciju predenog rastojanja X .

Slika 2

ResSenje:
Sistem je sa promenljivom masom, pa ¢e se reSavati pomocu elementarne teorije Mescerskog za

. .. .. . .- X . c qev- X
sistem promenljive mase. Na slici posmatramo dva dela lanca, jedan duzine 5 1 drugi dizine L +E_ X.

Mase i tezine tih delova su:

X . (X

Mlzpa 1 Mzzp(L—Ej
X . , X
GIZMlg:ng 1 GzzMzg:Pg(L_Ej

Na delu savoja lanca dejstvuju unutrasnje sile u lancu, a na drugi dejstvuje sila otpora F, tacke oslonca
A

Brzime povecanja delova lanaca dodavanjem ili oduzimanjem elementarnih masa delovima
lanaca, mozemo usvojiti da je jednaka nuli.

Sada moZemo da koristimo jednacinu MesSc¢erskog za slucaj kada je relativna brzina Cestica, koje
se pripajaju iili odvajaju jednaka nuli

W(t)=0, 7, =-v(), Limey)=Fo)

1 da je primenimo na oba dela lanca:
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Brzina kretanja lanca kockica u horizontalnom pravcu je: X Sada moZemo da napiSeno
jednacinu dinamike dela ostatka lanca kockica na horizontalnom stolu, koji ostaje po odvajanju kockica
koje odpadaju.
Posto je relatuvna brzina odvajanja kockica jednaka nuli diferencijalna jednacina bice oblika:

d| ,x X
a{/? Evl(t)}ngEJrer Fa

< o2l 25

Kako moZemo usvojiti da v, = 0, to dabiranjem dveju prethodnih jednacina dinamicke ravnoteze
objekata promenljive mase dobijamo sledecu jednacinu:

d { p( ¢ _ljv(t)} = PG+ F,,

dt 2
odale sledi da je:
p’(ﬁ —EJV(t)—p’ﬁ = pgl+F,
2 2

Do iste jednacine mozemo do¢i i1 koriste¢i teoremu o promeni impulsa kretanja (koliCine
kretanja) vodeci racuna da se ovde radi o promenljivoj masi lanca.Posto je koli¢ina kretanja sistema

2

a zbir svih spoljasnjih sila u pravcu ose Xje:
YR ——F, + pll

to iz teoreme o promeni koli¢ine kretanja :
dp
L_V'E
dt 2F

sledi:

1l X . ’VZ [}
p[l —Ejv—p 7:—FA+pg|

Medutim levi deo lancaslobodno pada pa je diferencijalna jednacina pokretnog dela lanca

Al

Odnosno V = g, odakle lako nalazimo da je:
v’ =20x, pa sledi:

’ X ! !
p(l —Ejg —-pgx=-F, +pl,
odakle dobijamo trezenu reakciju:

3
FAzngX'
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Zadatak 14*

Jednacina Ciolkovskog (Koncmanmun 30yapooeuy luonkoeckuii 1857-1935)

Jednacinu Mescerskog Ciolkovski je primenio za izuCavanje kretanja raketa, pretpostavivsi pri
tome da se dejstvo gravitacioni sila i sile privlacenja planeta mogu zanemariti.

Oznacimo sa M, masu skeleta jednostepene rakete, a sa m_, pocetnu masu goriva kojim je

gor

raketa ispunjena u trenutku lansiranja. Konstanstujemo da je ukupna pocetna masa rakete
M =M, +m, . Po lansiranju rakete sagorevanjem goriva i izbacivanjem produkata sagorevanja iz

rakete smanjuje se ukupna masa rakete sa gorivom. Brzina isticanja produkata sagorevanja je negativna
—\7re,) 1 imajuci u obzir da smo ve¢ zakljucili da se dejstvo gravitacioni sila i sila privlacenja planeta

mogu zanemariti na osnovu jednacine Mescerskog mozemo pisati:

Mdv = —-v,,dM
ili
dv = “Vre dﬂ
M

Integraljenjem prethodne jednacine za pretpostavljene pocetne uslove: da je u trenutku t, =0
brzina rakete bila v, dobijemo sledece:

In—

0
te se, uz zanemarivanje dejstva gravitacioni sila i sila privlaenja planeta, brzina kretanja rakete u
bezvazdusnom prostoru moze za jednostepenu raketu odrediti pomocu sledec¢eg obrasca:

M. +m
k8 _y +v,InC,

V-V, =-V

rel

V= VO + Vrel rel ln rel

MO
In—=v, +Vv
M M, +m
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gde je

V-V,

M, +m
broj Ciolkovskog. Ta jednacina je jednacina Ciolkovskog.
Broj Ciolkovskog predstavlja kolicnik mase rakete na pocetku i na kraju aktivnog perioda
sagorevanja goriva u motorima rakete.
Iz jednacine Ciolkovskog se vidi da ¢e reultujuca brzina rakete zavisiti od njene pocetne brzine,

v,, relativne brzine isticanja produkata sagorevanja iz rakete v, 1 od relativne zalihe goriva u raketi u
M rak + Ifngor
M rak +m

rel »

odnosu na masu skeleta rekate C, =

Brzina viSestepene rakete.
Kada posmatramo dinamiku viSestepene rakete, potrebno je da se uvede, za svaki stepen rakete,
po jedan broj Ciolkovskog. Ozna¢imo sa C_, s =1,2,3...,n broj Ciolkovskog za s -ti stepen, ako raketa

ima n stepeni.

M. +m (vs=vsr)

( rak gor )S’p =g Viel s R S = 1,2’3..-,n
(M +m),,

Brzina visestepene rakete posle odbacivanja (S - 1) prvog stepena je:

(M rak +m
In (

C, =

gor )s.p
M rak + m)s,z

Takodje u analizi dinamike rakete uvodi se i K, - koeficijent stepena rakete i definise se kao

Vo =V, +V

=V, ,+V,InC,, s=123..,n

rel,s rel,s

koli¢nik ukupne mase rakete na pocetku narednog perioda njenog kretanja i i ukupne mase rakete na
zavrSetku tog perioda, a takodje i koli¢nik broja Ciolkovskog i tog koeficijenta stepena rakete.

. (M rak + mgor S+1,p
) (M rak + m)s,z
i
& _ (M rak + mgor )s,p
ks (M rak + mgor )s+1, p

Kao rakete nose odredjenu aparaturu (vestacki satelit) to ¢emo njegovu masu obeleZiti sa M, to

y e .. C e
mozeno odrediti proizvod koli¢nika k—s na slede¢i nacin:

S

n Cs ~ n (Mrak+mgor)s’p _(Mrak+mgor)
]s:!k__]s:_[(lvlrak-’_ M 0

s =1 gor )5+ 1p a
Na osnovu prethodnih jednac¢ina moguce je odrediti potrebnu koli¢inu goriva:

n n nC —
mgor = ;ms = ;[(M rak + mgor)s’p _(M rak + m)s,z:I= ; E: l(M rak + mgor)s,p
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