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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
DINAMIKA

IV. CETVRTA NEDELJA
Principi mehanike.

Princip ravnoteze. Princip rada. Princip dejstva. Princip prinude. Newton-ovi principi. Primeri.

Teoreme mehanike.

Teorema o promeni impulsa kretanja. Teorema o promeni kineticke energije. Promena Hamiltonijana.
Teorema o promeni mehanicke energije. Teorema o upravljivosti kretanja. Teoreme o optimalnom kretanju
upravljivih sistema i optimalnom upravljanju kretanjem. Newton-ovi zakoni.

Principi mehanike. (Nastavak)

Pod pojmom principa ili nacela mehanike podrazumevamo iskaz opSteg znacenja pomocu
uvedenih pojmova i definicija mehanike, Cija istinitost ne podleze dokazivanju.

Principi mehanike ili nacela mehanike moraju biti saglasni sa preprincipima ili prednacelima.

Opsti principi ili opSta nacela jesu i uslovi iz kojih se mogu izvesti jednacine kretanja
materijalne tacke i materijalnog sistema, 1 obrnuto, oni su posledice tih jednacina kretanja. Oni
pokazuju osobine kretanja materijalne tacke, odnossno sistema materijalnih tacaka i potpuno su
ekvivalentne jednacinama kretanja.

Opste principe mehanike moZzemo podeliti u dve grupe: diferencijalne i integralne principe.

Diferencijalni principi omoguéavaju da se iz njih izvedu diferencijalne jednacine kretanja.

Integralni principi karakteriSu 1 putanje materijalnih racaka.

Grupi diferencijalnih principa pripadaju: Dalamberov princip, Lagrazeov princip virtualnih
pomeranja i Gausov princip najmanjeg odstupanja (ili prinude).

Grupi integralnih principa pripadaju: Hamiltonov princip najmanjeg dejstva, Lagranz-
Mopertiev princip najmanjeg dejstva.

Hamiltonov princip najmanjeg dejstva se najvise koristi u problemima teorijske fizike i i kvantne
mehanike. Lagranz-Mopertiev princip najmanjeg dejstva se najavise koristi u Teoriji elasticnosti i
Teoriji oscilacija i zadacima sa deformacionim radom. Oba ta principa su varijacionog karaktera..

Pored ovih glavnih principa postoje i drugi, a mdju njima: Jakobijev princip (Jacobi),
Helmholcov (Helmholtz), Hercov (Hertz), Pfafov (Pfaff) i drugi,

Prva dva integralna principa su nasla veliku primenu u tehnici pa ¢emo ih detaljnije prouciti i
primenjivati.

Princip dinamicke ravnoteZe. (Nastavak)

Materijalno kruto telo je u dinamic¢koj ravnoteZi ako su zbirovi svih sila koje dejstvuju u
pojedinim dinamickim (materijalnim) tackama tog tela jednaki nuli.
Ovaj princip se moze izraziti matematicki:

1 * za jednu materijalnu tacku na koju dejstvuje sistem od k sila F:., i=12,..,k
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2* za materijalni sistem kod koga na svaku materijalnu tatku mase m, , v =1,2,..., N dejstvuje
v=12,..,N,i=12,.,k,

sistem sila F

Vi’

v=N i=k, v=N i=k,

YYF =0 i Y [A]-o

v=l i=l v=l i=1
U saglasnosti sa osnovnim odredjenjem, definicijom sile inercije kao vektorske invarijante
BN . =\ dilt)

1.(t)=—malt) i I()=—m—

dt
1 zakonima dinamike, jednacina (relacija) principa dinamicke ravnoteze, lako je, u vektorskom obliku,
napisati odgovauce jednacine.

Princip dinamicke ravnoteZe je drugacija formulacija Dalambert-ovog principa preko
osnovnih odredjenja.

Kad u nekom sistemu materihalnih tacaka sile razloZimo na efektivne i izgubljene, onda su
ove poslednje u ravnoteZi .

1740.godine Leonid Ojler v °’Komentarima Petrogradske akademije nauka’’ postavio je princip
koji se bitno ne razlikuje od Dalamberovog. Formulacija tog njegovog principa je:

Za sistem materijalnih tacaka sistem efektivnih sila ekvivalentan je sistemu napadnih
(aktivnih) sila.

Dalamberov princip se obi¢no primenjuje u tre¢em obliku uvodeci pojam sile inercije, kao Sto
smo uradili definiSu¢i princip dinamicke ravnoteze.

Koriste se 1 slede¢e formulacije (iskazi) za Dalamberov princip:

Za vreme kretanja materijalne tacke sila inercije stoji ’’u ravnoteZi’’ sa svim silama koje
dejstvuju na materijalnu tacku.

U sistemu materijalnih tacaka, koji je u kretanju, i sile inercije obrazuju sistem sila koji je *’u
ravnoteZi’’.

Princip rada.

Za ovaj princip — princip rada nisu dovolji do sada definisani pojmovi i odredjenja. Potrebno je
definisati pojam rada i zato uvodimo peto odredjenje - definicijom rada.

Definicija 5. Elementarni rad sile F na stvarnom elementarnom pomeranju  ds =dr duz

putanje s kretanja materijalne tacke je skalarni proizvod te sile F i elementa stvarnog elementarnog

pomeranja ds =dr duz putanje s kretanja i to pisemo u obliku:

_def
A" =(F,ds)
Ukupan rad sile F na stvarnom putu - pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke, je
_ def -
ukupan zbir svih elementarnih radova dA” z(F ,ds ) ili integral skalarnog proizvoda te sile F i

elementa stvarnog elementarnog pomeranja ds = dr duz putanje s kretanja i to pisemo u obliku:

def S,

A dfjdﬁ 2 [(7,a)
0

0
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Definicijom skalarnog odredjenja - elementarnog rada sile F na stvarnom elementarnom
pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke uspostavljena je skalarna veza izmedju

sila (aktivne F , ili reaktivne ﬁw odnosno sile inercije I ») 1pomeranja duz puta s materijalne tacke m .

Kako je vektorskom invarijantom — silom inercije /, uspostavljena veza izmedju mase m materijalne
tacke, rastojanja 1 vremena i dimenzija intenziteta sile inercije kretanja materijalne tacke dobijena u

obliku dim ‘f F‘ =MLT™, gde smo sa M oznagili dimenziju mase, ¢ija jedninica je [gr] mase ili [kg]
mase, sa L oznacili dimenziju duzine, ¢ija jedinica je [cm] duzine ili [m] duzine, sa T dimenziju
vremena, ¢ija je jedninica [sec], kao 1 da smo time odredili dimenziju intenziteta aktivnih sila F, kao i
dimenziju intenziteta reaktivninh ﬁw sila, nije tesko odrediti dimenziju elementarnog rada, kao i
dimenziju ukupnog rada sile na predjenom putu pokretne materijalne tacke u nekom intervalu vremena.
Dimenzija rada sile F na stvarnom pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke je:

dim A" = MLT?L = M’T™
Kako je jedinica sile inercije [kgm sec‘z] ili [N ] to je jedinica rada [kgm2 sec‘z] ili [Nm] ili [J ] .

Za pojedine sile F , naprimer F (F), elementarni rad dA” te sile F na stvarnom elementarnom
pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke uzima oblik :

dA" 2(F.ds)=dU
i predstavlja totalni diferencijal neke funkcije dU , koju smo oznacili sa U , taj integral se moze

integraliti nezavisno od puta 1 putanje integracije 1 predstavlja invarijantu u odnosu na put integraljenja
1 zavisi samo od pocetnog 1 krajnjeg polozaja materijalne tacke na putanji kretanja materijalne tacke. Za
taj sluaj mozemo za ukupan rad sile F na bilo kom stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja
materijalne tacke da napisemo samo u funkciji kinetickih parametara kretanja tacke u pocetnom i
krajnjem poloZaju na putanji u obliku:

_def S, /. s

A"'= [(F.da5)= [au =U -U,

Funkcija U (17 7 ), u optem slucaju, zavisi od vektora poloZaja r 1 vektora brzine v 1to je funkcija
sile. Funkcija E =-U , koja je suprotnog znaka od funkcije sile U (17 7 ) je funkcija energije ili krace
energija, a u specijalnim sluc¢ajevima to moze biti promena ukupne energije kretanja materijalne tacke
AE, ili pak njen deo: AE, (17 ) promena potencijalne energije kada sila zavisi od vektora polozaja 7

pokretne dinamicke tacke , ili AE, (17 ,V ) promena kineticke energije kada ona zavisi 1 od vektora brzine

v kretanja materijalne tacke, Sto zavisi od prirode sila Ciji rad i energiju odredjujemo. Ako se radi o
elektomehanickom sistemu, onda ova energija ima i joS 1 druga svojstva u zavisnsosti od svojstava
elektrodinamickih sila ¢iji rad odredjujemo.

Rad sile inercije.

. : T PU N AN 17] {1 ..
Imajuéi u vidu definiciju sile inercije 1, (t):—m%, kao vektorske invarijante 1 jednog od

osnovnih odredjenja dinamike, kao i definiciju rada sile kao skalarne invarijante za rad sile inercije
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I - (t) na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m koja se kre¢e brzinom v

mozemo da piSemo sledecu relaciju:
_ def s _ t — v
A = I(IF,d§)=I(—m%,§dtj =—m|(7.dv)= —%(v2 —)=—(E, -E,)
S0 to v
Za rad sile inercije T " (t) na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke
mkoja se kre¢e brzinom v, a u pocetnom poloZaju je imala pocetnu brzinu jednaku nuli, v, =0
mozemo da piSemo sledecu relaciju
Al difj(i d§)=j(—m@ ﬁdtj =—mj(v dv)=-" 1 = _E
5 " f dr’ 0 ’ 2 ’
Iz poslednje relacije sledi zaklju¢ak: Rad sile inercije I » (t) na stvarnom putu pomeranju duz

putanje s kretanja materijalne tacke m koja se krece brzinom v, a u pocetnom poloZaju je imala
pocetnu brzinu jednaku nuli, v, =0 jednak je negativnoj vrednosti njene kineticke energije E, .

Kinaticka energija se naziva i imenom ‘’Ziva sila’’.

Potencijalna energija

Za sve sile koje imaju funkciju sile U(7) ili U(x, y,z)mozemo da napisemo da je sila F(7) ili
F (x, v, z) gradijent te skalarne funkcije u obliku:

F =gradU (17 )
Kako je:

(F,ds )= (gradU, dF )= dU
to je rad te sile F =gradU (17 ) na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke
m koja se kreée brzinom v :

s 7

[(F.d5)= [ (gradu . a7)= TdU ~U-U,=-E,
Uo

Iz poslednje relacije sledi zakljuéak: Rad sile F = gradU (77 ), koja ima funkciju sile U (7 ), na
stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m koja se krece brzinom v, jednak
negativnoj vrednosti njene potencijalne energije E, sa tacno$¢u do jedne aditivne konstante.

Rad sila otpora veza

Za slucaj neidealnih veza zakljucili smo da ukupna sila otpora veza ﬁw ima dve komponete

normalnu }?’wN =Agrad f (F ) 1 tangencijalnu ﬁwT za Cije definisanje su nam potrebni i1 eksperimentalni
podaci (naprimer za silu trenja - koeficijent trenja z ).

Rad ukupne sile otpora veza }?’w , koja ima dve komponete, na stvarnom putu pomeranju duz
putanje s kretanja materijalne tacke m , koja se kre¢e brzinom v | je:

A" [(E,.d5)=[(F,, + 2 grad 1 (F).dF )= [(F,,.dF)
jer je jednacina geometrijske stacionarne veze f (17 ) =0, pa je:

s 7

AP [(E, o d5)= [ (2.grad f(F)dr)= f(F)- £(7)=0

So )

Na osnovu prethodnog mozemo izvesti sledece zakljucke:
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Zakljucak 1. Rad sile otpora ﬁwN =Agrad f (77 ) idelane geometrijske stacionarne veze f (17 ) =0
na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m, koja se kreée brzinom v
jednak je nuli.

Zakljucak 2. Za odredjivanje rada tangencijalne komponete FM,T sile otpora za Cije definisanje
su nam potrebni i eksperimentalni podaci, rad se mora odredjivati u svakom konkretnom slucaju
pojedinacno. Ta tangencijalna komponenta I:“wT se najcesce javlja kao funkcija brzine v materijalne

tatke te je za odredjivanje rada te komponente sile otpora najéesée potrebno poznavati i konacne
jednacine kretanja ili druge relacije pomocu kojih je moguce odrediti brzinu u funkciji polozaja pokretne
materijalne tacke.

Rad sile otpora proporcionalne brzini

Rad sile otpora proporcionalne brzini ﬁwT —bv, na stvarnom putu pomeranju duz putanje s
kretanja materijalne tacke m , koja se krece brzinom v je:

AP j(év,,d§)= j(— bV, dF) = —bj (7,dF )= —bj(v, Pt = —2j®(v)dz

So Ty )

gde smo sa (D(ﬁ) oznacili Relijevu funkciju rasipanja:
o 1y 1
q)(v)=5b(v,v)=5bv2.
Dimenzija funkcije rasipanja CD(\7) je:
dim|® (V)| = MLT™
a jedinica [kgm2 sec_z]ili [Nm sec’l] ili [J sec’l].
Rad sile otpora proporcionalne brzini ﬁwT —bv, na stvarnom putu pomeranju duz putanje s

kretanja materijalne tacke m, koja se kre¢e brzinom v u jedinici vremena je jednak dvostrukoj
vrednosti funkcije rasipanja sa negativnim znakom ili matematickom relacijom opisano, kao:
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dA™

" —20(V)

Snaga - Efekat rada sile

Izvod po vremenu rada sile F na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne
tatke m , koja se kre¢e brzinom v je snaga ili efekat rada sile 1 iskazuje se sledeCom matematickom
relacijom:

e F

P _(Fy)

dt

Snaga ili efekat rada sile F na stvarnom putu pomeranju duZ putanje s kretanja materijalne
tacke m , koja se krece brzinom v, predstavlja i brzinu vrSenja rada, i to je skalarni proizvod sile F
koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku i brzine v kretanja te materijalne tacke duz njene putanje.

Dimenzija snage ili efekta rada sile F na stvarnom putu pomeranju duz putanje s , je:

dimP=ML'T
a jedinica [kgm2 sec_z]ili [Nm sec’l] ili [J sec_l].

Formulacija principa rada

Postoje razlicite formulacije principa rada, ali sustina principa rada je u osnovi svih tih razlicitih
formulacija. Pocevsi od Aristotela, pa do danas je ostala ista. U monografiji Preprincipi mehanike,
publikovane 1998. godine, Vuji¢i¢ piSe: ‘’Sustina principa rada u stru¢noj literature je poznata jo§ od
Aristotela kao ‘’zlatno pravilo mehanike’’, a kasnije kao ‘’princip mogucih pomeranja’’, *’princip
mogucih varijacija’’, ’fundamentalna osnovna jednacina mehanike’’, ‘’princip virtuelnog rada’’,
“’Dalamber-Lagranzeov princip’’ 1 drugi’’. Zaista, u delu Galileo Galileja *’Quanto si guadagna di
forza, tanto perdersi in velocita’, Opera 2.p, 1830., navodi se ime Aristotela u vezi sa prasuStinom
formulacije principa rada i kroz formulaciju ‘ zlatnog pravilo mehanike’’, kao 1 njegova formulacija
“principa mogucih pomeranja’’.

DISCORSI

E
DIMOSTRAZIONI
MA'T EMA-TI1CHE,
intorna a due nuoue [Fienze
Arcenenti alla
Mecanica &1 Moviment: LocaLy
del Signor
GALILEO GALILEI LINCEO,

Filofofo ¢ Marematico primario del Sercnutlimo
Grand Duca di Tolcana.

Convna Appendicedelcenirods granitad aleuns Solsds.

IN: LELD.A,
Appreflo gl Elfevirii. . p. ¢, xxxvur,

Galileo Galilel (1364 — 10642)
Camxa ysera us neas ,Discorsi e dimostrazioni® {aaTuicin Texer) 1699 HacioBHa crpana Fammejeaor TR 1638. —

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih



Mehanika III — Dinamika Predavanja IV Skolska 2006-2007
Str. 7 od 20

Znameniti ruski i ukrajinski naucnik Anatolij Mihajlovi¢ Ljapunov u svome delu ‘’Lekciji po
teoreticeskoj mehanike’’ (najnovije izdanje Naukova Dumka, Kijev 1982.) ovako ocenjuje nastajanje
formulacija i1 suStinu principa rada:

“’Princip mogucih pomeranja bio je poznat jos Galileju, a zatim su ga koristili Valis i Ivan
Bernouli. Ali prvi opsti dokaz ovog principa dao je jedino Lagranz, koji ga se postavio u osnovu svoje
analiticke mehanike. Posle su ga dokazivali takodje i Puason, Kosi i drugi, iako najboljim dokazom
ostaje ipak Lagrazeov’’.

Kao sto smo u pocetnim lekcijama dinamike dali definiciju da pod pojmom principa ili nacela
mehanike podrazumevamo iskaz opSteg znacenja pomocu uvedenih pojmova i definicija mehanike,
odnosno definicija — osnovnih odredjenja kinetike - skalarnih i vektorskih invarijanti, to se istinitost
principa ne dokazuje i ne podleze preispitivanju i dokazivanju.

Kao sto smo u pocettnim lekcijama dinamike istakli, Principi mehanike ili nacela mehanike
moraju biti saglasni sa preprincipima ili prednacelima.

Opsti principi ili opsSta nacela jesu i uslovi iz kojih se mogu izvesti jednacine kretanja
materijalne tacke i materijalnog sistema, 1 obrnuto, oni su posledice tih jednacina kretanja. Oni
pokazuju osobine kretanja materijalne tacke, odnosno sistema materijalnih tataka i potpuno su
ekvivalentne jednac¢inama kretanja.

Jossph Louls Lagrange (1730 — 1813)

wLes méthodes que je peésenie kel n'exigent pas des constraclions ou rultonnements
de Io noture géometriques ou mécanigue, mals sealement les operations algébrigues
Celul qui alme [ Analyse verra aver plaisic que la Mécamgue esl sa branche,
ef sera reconnaizsont yve [oi élorgl gon domaime”.
Mécsnbque Analybique, 1784

Grupi diferencijalnih principa pripada i princip rada. Princip rada mozemo iskazati na slede¢i nacin:
Princip rada: Ukupan rad svih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku ili materijalni sistem
nistavan je, a u prisustvu jednostrno zadrzavajucih veza nije pozitivan.

a* Za slucaj zadrzavajuéih veza koje dejstvuju na materijalnu tacku:

i=N - i=N . -
S A4 =0 ST, + F 4 F, A7)=0
i=1 i=1
b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalnu tacku:
i=N _ i=N /| . -
S A4 <0 S (T, +F + F,,,A7)<0
i=1

i=1
ili
a* Za slucaj zadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalnu tacku:
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=N =N, .
S a4 =0 STy, +F+F,,00)=0
i=1 i=1
b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalnu tacku:
i=N _
D4 <0

i=1
Princip rada sila se moze iskazati 1 u obliku: Ukupan rad svih sila na svim nezavisnim
mogudcim pomeranjima jednak je nuli, a za sistem sa jednostrano dejstvujuéim vezama nije pozitivan.

"PHILOSOPHI
NATURALIS:

PR GE NG G AP A

MATHEMATICA

S y%s =iz -'._i\_llc‘l"f:!'_k IE_ veadid
| ISAACO NEWTONO,
Equite AumaTo

| Epirio Sxcuwow Auctron eT Enispation |

Hacnosna cTpana apyror migama byrnonor
Isaac Newton (1643 — 1727) MOHyMeRTanHor feia u3 1713, rogune.

PHILOSOPHIA AXIO %ATA

NATURALIS LEGES MOTUs
PRINCIPIA Lex. I

Corpus omne fw]émm mn Slalu fio gui-
- efeend: vel movendi uniformiler fn -
MATI 1E M ATICA :‘fé'fam, nife qualenus illed a virdus

imprefjés cogelur Slalum fium miulare.

Autore FENEWTON [y coll Cantab Soc Matheleos

Profellore Lucafiana & Socielatis Regalis Sodalt Lex L
Mulalionem malus proporltonalem cffe
IMPRIMATLUR v molrice imprefee &5 fiers securndectn
S. PEPY S Reg Soc P-RASES lincam redlam gua vis ila imprimilun
Julid 5. 1686,
Lex. il
LONDI NI, Actione contrariam femper 68 eguatem

cffe reallionem: five corporam dwordirn
Jullu Jocietates Regre ac Typis Fofephe Strealer Prollal apud acliones in fo meuluo fomper ofe wquc-

plures Bibliopolas, Amno MDCLXXXVIL. les &3 in parles conlrarias derrgt.

HoyTHOBM BAHOHH HpeTAMAa

flex il y oparemaay waaaan ce ma caeacho) CTPAHN 43K e K3 TEXHATKIT
PAIAOEA CTABALH W3 Jeasn Kanue)

Lipres npewa opuranany wapanno Musocas [parojeswh erya. rexsisee

Hacnosta cTpaHs HoyTHOBWK s[IpHHLIMTM|as
Liprew npews opurmmasy Wapaxwo Musocas [lparajesuh ey Texmme

Newton-ovi aksiomi (principi) - Axiomata sive leges motus.

Uvodeci pojam sile, Raskovi¢ u svom udzbeniku Dinamika konstantuje sledece: ¢’Sila nije
osnovni pojam, ve¢ se definiSe pomocu Njutnovih aksioma (t.zv. zakona o kretanju — Axiomata sive
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leges motus — izloZenih u njegovim Principijama’. Mi smo na prvom predavanju uveli pojam sile
inercije kao jedno od osvovnih odredjenja i koje je vektorska invarijanta pomocu sledece definicije:

Definicija 4. Sila inercije I F (t) materijalne tacke N , mase m , Ciji je polozZaj u prostoru, u
trenutku vremena t, odredjen vektorom polozaja r (t) je proizvod njene mase m i suprotno usmerenog

vektora njenog ubrzanja d(t) u tom trenutku vremena:

= N\ e —
Ip(t)=-malt) ili 1F(¢):_md2£f)
koja je posredno proizilazi iz Njutnovih aksioma - .zv. zakona o kretanju — Axiomata sive leges motus —

izlozenih u njegovim Principijama’’.

Kada smo govorili o istorijskom putu formiranja i izrastanja nau¢ne oblasti Dinamika, ukazano
je na genijalnog engleskog nauc¢nika Isaka Njutna (Isaak Newton (1643-1727)) koji je napisao
znamenito delo “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (Matemati¢ki principi prirodne
filozofije) koja je publikovana maja 1687 godine. Time je dao jak oslonac daljem razvoju Dinamike.
Ovim delom je dao nov matematicki opis 1 dokaze izvedene Cisto matematickim putem, istovremeno
objedinivs$i sazanja i svojih prethodnika i savremenika u jednu jedinstvenu celinu. Newton je dao
Dinamici i nov matematicki aparat “diferencijalni i integralni racun” takozvani “infinitezimalni racun”.

Njutnovi aksiomi - t.zv. zakoni o kretanju — Axiomata sive leges motus — koji su izloZzeni u
njegovim ‘’Principijama’’ u izvornom obliku glase:

Prvi aksiom: %prpus prng perseverare in sfafu sup quiescendi vel movend
uniformifer in direcfum nisi quaternus iflud a veribus impressis eogitur sfafur suum
nufare.

Prvi aksiom: &vako telo ostgje u stanju mirovanja ili xavnometnog ‘;‘ednolikog) i pravolinijskog
keetanja dok pod dejstvmom sila ne bude prinudjeno da to svgje stanje promeni.

Ovaj prvi aksiom naziva se 1 princip ineteije. 1z Principa dinamicke ravnoteze za slobodnu
materijalnu tacku, kao i za materijalnu tacku na koju dejstvuju veze usled Cega se javljaju sile otpora
veze ili kratko reakcije veze, u specijalnim sluc¢ajevima izveli smo sledece zakljucke:

Zakljucak 1. Ako na slobodnu materijalnu tacku ne dejstvuje sila, ili je vektorski zbir aktivnih
sila jednak nuli, onda se materijalna tacka krece konstantnom brzinom jednakom brzini kretanja u

pocetnom trenutku. Ako je pocetna brzina bila jednaka nuli tada materijana tacka ostaje u mirovanju.
To sledi iz sledecih uslova:

(—mMj:O . 5(0)=7(t,) = const

dt

Zakljucak 2. Ako je zbir sila veze i aktivnih sila, koje dejstvuju na materijalnu (dinamicku)
tacku na koju dejstvuje jedna geometrijska, skleronomna idealna veza oblika f (x, y,z) =0 jednak nuli,

onda se materijalna tacka krece konstantnom brzinom jednakom brzini kretanja u pocetnom trenutku.
Ako je pocetna brzina bila jednaka nuli tada materijana tacka ostaje u mirovanju.
To sledi iz sledecih uslova: za rezultantu aktivnih sila i sila veze

}7+/1gmdf(x,y,z): 0
i principa dinamicke ravnoteze:

(_deEf)j — 0= 7(0)= 7, ) = const
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Ovaj prvi Newton-ov aksiom je jedan deo definicije sile 1 pokazuje mogucnost postojanja sile.
Sila uvek postoji kada telo menja stanje kretanja.

Sve do Galileja (Gallileo Galilei 1564-1642) definicija sile, kao 1 njena primena bila je Cisto
staticka. U svom delu “Discorsi e demonstrazioni matematiche intorno a due nuove scienze” u kome je
publikovao rezultate istraZzivanja zakona slobodnog pada, horizontalnog i kosog hica, 1583 godine. je
uveo pojam ubrzanja i doveo ga u vezu sa silom. Time je on dao doprinos mehanici da se kretanje tela
odvija pod dejstvom sila 1 prakticno je otvorio kvalitativno nove pravce istrazivanja i utemeljio novu
naucnu oblast — Dinamiku.

Gallileo Galilei je iz svojih zapaZanja na osnovu eksperimentalnih istrazivanja zakljucio je da ¢e
telo na koje ne dejstvuje nikakva sila ostati u stalnom mirovanju ili ¢e se, ako se vec¢ krece, kretati
neprestano istom brzinom. Uzrok zbog Cega telo ne menja svoje stanje kretanja nazvao je inercijom.

Da bi inercija materijalnog tela bila svladana i telu promenjeno stanje kretanja ili mirovanja,
potrebno je da na njega dejstvuje sila. Inercija se moze shavtiti 1 spoznati, kao otpor promeni stanja
kretanja, koji potice od materijalnosti tela. Takodje se zakljucuje da ukoliko je masa tela veca mora se
upotrebiti veca sila da bi se promenilo stanje kretanja materijalnog tela.

Drugi aksiom: Mufationerm mofus proporfionalem esse zi mofrici impressecef fieri
secundun lingam recfam gua vis ifla imprimatus.

Drugi aksiom: Promena Ergfanja proporeionaina je sili koja dejstyuje na felo i vrsi
se u praveu sile.

Vis motrix j¢ aktivna sila prema prema Njutnovom shvatanju iznetom u njegovim Proncipijama.

Pod ‘promenom kretanja” (mutationem motus) Njutn podrazumeva proizvod izmedju mase i

ubrzanja. Na taj na¢in moze se aktivna sila predstaviti proizvodom mase i ubrzanja koje dobva ta masa
usled dejstva sile 1 u naSem, savremenom, vektorskom obelezavanju napisati u obliku

F=ma
a imajuci u vidu osnovno odredjenje — vektorsku invarijantu silu inercije mozemo napisati i:
F=-1,

Prema Kirkofu (Robert Kirchoff , 1824-1887) masa je koeficijent proporcionalnosti izmedju
kinematickog elementa — ubrzanja (kinematicke invarijante - osnovnog odredjenja) 1 dinamickog
(kinetickog) elementa — sile (ovde u nasem izlaganju definisane preko sile inercije kao jedne od
osnovnih odredjenja — vektorske invarijante).

Jedna aktivna sila telima razli¢itih masa daje razlicita ubrzanja.

Njutn je u dodatku uz drugi aksiom definisao i slede¢e pravilo sabiranja sila:

Corollarium: Cotloab viribus congjuctis diagonalem ,oa'calelogtami eodem temporate describere quo
lateza separatis.
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Jeodatak: gFod dejstvom udruZenih sila telo Ce opisati dijagonalu paralelograma u istom veemenu u

kome bi degstvom pojedinih sila opisivalo strane.
Ovo je poznati aksiom — pravilo sabiranja vektora.

Tre¢i  aksiom: Actioni confrariam simper ef aequalem esse reacfionem sive
corporun duprum acfions in se mufuo simper esse acquales ef in parfes confrarias
dirigi.

Treci aksiom: Defstvu (akeifi) uvek je uvef je jednako protivdeistve (reakeifal,
ii dejstva dvaju fela jednog na drugoe uvek su jednaka i suprofna naperena.

Ovaj aksiom dopunjuje prvi aksiom (ili princip inercije) koji ukazuje na mogucnost postojanja
sile. Da bi sila postojala, mora se pokazati telo kao izvor sile na koje dejstvuje sila istog intenziteta 1
pravca ali suprotnog smera.

U svojoj Dinamici, Raskovic¢ pise:da se na osnovu Njutnovih aksioma sile mogu klasifikovati u
dve vrste: sile prve vrste kojima uvek mozZemo pokazati izvor i sile druge vrste kojima ne moZemo
pokazati izvor. Zakodje zakljucuje da samo sile prve vrste pripadaju klasicnoj mehanici.

Na kraju zakljucujemo da sva tri Njutnova aksioma sluze da se njima tacno definise slila. Prvi
aksiom, aksiom inercije, pokazuje mogucnost postojanja sile; drugi aksiom pokazuje mogucénost merenja
— uporedjivanja sila; a sa dodatkom pokazuje kako se moze operisati sa silama, trec¢i aksiom ukazuje na
izvor sile bez koga ona ne moze da postoji.

Treci Njutnov aksiom dovodi do pojma teZine tela i odgovarajuceg zakona dinamike kojim se
definise sila gravitacije, o cemu je vec bilo izlagano u poglaviju o zakonima dinamike I o opstoj
gravitaciji.

Teoreme mehanike

Pod pojmom teorema mehanike ovde ¢emo podrazumevati matematicko tvrdjenje opsteg
znacenja o kretanju materijalnih sistema ¢ija se istinitost dokazuje na osnovu preprincipa, principa
mehanike, osnovnih i posledicnih definicija i zakona dinamike.

Teorema o promeni impulsa (koliCine) kretanja

Osnovnim odredjenjem uveli smo vektorsku invarijantu dinamike impuls kretanja, koji smo
definisali slede¢om definicijom:

Definicija 2. Impuls kretanja ﬁ(t) ili Iz(t) materijalne tacke N, mase m, Ciji je poloZaj u
prostoru, u trenutku vremena t, odredjen vektorom poloZja F(t) je proizvod njene mase m i vektora

V(¢) njene brzine u tom trenutku vremena:
def def

ﬁ(f) Z'mﬁ(ﬁt) ili ]Z(t) :'m“j(f)
B()= md;—gt) i R()= md;_gf)

Znaci da je impuls kretanja ﬁ(t) ili K (t) materijalne tacke N, mase m, vektor 1 kao takav je
invarijantan u odnosu na transformacije koordinata iz jednog sistema u drugi sistem koordinata.
Definicijom impulsa kretanja materijalne tacke uspostavljena je veza izmedju mase m materijalne
tacke, rastojanja i vremena. Dimenzija intenziteta impulsa kretanja materijalne tacke je:
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dim|p(¢) = MLT™'
gde smo sa M oznacili dimenziju mase, ¢ija jedninica je [gr] mase ili [kg] mase, sa L smo oznacili
dimenziju duZzine, ¢ija jedinica je [cm] duzine ili [m] duzine, sa T dimenziju vremena, ¢ija je jedninica
[sec]. Znagi da je jedinica impulsa [kgmsec‘l] ili [N sec].

Potrazimo sada izvod ove vektorske invarijante ﬁ(t) impulsa kretanja ili koli¢ine kretanja:

dijTgt) _ m(t)%gf) + i[_";v =ml(t)a(t)+ (e o (z)

Kada je masa materijalne tatke konstantne koli¢ine m = const, znaci ne zavisi od vremena, tada
je:

dﬁ(t) =m dv(t) = m?z(t): —TF
dt dt
Vidimo da je prvi izvod po vremenu impulsa kretanja ﬁ(t) materijalne tacke nepromenljive
mase, jednak sili inercije 1 » sa promenjenim smerom, ili je jednak aktivnoj sili F (t) koja dejstvuje na
materijalnu tacku, pa mozemo da piSemo:
PO _ ) _ (=1, = F ()

dt dt
Odnosno:
dplt) _ F()
dt

Prvi izvod impulsa kretanja ﬁ(t) materijalne tacke, nepromenljive mase, po vremenu jednak je

aktivnoj sili F (t) koja dejstvuje na materijalnu tacku.

Prvi izvod kolicine kretanja ﬁ(t) materijalne tacke, nepromenljive mase, po vremenu jednak je

aktivnoj sili F (t) , koja dejstvuje na materijalnu tacku.

Diferencijal impulsa (kolicine) kretanja dﬁ(r) materijalne tacke je:

dp(t)=F(t)dt = dK . (1)
gde smo sa K (t) oznacili impuls sile. Ako prethodnu diferencijalnu relaciju integralimo, za impuls sile
K .(t) , dobijamo sledei izraz:

‘
K. ()= ple)- p(0)= | F(e)ar
0

Prirastaj kolicine kretanja (impulsa kretanja) Aﬁ(t) za konacni vremenski razmak At jednak je
impulsu K - (t) sile F (t) koja dejstvuje na materijalnu tacku u tom vremenu.

Dimenczije kolicine kretanja (impulsa kretanja) ﬁ(z‘) i impulsu K r (t) sile F (t) koja dejstvuje na
materijalnu tacku u tom vremenu su iste. Dimenzija intenziteta impulsa K r (t) sile F (t) koja dejstvuje
na materijalnu tacku je:

dim|K , (¢) = MLT""
gde smo sa M oznacili dimenziju mase, Cija jedninica je [gr] mase ili [kg] mase, sa L smo oznacili
dimenziju duZzine, ¢ija jedinica je [cm] duzine ili [m] duzine, sa T dimenziju vremena, ¢ija je jedninica
[sec]. Znaéi da je jedinica impulsa sile [kgmsecfl] ili [N sec].

Posto je impuls sile K r (t) vektorski integral, to se on u opstem slucaju ne poklapa sa pravcem
sile F(z).
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U slucaju da je sila konstantna F (t):const impuls sile K F(t) iako vektorski integral, je
kolinearan sa silom.

Ro(0)= P~ pl0)= [ Fai = Fle—,)

Ako na materijalnu tacku ne dejatvuju sile i ne dejstvuju veze, te se ne javljaju otpori veza, ili
pak ako je zbir aktivnih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku i otpora veza koje dejstvuju na tu tacku
jednak nuli, onda sledi da je:

fleEf) =F(t)=0 = p(t)=const = p(t,)= p(t)= const = m¥(t,) = mv(t)= const

Na osnovu prethodne relacije mozemo definisati slede¢u lemu.

Lema o odrZanju impulsa kretanja materijalne tacke: Ako na materijalnu tacku ne dejstvuju sile
i ne dejstvuju veze, te se ne javljaju otpori veza, ili pak ako je zbir aktivnih sila koje dejstvuju na
materijalnu tacku i otpora veza koje dejstvuju na tu tacku jednak nuli, tada je impuls kretanja
materijalne tacke nepromenljiv u toku njenog kretanja i jednak vrednosti na poceku njenog kretanja,
ﬁ(to): ﬁ(t): const . Ako je pocetna brzina bila jednaka nuli, odnosno ako je materijalna tacka bila u
mirovanju, ona ¢e ostati u miru.

Ovo je i lema o odrzanju kolicine kretanja.

Ako je masa materijalne tacke nepromenljiva to iz prethodne leme sledi zakljucak da je

w(t,)=v(t)= const

Sada moZemo da formuiSemo 1 sledeci zakljucak: Ako na materijalnu tacku nepromenljive mase
ne dejstvuju sile i ne dejstvuju veze, te se ne javljaju otpori veza, ili pak ako je zbir aktivnih sila koje
dejstvuju na materijalnu tacku i otpora veza, koje dejstvuju na tu tacku jednak nuli, tada se materijalna
tacka kreée ravnomerno i pravolinijski u pravcu pocetne brzine, istom tom brzinom v(t,)=v(t)= const .

To je kretanje po inerciji. Ako je pocetna brzina bila jednaka nuli, odnosno ako je materijalna tacka
bila u mirovanju, ona ¢e ostati u miru.

Lema o promeni momenta impulsa (kolicine) kretanja

Definicija: Pod momentum impulsa (kolicine) kretanja materijalne tacke podrazumevamo
moment vektora impulsakretanja te materijalne tacke za jednu stalnu tacku - pol u toj stalnoj tacki. To
je vektorski proizvod izmedju vektora polozaja materijalne tacke v (t)u odnosu na momentnu tacku - pol
O ivektora impulsa kretanja te materijalne tacke f?(t) :

def

- def -
Ly () =[7(t). p(r)] il Ly =[F, pl=m[F.v].
Moment impulsa kretanja materijalne tacke ZOdZ[F, ﬁ] za pol u stalnoj tacki nazivamo i

kinetickim momentum, a koristi se i naziv zamah. Na narednim slikama je dat graficki, geometrijski
L def
prikaz vektora momenta impulsa kretanja materijalne tacke L, = [}7 , 13], za pol u stalnoj tacki O, koji je

upravan na ravni koju cine vektor polozaja materijalne tacke r (t) u odnosu na momentnu tacku - pol O
i vektor impulsa kretanja te materijalne tacke ﬁ(t) a tu raven smo obelezili sa R; ;ili R; ;.
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Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta L, materijalne tacke, za pol O i odgovarajucih

kinematickih i kinetickih vektorskih invarijanti..
L def
Dimenzija moment impulsa kretanja materijalne tacke L, = [17 , ]3] za pol u stalnoj tacki, odnosno
kinetickog momenta, odnosno zamaha je:

: i 21
dim|L,| = MI'T

dok je jedinica [kgm2 sec‘l]ili |Nm sec| ili [J sec].
I N
Kako je sektorska brzina S, :E[r,v] to vektor momenta impulsa kretanja materijalne tacke

- def
L, = [17 , }3] za pol u stalnoj tacki O, mozZemo napisati i u obliku dvostrukog proizvoda mase pokretne

materijalne tacke i vektora sektorske brzine te mnaterijalne tacke pomocu sledece relacije (izraza):
L def

L, =[F, p)=m[F,v]=2mS,
Do c 1. oy .
Znaci da je, sektorska brzina S, = E[r,v] za pol u stalnoj tacki O, pomoZena dvostukom masom
. def
pokretne materijalne tacke jednaka vektoru momenta impulsa kretanja materijalne tacke L, = [}7 , f?], za

pol u toj stalnoj tacki O.

Sada potrazimo prvi izvod po vremenu vektora momenta impulsa kretanja pokretne materijalne
L def
tacke L, =[F, p|, za pol u stalnoj tacki O, tako da dobijemo:

dL,
dt
Odnosno kada je masa slobodne pokretne materijalne tatke nepromenljiva i ona nije pod dejstvom veza,

= Ly =[F. p|+[F. b= [5.m9)+ [F.ma)+ [Foriew ) = [p.m5 )+ [7. F + P+ ®|= [, F + F, + &= 51770

ve¢ samo aktivnih sila ¥ moZemo da napidemo:
dL, > [ =1 =7
—do =L, = [r,F]z M}
t
gde smo sa M 5 = [F,ﬁ ] oznatili moment sile F za isti momentni pol u tadki O.
Prethodna relacija vazi i za slu¢aj kretanja materijalne tacke podvrgnute dejstvu veza, pri cemu

oznaka F ukljucuje rezultantu svih sila aktivnih i sila otpora veza, ali ne 1 silu inercije.

. dL, = [ =1 oF - ier .
Izvedena relacija a’O =L, :[r,F ]:Mg je matematicki iskaz leme o promeni momenta
t

impulsa (kolicine) kretanja, koju reCima mozemo formulisati u slede¢em obliku:
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Lema o promeni momenta impulsa (kolicine) kretanja: Prvi izvod po vremenu vektora momenta

. def
impulsa (kolicine) kretanja slobodne pokretne materijalne tacke nepromenljive mase, L, :[77, ]3], za

pol u stalnoj tacki O jednak je momentu aktivne sile F koja dejstvuje na slobodnu materijalnu tacku za
isti pol O, kao momentnu tacku.

Moze se uopstiti 1 sledece: Prvi izvod po vremenu vektora momenta impulsa (kolicine) kretanja
- def
pokretne materijalne tacke nepromenljive mase, L, = [77, ﬁ], za pol u stalnoj tacki O jednak je momentu

rezultujuce sile 13, aktivnih F i sila otpora veza Fw , koje dejstvuju na pokretnu materijalnu tacku, a za

isti pol O, kao momentnu tacku.
Ovoj, prethodno formulisanoj lemi o promeni momenta impulsa (kolicine) kretanja ili zamaha
moze se dati i kinemati¢ka analogija. Kako je brzina v pokretne tacke izvod vektora polozaja 7 po

vremenu, tj. v =7 , i pada u pravac tangente na putanju, odnosno tangente na hodograf tog vektora
polozaja 7, to moZzemo uspostaviti kinemati¢ku analogiju sa prvim izvodom ]:O po vremenu vektora

momenta impulsa (kolicine) kretanja tj. zamahom pokretne materijalne tacke nepromenljive mase,
- def .
L, =[F, ﬁ], za pol u stalnoj tacki O, koji je brzina krajnje tacke ovog vektora L,1 koja se krece po

njegovom hodografu (putanji vrha).

Sada na osnivu relacije ZO =2m§0, ij. veze vektora momenta impulsa (kolicine) kretanja tj.

_ def
zamaha pokretne materijalne tacke nepromenljive mase, L, :[17, ]3], za pol u stalnoj tacki O,

. o : T y o
kinematicke odrednice sektorske brzine S, = E[I’,V] mozemo da napisemo:

%;’=i0=2m§0+2m50

odnosno kada je masa slobodne pokretne materijalne tatke nepromenljiva i ona nije pod dejstvom veza,

ve¢ samo aktivnih sila ' mozZemo da napiSemo:

d;; I, =2mS, =|f.F|= 0]
odakle sledi da je:

dL, = Ty

a’to =L,=2mS, =M}

Znaci da je, sektorsko ubrzanje 50 :%[17,?1] za pol u stalnoj tacki O, pomnoZeno dvostukom

masom pokretne materijalne tacke jednako izvodu vektora momenta impulsa kretanja materijalne tacke
A
L, = [17, }3] za pol u toj stalnoj tacki O, odnosno momentu sile koja dejstvuje na slobodnu materijalnu
tacku za isti pol za koji se uzima to sektorsko ubrzanje.

Ovaj iskaz predstavlja lemu o povrsini, jer sektorska brzina predstavlja povrsinu koju opisuje u
jedinici vremena, vektor poloZaja pokretne materijalne tacke u odnosu na neki pol O, pri njenom
kretanju.

Ako je moment sila, koje dejstvuju na materijalnu tacku, jednak nuli za neku nepokretnu tacku —
- def
pol, onda je moment impulsa kretanja L, = [77, 13] za taj pol konstantan (nepromenljiv) u toku kretanja te

tacke.

v ~I,=2mS, =
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Ly = [?’ﬁ(t)]= 2m§0 = const

- invarijapitna ravan

Znaci mozemo da formulisemo sledeéi zakljucak: Kada je moment sile koja dejstvuje na
pokretnu materijalnu tacku, za neku stalnu tacku jednak nuli, tada je i zamah za tu tacku konstantan.
To je lema o odrzanju momenta impulsa (koli¢ine) kretanja pokretne materijalne tacke.

Graficka ilustracija prethodnog zakljucka — leme prikazana je na prethodnoj slici. Kako je vektor
def

zamaha kretanja materijalne tacke, tj vektor momenta impulsa kretanja ZO =[F, 13] vektorski proizvod
vektora poloZaja materijalne tacke » (t)u odnosu na momentnu tacku - pol O 1 vektora impulsa kretanja
te materijalne tatke p(¢) i kao takav upravan na ravan koju obrazuju ta dva vektora 7(¢) i p(¢), to u

slu¢aju kada je moment M 5 sile F, koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tadku, za neku stalnu tacku

jednak nuli M 5 =0, ta ravn je stalna ravan i u njoj lezi putanja materijalne tacke. Znaci da je putanja

kretanja materijalne tacke, u slucaju kada je vektor momenta impulsa kretanja konstantan,

- def -
L, = [;7 , 13] = C = const, ravanska kriva linija koja leZi u toj stalnoj ravni. Ta stalna ravan je invarijantna

ravan kretanja materijalne tacke 1 pocetna brzina lezi u toj ravni, kao 1 sve brzine pokretne materijalne

tatke u toku njenog kretanja kada je vektor momenta impulsa kretanja konstantan

_ def -
L, :[77, f)]:C = const . Naziv invarijantna ravan kretanja materijalne tacke toj stalnoj ravni dao je

znameniti francuski naucnik, tvorac Nebeske mehanike Laplas (Pierre Simon Laplace, 1749 * 1827
godine).
Jednacinu invarijantne ravni dobijamo, skalarnim mnozenjem konstantnog vektora momenta
o dg -
impulsa kretanja, L, = [17 , ﬁ] = C = const vektorom polozaja materijalne tacke 7 (t) , u obliku:

F.C)=(F.L,)=(.[F. BD=0
- def =
iz koje zakljucujemo da su vektor momenta impulsa kretanja, L, = [17, Za] =C =const 1 vector polozaja
pokretne materijalne tacke, u odnosu na istu momentnu tacku, ortogonini, jer je njihov skalarni proizvod

Jjednak nuli, (F,L0)= 0. Jednacina invarijantne ravni u razvijenom obliku u Descartes-ovom sistemu

koordinata, moze da se napise u obliku:

(7.C)=xC, + yC, +2¢, =0
gde su C,;,i=1,2,3 koordinate vektorske konstante C= Ci+C,j+ C3l€ kojoj je jednak vektor momenta
impulsa kretanja, ZO = [17, Za] =C=const u sluaju kada je moment M 5 sile F, koja dejstvuje na
pokretnu materijalnu tadku, za neku stalnu tatku Ojednak nuli M 5 =0.

Primer. Prou¢imo, sada, impuls kretanja [9(1), moment impusla kretanja ZO (zamah) i njihove

promene na primeru kretanja materijalne tacke mase m, koja rotira ugaonom brzinom @ = wn , oko
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nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 71 koja prolazi kroz momentnu tacku O. Graficki
prikaz kinematickih i kineti¢kih vektorskih invarijanti dat je ns narednoj slici.

Ozna¢imo sa 7 vector polozaja materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O, kroz koju
prolazi i osa orjentisana jedini¢nim vektorom 7 oko koje ugaonom brzinom @ = wn rotira materijalna

taCka. Brzina v kretanja te materijalne tacke je jednaka vektorskom proizvodu te ugaone brzine @ = wn
1 njenog vektora polozaja 7: v :[CT), F]:a)[ﬁ,F]. Brzina v obrtog kretanja te materijalne tacke je
upravna na osu rotacije i vektor polozaja, odnosno na vektore 7 i .

Vektor impulsa kretanja ﬁ(t) te materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom @ = wn , oko
nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom z koja prolazi kroz momentnu tacku O, je:

pt)=mv = m[®,7]= om[i,7]= oS
gde smo uveli oznaku

o def

S = mli, 7]
i vektorsku definiciju za vector S‘éﬁ)statiékog momenta mase m materijalne tacke u odnosu na

momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O.
To je i moment mase prvog reda ili linearni moment mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu
taCku O 1 osu orjentisana jedinicnim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O. Taj vektor
zavisi od polozaja materijalne tacke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda mase u prostoru u odnosu
na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom 7. Takodje izrazava inerciono i devijaciono svojstvo
prvog reda pri rotaciji materijalne tacke oko nepokretene ose. U slucaju kada je materijalna tatka na osi

vector §éﬁ)static“kog momenta mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu
orjentisana jedini¢nim vektorom 7 je jednak nuli, tada su i vektori 7 i 7 kolinearni. Porede¢i ovo
odredjenje S’g)linearnog momenta mase m materijalne tacke sa masom m materijalne tacke
pomnozene jedini¢nim vektorom orjentacije ose 7, a koju smo uveli preko preprincipa (prednacela)
postojanja, moZemo uvesti i vector M éﬁ) =mn nazvati momentom mase nultog reda ili nulti moment

mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tatku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7.

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta LO materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom O=0n

(i)

oko nepokretne ose orjentisane jedinicnim vektorom n,i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase J o materijalne tacke za
pol Qiosu orjentisanu jedinicnim vektorom ni njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase J , idevijacionog momenta

)

mase L)’ materijalne tacke za tu osu i taj pol.
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Dimenzija intenziteta vektora S((,")statiékog momenta mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu

taCku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, je:
dim|SY)| = ML

a jedinica je [kgm].

Vektor momenta impulsa kretanja ZO te materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom
@® = @n , oko nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 7, koja prolazi kroz momentnu tacku O,
je:

- def -

L, =[7. pl=ml7,v]= m[F.[6.7]|= om[F. 7.7 ]|= 0T
gde smo uveli oznaku

def

J = w7 [, 7]]
()

1 vektorsku definiciju za vector J,’ momenta inercije mase m materijalne tatke u odnosu na

momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedinicnim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O.
To je i moment mase drugog reda ili kvadratni moment mase m materijalne tatke u odnosu na
momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O.
Taj vektor zavisi od polozaja materijalne tacke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda mase u prostoru
u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom 7. Takodje izrazava inerciono i devijaciono
svojstvo drugog reda pri rotaciji materijalne tacke oko nepokretene ose. U slucaju kada je materijalna
(i)

tacka na osi vektor J )’ momenta inercije mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1

osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 je jednak nuli, tada su i vektori 7z 1 7 kolinearni.
Vektor J, g‘) momenta inercije mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu
orjentisana jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O ima dve komponente
7(i)

aksijalnu J (jg),ﬁ)= J,n u pravcu ose 1 jg? = [ﬁ, [jéﬁ),ﬁ]]: E(Oﬁ) = Dnc? devijacionu upravnu na tu

osu 1 orjentisanu jedinicnim vektorom d devijacionog pravca upravnog na osu 7. MoZemo da
napisemo:

j(()‘d—m[r[nr (O,y[[JO,]]Jn+D)

Intenzitet J, aksijalne komponente J, ji ) (J(()”), ) J,n vectora J 7% momenta inercije mase m
materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 predstavlja
aksijalni moment inercije mase materijalne tacke za osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja
prolazi kroz tu momentnu tacku O 1 jednak je proizvodu mase m i kvadrata rastojanja materijalne tacke
od te ose. Dimenzija J, aksijalnog momenta inercije mase materijalne tacke za osu orjentisanu
jediniénim vektorom 7 je:

dim J, = dim|J"| = ML’

a jedinica je [kgmz].

Intenzitet D =D , devijacione komponente JU)= [ﬁ,[jéﬁ),ﬁ]]zﬁ((f) =Dd vectora JY
momenta inercije mase m materijalne tatke u odnosu na momentnu tacku O 1 osu orjentisanu
jediniénim vektorom 7, predstavlja devijacioni ili centrifugalni moment mase materijalne tacke za dve

ortogonalne ose, koje se seku u polu O 1to za osu rotacije 71 na nju upravnu osu orjentisanu ortom d u
devijacionom pravcu i devijacionoj ravni materijalne tacke koja rotira. Devijacionu ravan obrazuju osa

rotacije n 1 vector J(()”) momenta inercije mase m . U toj, devijacionoj ravni, za slucaj rotacije

materijalne tacke oko nepokretne ose, lezi vektor ZO momenta impulsa kretanja te materijalne tacke.
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Dimenzija intenziteta D, = D,, devijacione komponente .J é’? = [ﬁ, [j (Oﬁ),ﬁ]]= 13(0’7) = Dng vektora

Jé”) momenta inercije mase m materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

jedini¢nim vektorom 7, odnosno devijacionog ili centrifugalnog momenta mase materijalne tacke za
dve ortogonalne ose, koje se seku u polu O je:

dim D, = dim D,,, = dim|DY| = ML’

a jedinica je [kgm2 ]

Na prethodnoj slici dat je grafic¢ki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta L,

materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom @ =@n oko nepokretne ose orjentisane jedini¢nim
vektorom 7, i prolazi kroz pol O 1 vektora momenta inercije mase J g’) materijalne tacke za pol O 1 osu

orjentisanu jedini¢nim vektorom 1 njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase J, 1

devijacionog  momenta mase Dﬁf) materijalne tacke za tu osu i taj pol. Na slici je prikazana i
devijaciona ravan.

Analogije i geometrijska slicnost. Vaznu ulogu u teorijskim modelima dinamike materijalnih
sistema, 1 u statici i u kinetici, igraju analogije i slicnosti. Osnovu za uspostavljanje analogije modela
dinamike Cine isti oblici matematickih opisa — relacija, izraza i jednacina, koje sluze za opisivanje dva
razli¢ita modela dinamike, a koji se opisuju 1 razliCitim kinematickim, statickim 1/ili kinetickim
vektorskim i skalarnim invarijantama. Tako se rezultati postignuti u izu¢avanju jednog modela dinamike
1 spoznata svojstva 1 specificnosti mogu iskoristiti za proucavanje drugog analognog modela dinamike
sistema 1 za sisteme koji su fizicki sasvim druge prirode. Naprimer u proucavanju dinamika modela
mehanickog 1 elektri¢nog sistema, koristi se elektromehanicka analogija.

Geometrijska slicnost je odredjena srazmernoScu geometrijskih dimenzija uocenih objekata.
Koeficijent proporcionalnosti je razmera sli¢nosti.

Takodje mozemo definisati kinematicku i dinamicku slicnost.

Kinematicka slicnost se odnosi na dva modela kinematike geometrijskih tela, koja u svakom
trenutku ostaju geometrijski slicna. 1 kada koristimo kinematicku slicnost uvodimo koeficijente
proporcionalnosti — kao razmere slicnosti brzina i razmere slicnosti ubrzanja, koji su osnovna
odredjenja - vektorske invarijante modela kinematike.

Dinamicka slicnost se odnosi na dva modela dinamike koji imaju svojstva i geometrijske i
kinematicke sli¢nosti, kao 1 svojstvo sli¢nosti masa, koje se izrazava koeficijentom slicnosti masa,
odnosno razmerom slicnosti masa. To povlaci sa sobom 1i slicnost sila koje uzrokuju kretanje, kao i sila
koje se javljaju kao otpori dejstvu veza na materijalni system. Znac¢i da dinamicka slicnost ukljucuje
sliénost osnovnih odredjenja u dinamici teorijskih modela realnih mehanickih sistema. Zaklju¢ujemo da
je za uspostavljanje analogije izmedju dva teorijska modela dinamike dva realna mehanicka sistema u
formi dinamicke slicnosti, izmedju njih, potrebno i dovoljno da izmedju svih odgovarajuéih, njihovih, i
vektorskih i skalarnih invarijanti modela kinematike i dinamike sistema postoji slicnost uz prisutnu i
geometrijsku slicnost.

Naprimer ako je srazmera geometrijske slicnosti A4, razmera slicnosti vremena 7, razmera

.y . . -1 Cv . . 2 Cv . Cv .
slicnosti brzina At~ , razmera slicnosti ubrzanja At , razmera slicnosti masa u, razmera slicnosti
. . -1 . cv .. 2 Cv . . . ..
impulsa kretanja pdt—, dok je razmera slicnosti sila uAt™, a razmera slicnosti rada sila i energije

2_-2
AT
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