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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
DINAMIKA

III. TRECA NEDELJA
Principi mehanike.

Princip ravnoteze. Princip rada. Princip dejstva. Princip prinude. Newton-ovi principi. Primeri.

IV. CETVRTA NEDELJA
Teoreme mehanike.

Teorema o promeni impulsa kretanja. Teorema o promeni kineticke energije. Promena Hamiltonijana.
Teorema o promeni mehanicke energije. Teorema o upravljivosti kretanja. Teoreme o optimalnom kretanju
upravljivih sistema i optimalnom upravljanju kretanjem. Newton-ovi zakoni.

Principi mehanike.

Pod pojmom principa ili nacela mehanike podrazumevamo iskaz opsteg znacenja pomocu
uvedenih pojmova i definicija mehanike, cija istinitost ne podleze dokazivanju.

Principi mehanike ili nacela mehanike moraju biti saglasni sa preprincipima ili prednacelima.

Opsti principi ili opsSta nacela jesu i uslovi iz kojih se mogu izvesti jednacine kretanja
materijalne tacke i materijalnog sistema, 1 obrnuto, oni su posledice tih jednacCina kretanja. Oni
pokazuju osobine kretanja materijalne tacke, odnossno sistema materijalnih tacaka i potpuno su
ekvivalentne jednacinama kretanja.

Opste principe mehanike mozemo podeliti u dve grupe: diferencijalne i integralne principe.

Diferencijalni principi omogucavaju da se iz njih izvedu diferencijalne jednacine kretanja.

Integralni principi karakteriSu i putanje materijalnih racaka.

Grupi diferencijalnih principa pripadaju: Dalamberov princip, Lagrazeov princip virtualnih
pomeranja i Gausov princip najmanjeg odstupanja (ili prinude).

Grupi integralnih principa pripadaju: Hamiltonov princip najmanjeg dejstva, Lagranz-
Mopertiev princip najmanjeg dejstva.

Hamiltonov princip najmanjeg dejstva se najvise koristi u problemima teorijske fizike i 1 kvantne
mehanike. Lagranz-Mopertiev princip najmanjeg dejstva se najavise koristi u Teoriji elasticnosti i
Teoriji oscilacija i zadacima sa deformacionim radom. Oba ta principa su varijacionog karaktera..

Pored ovih glavnih principa postoje i drugi, a mdju njima: Jakobijev princip (Jacobi),
Helmholcov (Helmholtz), Hercov (Hertz), Pfafov (Pfaff) i drugi,

Prva dva integralna principa su nasla veliku primenu u tehnici pa ¢emo ih detaljnije prouciti i
primenjivati.

Princip dinamicke ravnoteZe.

Materijalno kruto telo je u dinamickoj ravnoteZi ako su zbirovi svih sila koje dejstvuju u
pojedinim dinamickim (materijalnim) tackama tog tela jednaki nuli.

Ovaj princip se moze izraziti matematicki:

1* za jednu materijalnu tacku na koju dejstvuje sistem od k sila ﬁ; i=12,..,k

]
=~

i

el

=0
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2* za materijalni sistem kod koga na svaku materijalnu tatku mase m, , v =1,2,..., N dejstvuje
v=12,..,N,i=12,.,k,

v=N i=k, v=N i=k,

SSE =0 i Y3 [E.F]=0

v=l i=l v=l i=l

sistem sila F

Vi’

U saglasnosti sa osnovnim odredjenjem, definicijom sile inercije kao vektorske invarijante
N A . = N\ dvlt
LOYoma) Wi L) :_m#
1 zakonima dinamike, jednacina (relacija) principa dinamicke ravnoteze, u vektorskom obliku, se moze
napisati:
1* za slobodnu materijalnu (dinamicku) tacku u obliku
i=k

2* za materijalnu (dinamicku) tacku na koju dejstvuje jedna geometrijska, skleronomna idealna
veza oblika f(x,y,z)=0, u obliku

i=k
fF +Zﬁ: + A grad f(x,y,z):O
i=1
Ili
= i=k
(—md‘;—y)}r 1:“1 +/1gradf(x,y,z)=0
i=1
Ili

(—m%&t)}rﬁvt}tgradf(x,y,z)zo

gde A nepoznati Lagrange-ov mnozilac veze f (x, v, z) =0, abrzina v (t) materijalne tacke zadaovoljava
uslov da je tangencijalna na povrs veze

(7(¢). grad f(x,,2))=0
jer reakcija (otpor) idealne veze F'W =Agrad f (x, v, z) je upravna na tangencijalnu povrs idealne veze I
to je sila medjudejstva izmedju materijalne tacke 1 povrsi po kojoj se kre¢e 1 u kojoj lezi brzina V(t)
materijalne tacke.
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Zakljucak 1. Ako na slobodnu materijalnu tacku ne dejstvuje sila, ili je vektorski zbir aktivnih
sila jednak nuli, onda se materijalna tacka krece konstantnom brzinom jednakom brzini kretanja u
pocetnom trenutku. Ako je pocetna brzina bila jednaka nuli tada materijana tacka ostaje u mirovanju.
To sledi iz sledecih uslova:

(_m&(’)}o . 5(0)=7(1,) = const

dt

Zakljucak 2. Ako je zbir sila veze i aktivnih sila, koje dejstvuju na materijalnu (dinamicku)
tacku na koju dejstvuje jedna geometrijska, skleronomna idealna veza oblika f (x, y,z) =0 jednak nuli,

ona se materijalna tacka krece konstantnom brzinom jednakom brzini kretanja u pocetnom trenutku.
Ako je pocetna brzina bila jednaka nuli tada materijana tacka ostaje u mirovanju.
To sledi iz sledecih uslova: za rezultantu aktivnih sila i sila veze

13+ﬂgmdf(x,y,z)= 0
i principa dinamicke ravnoteze:
(— md‘;—gt)j =0 = ¥(t)=¥(¢, ) = const

Princip dinamicke ravnoteZe je drugacija formulacija Dalamber-ovog principa preko
osnovnih odredjenja.

U izvornom obliku Dalamber je definisao ovaj princip uvodec¢i pojam efektivne sile Ii 1 koja je
razlika izmedju aktivnih sila i izgubljenih sila (sila otpora veze) i za materijalnu tacku princip se moze
formulisati u obliku:

ma(t)=F +F, =F,

1 za sistem materijalnih tacaka:
Materijalni sistem kod koga na svaku materijalnu tatku mase m,, v =12,..., N dejstvuje sistem

sila F,,, v=L12,.,N,i=12,..k, formulacija Principa dinamicke ravnoteze je:
v=Ni=k, _ v=Ni=k, _ v=Nizk, _ v=Ni=k, _ v=N i=k, _ v=N i=k, _
FVI_ Fv[e: E/Ib :O 1 [rv9FvI]_ [rv’FvIe]: [rv’FvIb]:O
v=l i=l v=l i=l v=l i=l v=l i=l v=l i=l v=l i=l

jer se unutrasnje sile i sile veze koje dolaze u parovima ponistavaju,

Za pokretni sistem materijalnih tacaka zbir momenata svih sila, aktivnih i sila otpora veza za pol
u koordinatnom pocetku je takodje jednak nuli.

Prethodni sistem od dve vektorske jednacine je iskaz (izraz) Dalamberovog principa koji glasi:

Kad u nekom sistemu materihalnih tacaka sile razloZimo na efektivne i izgubljene, onda su
ove poslednje u ravnotezi .

Dalamber (Jean Le Rond d’Alambert (1717-1783)) je napisavsi fundamentalno delo “Traite de
Dynamique”, koje je publikovano 1743. godine i u njemu definisao princip dinamicke ravnoteze.
U izvornoj formulaciji ovog principa Dalamber ne govori o silama nego o promeni kolicine kretanja u
kratkom vremenskom intervalu.

1740.godine Leonid Ojler v *’Komentarima Petrogradske akademije nauka’’ postavio je princip
koji se bitno ne razlikuje od Dalamberovog. Formulacija tog njegovog principa je:

Za sistem materijalnih tacaka sistem efektivnih sila ekvivalentan je sistemu napadnih
(aktivnih) sila.

Dalamberov princip se obi¢no primenjuje u tre¢em obliku uvodeci pojam sile inercije, kao Sto
smo uradili definiSu¢i princip dinamicke ravniteZe.

Koriste se 1 slede¢e formulacije (iskazi) za Dalamberov princip:
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Za vreme kretanja materijalne tacke sila inercije stoji ’’u ravnoteZi’’ sa svim silama koje
dejstvuju na materijalnu tacku.

U sistemu materijalnih tacaka, koji je u kretanju, i sile inercije obrazuju sistem sila koji je ’u
ravnotezi’’.

Uloga 1 znaCaj Dalamberovog principa je velika, jer omogucava da se dinamicki problemi
reSavaju statickim metodama ispitujuéi ravnotezu aktivnih sila, sila veze i sila inercije, pri kretanju
sistema materijalnih tacaka. Pri tome ne treba gubiti iz vida da se svojstva dinamike sistema bitno
razlikuju od svojstava statike sistema.

Princip rada.

Za ovaj princip — princip rada nisu dovolji do sada definisani pojmovi i odredjenja. Potrebno je
definisati pojam rada i zato uvodimo peto odredjenje - definicijom rada.

Definicija 5. Elementarni rad sile F na stvarnom elementarnom pomeranju  ds =dr duz

putanje s kretanja materijalne tacke je skalarni proizvod te sile F i elementa stvarnog elementarnog
pomeranja ds =dr duz putanje s kretanja i to piSemo u obliku.:

dA™ 2 (F.d5)

Ukupan rad sile F na stvarnom putu pomeranju duZ putanje s kretanja materijalne tacke je
o def ( -
ukupan zbir svih elementarnih radova dA” :(F ,ds ) ili integral skalarnog proizvoda te sile F i

elementa stvarnog elementarnog pomeranja ds = dr duz putanje s kretanja i to pisemo u obliku:
_ def 5, _def S, /.
A" = [aa™ = [ (F.d5)
0 0

Definicijom skalarnog odredjenja - elementarnog rada sile F na stvarnom elementarnom
pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke uspostavljena je skalarna veza izmedju

sila (aktivne F , ili reaktivne ﬁw odnosno sile inercije 7 ) 1pomeranja duz puta s materijalne tacke m .
Kako je vektorskom invarijantom — silom inercije I ~ uspostavljena veza izmedju mase m materijalne
tacke, rastojanja i vremena i dimenzija intenziteta sile inercije kretanja materijalne tacke dobijena u
obliku dim ‘f F‘ =MLT™, gde smo sa M oznagili dimenziju mase, ¢ija jedninica je [gr] mase ili [kg]
mase, sa L oznacili dimenziju duZine, ¢ija jedinica je [cm]duiine ili [m] duzine, sa 7 dimenziju
vremena, ¢ija je jedninica [sec], kao i da smo time odredili dimenziju intenziteta aktivnih sila F , kao i
dimenziju intenziteta reaktivninh ﬁw nije tesko odrediti dimenziju elementarnog rada, kao i dimeziju
ukupnog rada sile na predjenom putu pokretne materijalne tacke u nekom intervalu vremena. Dimenzija
rada sile F na stvarnom pomeranju duZ putanje s kretanja materijalne tacke je:

dim A" = MLTL = M*T™
Kako je jedinica sile inercije [kgm sec‘z] ili [N ] to je jedonica rada [kgm2 sec‘z] ili [Nm] ili [J ] .

Na slikama su za razlicite slucajeve kretanja materijalne tacke mase m na koju dejstvuje aktivna

sila F prikazani putanja S kretanja, stvarno elementarno pomeranje ds =dF duz putanje s kretanja
materijalne tacke koje je kolijearno sa brzinom v i pada u pravac tangente na putanju kretanja tacke.
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yese

kretanju odredjen vektorom polozaja F(t), ova definicija uvodi peto osmovno odredjenje koje je
skalarna invarijanta. Time je u teoriju dinamike uvedena, pored vektorskih, 1 skalatna invarijanta.
_def S, /.
Integral u definicija rada 4" =I(F ,d§) je krivolinijski 1 u opStem slucaju zavisi od puta
0
integraljenja i funkcija je polozaja pokretne dinamicke tacke na putanji odredjenih kinematickih i
dinamickih parametara od kojih zavisi familija moguéih trajektorija materijalne tacke definisanih
odgovaraju¢im pocetnim polozajima i1 brzinama. Podintegralne vektorske funkcije su sile, odnosno
koordinate sila i u opstem slucaju zavise od vektora polozaja 7 i vektora brzine v materijalne tacke, ili
odgovarajucih njihovih koordinata, a u sluc¢aju kada je re¢ o radu sile inercije onda zavise i od ubrzanja
a , odnosno njegovih koordinata.

Za pojedine sile F , naprimer F (F), elementarni rad dA” te sile F na stvarnom elementarnom
pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke uzima oblik :

_def

A" =(F,ds)=au
i predstavlja totalni diferencijal neke funkcije dU , koju smo oznacili sa U , taj integral se moze
integraliti nezavisno od puta o putanje integracije i predstavlja invarijantu u odnosu na put integraljenja
1 zavisi samo od pocetnog 1 krajnjeg polozaja materijalne tacke na putani kretanja materijalne tacke. Za
taj slu¢aj mozemo za ukupan rad sile F na bilo kom stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja
materijalne tacke da napisemo samo u funkciji konetickih parametara kretanja tacke u pocetnom i
krajnjem poloZaju na putanji u obliku:

_def S, /. s

A"'= [(F.da5)= [au =U -U,

Funkcija U (17 F ), u optem slucaju, zavisi od vektora polozaja 7 i vektora brzine v ito je funkcija
sile. Funkcija E =-U , koja je suprotnog znaka od funkcije sile U (17 7 ) je funkcija energije ili krace
energija, a u specijalnim sluc¢ajevima to moze biti promena ukupne energije kretanja materijalne tacke
AE, ili pak njen deo: AE, (17 ) promena potencijalne energije kada sila zavisi od vektora polozaja r
pokretne dinamicke tacke , ili AE, (77 ,V ) promena kineticke energije kada ona zavisi 1 od vektora brzine

v kretanja materijalne tacke, Sto zavisi od prirode sila Ciji rad i energiju odredjujemo. Ako se radi o
elektomehanickom sistemu, onda ova energija ima i jo$ i druga svojstva u zavisnsosti od svojstava
elektrodinamickih sila ¢iji rad odredjujemo.
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Rad sile inercije.

Imajuéi u vidu definiciju sile inercije 7, - (t) =—m , kao vektorske invarijante 1 jednog od

0
dr
osnovnih odredjenja dinamike, kao i definiciju rada sile kao skalarne invarijante za rad sile inercije
I - (t) na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m koja se krec¢e brzinom v
mozemo da piSemo sledecu relaciju
ﬁdefs = 0 v . o m( , )
4" = I(F,ﬁ):f(—mg,vdq :—mI(v,dv):—E(v —vo):—(Ek ~E,,)
So ty Vo
Za rad sile inercije T r (t) na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke
mkoja se kre¢e brzinom v, a u pocetnom poloZaju je imala pocetnu brzinu jednaku nuli, v, =0

mozemo da piSemo sledecu relaciju
t

A dv ( m
A" = ||\F,ds)=|| —-m—,vdt |=—m|(¥,dvV)=——v* =—E
J{F.a5)= -G | = mf .90 =50,

Iz poslednje relacije sledi zakljucak: Rad sile inercije 1 P (t) na stvarnom putu pomeranju duz
putanje s kretanja materijalne tacke m koja se krece brzinom v, a u pocetnom polozaju je imala

pocetnu brzinu jednaku nuli, v, =0 jednak negativnoj vrednosti njene kineticke energije E, .

IR

Kinaticka energija se naziva i imenom “’Ziva sila’’.
Potencijalna energija

Za sve sile koje imaju funkciju sile U(7) ili U(x, y,z)mozemo da napisemo da je sila F(7) ili
F (x, v, z) gradijent te skalarne funkcije u obliku:

F =gradU (17 )
Kako je:

(F.ds )= (gradU,dr)=dU
to je rad te sile F = grad U (17 ) na stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke
m koja se kre¢e brzinom v je:

j(ﬁ,dE)zj(gmdU,d?): TdU =U-U, =_Ep
Uy

Iz poslednje relacije sledi zakljuéak: Rad sile F = gradU (77 ), koja ima funkciju sile U (7 ), na
stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m koja se krece brzinom, jednak
negativnoj vrednosti njene potencijalne energije E, sa tacnoS¢u do jedne aditivne konstante.
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Rad sila otpora veza

Za slucaj neidealnih veza zakljucili smo da ukupna sila otpora veza ﬁw ima dve komponete

normalnu F,, = A grad f(F) i tangencijalnu F,, za ¢ije definisanje su nam potrebni i eksperimentalni
podaci (naprimer za silu trenja - koeficijent trenja ).

Rad ukupne sile otpora veza ﬁw , koja ima dve komponete, na stvarnom putu pomeranju duz
putanje s kretanja materijalne tacke m , koja se kre¢e brzinom v | je:

7

AR j(ﬁ‘w,dg)= j(ﬁw + Agrad f(7).dF)= [(F,.dF)

jer je jednacina veze f(?) =0, pa je:

N

A4 [(Fy.d5)= [ (1grad f(7).dF)= £ ()~ /() =0

Na osnovu prethodnog moc¢emo izvesti sledece zakljucke:

Zakljucak 1. Rad sile otpora szv =Agrad f (F ) idelane geometrijske veze f (;7 ) =0 na stvarnom
putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m , koja se krece brzinom v jednak je nuli.

Zakljucak 2. Za odredjivanje rada tangencijalne komponete FwT sile otpora za Cije definisanje
su nam potrebni 1 eksperimentalni podaci mora se odredjivati u svakom konkretnom slucaju
pojedinac¢no. Ta tangencijalna komponenta er se najcesée javlja kao funkcija brzine v materijalne

taCke te je za odredjivanje rada te komponente sile otpora najéesée potrebno poznavati i konacne
jednacine kretanje ili druge relacije pomocu kojih je moguce odrediti brzinu u funkciji polozaja pokretne
materijalne tacke.

Rad sila otpora proporcionalne brzini

Rad sile otpora proporcionalne brzini er —bv, na stvarnom putu pomeranju duz putanje s
kretanja materijalne tacke m , koja se kreé¢e brzinom v je:

S r

A% [(F )= J(ov.dr)= —bj (7, dF)

So To

Formulacija principa rada
i=N

i=1

N
(fp+13i +F

w,i 2
i=l

A7)=0

i=N

Z(fF+Fj +F é‘f)zO

wyid i
i=l

Newton-ovi principi
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