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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA  

MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA 
 

VII.3. DEVETA NEDELJA  
Dinamika sistema materijalnih tačaka 
 
Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tačaka: Geometrija masa. Središte sistema masa i njegove osobine. Diferencijalne jednačine 

kretanja sistema materijalnih tačaka. Teorema o kretanju središta sistema materijalnih tačaka. Količina kretanja sistema materijalnih tačaka. Moment 
količine kretanja sistema materijalnih tačaka. Kinetička energija sistema. Koening-ova teorema o kinetičkoj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih 
tačaka. D’Alamber-ov princip. Lagrange-ov princip. Lagrange-D’Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednačine II vrste.  

VIII. DESETA NEDELJA  
Dinamika krutog tela 
Osnovni pojmovi dinamike krutog tela: Momenti inercije mase tela. Definicije. Steiner-ova teorema. Elipsoid inercije. Translatorno kretanje tela. 

Količina kretanja tela. Diferencijalne jednačine kretanja. Kinetička energija tela.  

XI.1.  JEDANAESTA NEDELJA 
Obrtanje tela oko nekretne ose. Moment količine kretanja. Diferencijalna jednačina kretanja. Kinetička energija. Rad. Snaga.  
Fizičko klatno.  Kinetički pritisci.  

 

XI.2. DVANAESTA  NEDELJA  
Ravansko kretanje tela. Količina kretanja. Moment količine kretanja. Diferencijalne jednačine kretanja. Kinetička energija. Uslov kotrljanja bez 

klizanja.  
Obrtanje tela oko nepkretne tačke. Kinetička energija. Moment količine kretanja. Euler-ove dinamičke jednačine obrtanja tela oko nepokretne 

tačke. Regularna precesija.   

XI.3  TRINAESTA NEDELJA  
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.  
Dinamika tela promenljive mase. Jednačina Mešćerskog. Kelijev problem. Jednačina Ciolkovskog.  

 
 
 
 
Dinamika materijalnog sistema  
Dinamika sistema materijalnih tačaka 
Dinamika krutog tela 
 
Uvod 
Na slici je prikazan sistem materijalnih taćaka koji sadrži veći broj materijalanih tačaka, ali taj broj je konačan. 

Onda kažemo da se radi o diskretnom materijalnom sistemu sa konačnim brojem materijalnih tačaka koje su na konačnim 
rstojanjima ili o sistemu materijalnih tačaka. 

Ako su mase materijalnih tačaka male – elemtarne i nalaze se na malim rastojanjima i rasporedjene su kontinualno 
onda kažemo da se radi o neprekidnom sistemu - kontinuumu. Oblast prostora ispunjena neprekidno rasporedjenom 
materijom sastavljenom od malih čestica elementarnih masa na bliskim medjusobnim rastojanjima čini materijalno telo. Ako 
to telo pod dejstvom sila ne menja veličinu i oblik onda je to model krutig tela čije kretanje izučavamo u dinamici. U 
suprotnom, ako telo pod dejstvom sila menja oblik i zapreminu onda se radi o deformabilnom telu – čvrstom telu. i sistem 
materijalnih tačaka može biti krut, ako se medjusobna rastojanja tačaka ne menjaju. 

Materijalni sistem može da bude obrazovan i od materijalnih tačaka i od materijalnih tela.  
Do sada smo proučili vektorske i skalatnu invarijantu jedne pokretne materijalne tačke, kao i odgovarajuće principe, 

kao i teoreme o kretanju jedne materijalne tačke. Ta znanja ćemo primeniti i na sistem materijalnih tačaka vodeći računa da 
se materijalni sistem sastoji iz sistema materijalnih tačaka konačnih ili beskonaćno malih masa, koje su na malim 
rastojanjima.  

Može se koristiti i sledeća definicija materijalnog sistema: Pod materijalnim sistemom podrazumevamo skup 
materijalnih tačaka u kome kretanje jedne tačke zavisi od kretanja svih ostalih tačaka.  

Unutrašnje i spoljašnje sile. Sile koje dejstvuju na slobodan sistem delimo u dve grupe: spoljašnje i unutrašnje. Sile 
koje dejstvuju izmedju masa pojedinih materijalnih tačaka sistema su unutrašnje sile. Na osnovu trećeg Newton-ovog 
aksimoma (dejstva i protivdejstva)  materijalna tačka mase im  dejstuje na materijalnu tačku mase km  dejstvuje silom ikF

r
 

koja pada u pravac spojne prave materijalnih tačaka sa smerom ka materijalnoj tački mase im ; Medjutim materijalna tačka 



Mehanika III – Dinamika  - Kinetika                                  Predavanja  IX                                                                 Školska 2006-2007 
 

 
Mašinski fakultet Univerziteta u Nišu  Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanović) Hedrih 
Katedra za mehaniku                                                            (nelektorisan – brief - tekst) 

Str. 2 od 43

mase km  dejstvuje silom kiF
r

 na materijalnu tačku mase im . Ove dve sile su po intenzitetu jednake, ali su po smerovioma 
suprotnosmerne. Njihovo uzajamno dejstvo se poništava.  Vektorski to možemo da napišemo: 

0=+ ikki FF
rr

 

im  km  

ikF
r

 kiF
r

 

    

 

im  km  

ikF
r

 kiF
r

 

O  

z x

y  

kr
r  

ir
r  

ikF
OM
r

 

kiF
OM
r

 

 
Kako se unutrašnje sile uvek javljaju u parovima – dejstva i protivdejstva, to se njihova dejstva uzajamno 

poništavaju. Na osnovu toga sledi da je zbir svih unutrašnjih sila sistema jednak nuli. 
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Možemo da iskažemo sledeći zaključak: Vektorski zbir svih unutrašnjih sila  (glavni vektor unutrašnjih sila) sistema 
materijalnih tačaka uvek je jednak nuli, bilo da materijalne tačke miruju, bilo da se kreću.  

Neka je položaj materijalnih tačaka im  i km  odredjen vektorima položaja ir
r

 i  kr
r

 u odnosu na nepokretnu tačku 

O  koju smo izabrali za momentni pol. Momenti para unutrašnjih sila ikF
r

 i kiF
r

za momentnu tačku u polu O  su jednaki, ali 
su suprotnog smera: 
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Vektorski zbir momenata svih unutrašnjih sila materijalnog sistema (glavni moment unutrašnjih sila) za proizvoljnu 
momentnu tačku jednak je nuli.  
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Sile koje dejstvuju na materijalne tačke posmatranog maretijalnog sistema, a potiču od materijalnih tačaka i masa 
drugih sistema nazivamo spoljašnjim silama.  

Sve što smo govorili o vezama koje dejstvuju na jednu materijalnu tačku važi i ovde, ali se moraju analizirati sile 
otpora veza za svaku pojedinačnu tačku i za svaku materijalnu tačku pojedinačno odrediti broj stepeni slobode kretanja. Broj 
stepeni slobode kretanja sistema se odredjuje kao zbir svih stepeni slobode kretanja pojedinačnih tačaka sistema. Ako sistem 
ima N materijalnih tačaka i sve su slobodne od veza, onda takav sistem ima N3 stepeni slobode kretanja i potrebno je toliko 
koordinata za odredjivanje položaja svake od materijalnih tačaka sistema. To je zato jer je položaj svake od materijalnih 
tačaka u prostoru odredjen sa po tri koordinate. 

Ako materijalne tačke nisu slobodne, nego na njih dejstvuju stacuonarne holonomne veze, onda se se broj stepeni 
slobode kretanja odredjuje kao razlika izmedju broja koordinata potrebnih za odredjivanje položaja svih materijalnih tačaka 
sistema i ukupnog broja veza koje dejstvuju na materijalne tačke (zbir broja veza u pojedinačnom dejstvu na materijalne 
tačke sistema). Naprimer, ako je broj tih stacionatnih konačnih geopmetrijskih, ili diferencijalnih integrabilnih veza s  to je 
broj stepeni slobode kretanja sistema sNn −= 3 . Sada na isti način kao i kod jedne materijalne tačke od N3  koordinata 
biramo n  koordinata za generalisane, a ostale koordinate materijalnih tačaka izražavamo pomoću generalisanih koordinata 
sistema koristeći jednačine veza. Ako su veze idealne, onda se otpori veza odredjuju pomoću gradijenta funkcije veze i 
Lagrange-ovog množioca veze ( )zyxfgradF iiwi ,,λ=

r
. 
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Osnovna odredjenja dinamike sistema materijalnih tačaka 
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Skup materijalnih tačaka u kome kretanje i položaj svake materijalne tačke zavisi od položaja i kretanja ostalih 

tačaka toga skupa čini pokretni sistem materijalnih tačaka ili materijalni sistem u kretanju.  
 

I. OSNOVNA ODREDJENJA  
 
4.1. Osnovna odredjenja. 
Da bi smo odredili bitne pojmove i odredjenja, kao i invarijante mehanike sistema materijalnih tačaka, koristimo već 

uvedene, prilikom izučavanja kretanja jedne materijalne tačke. I za materijalni system sastavlčjen od konačnog broja 
materijalnih tačaka, osnovna odredjenja su: definiciju brzine i definicija impulsa kretanja, kao i definicija ubrzanja i 
definicija  inercijalne sile [1], [2] za jednu materijalnu tačku, primenjujući je na svaku od materijalnih tačaka sistema 
pojedinačno. .  

 
Definicija 1. Brzina ( )tvi

r
 i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1=  čiji je položaj u prostoru, u trenutku 

vremena t , odredjen vektorom položaja ( )tri
r

 je granična vrednost odnosa rastojanja dva njena bliska položaja ( )tNi  i 

( )ttNi ∆+  odredjena vektorima položaja ( )tri
r

 i ( )ttri ∆+
r

 i intervala vremena t∆ , za koji se ta materijalna tačka pomeri 
iz jednog položaja u drugi, kada taj interval vremena teži nuli: 
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Znači da je brzina ( )tvi
r

 i - te materijalne tačke, čiji je položaj u prostoru, u trenutku vremena t , odredjen vektorom položaja 

( )tri
r

 po definiciji jednaka prirodnom izvodu vektora položaja ( )tri
r

 po vremenu t  . Brzina svake od materijalnih tačaka u 
sistemu je znači vektor, i kao takav je invarijantan pri transformaciji koordinata iz jednog u drugi sistem koordinata. 
Definicijom brzine uspostavlja se veza izmedju rastojanja i vremena. Dimenzija intenziteta brzine je: 
 1dim −= LTvr  

gde smo sa L  označili dimenziju dužine, čija jedinica je [ ]cm dužine ili [ ]m  dužine, sa T  dimenziju vremena, čija je 

jedninica [ ]sec . Znači da je jedinica brzine [ ]1sec−m .  
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Definicija 2. Impuls kretanja ( )tpi

r
 ili ( )tKi

r
 i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1= , čiji je položaj u 

prostoru, u trenutku vremena t , odredjen vektorom položja ( )tri
r

 je proizvod njene mase im  i vektora ( )tvi
r

 njene brzine u tom 
trenutku vremena: 

 ( ) ( )tvmtp ii

def

i
rr

=     ili   ( ) ( )tvmtK ii

def

i
rr

=  

 ( ) ( )
dt

trdmtp i
i

def

i

r
r

=     ili   ( ) ( )
dt
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rr
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Znači da je impuls kretanja  ( )tpi
r

 ili ( )tKi

r
 i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1= , vektor i kao takav 

je invarijantan u odnosu na transformacije koordinata iz jednog sistema u drugi sistem koordinata. Definicijom impulsa kretanja 
materijalne tačke uspostavljena je veza izmedju mase m  materijalne tačke, rastojanja i vremena. Dimenzija intenziteta impulsa 
kretanja materijalne tačke je: 

( ) 1dim −= MLTtpr  

gde smo sa M  označili dimenziju mase, čija jedninica je [ ]gr  mase ili [ ]kg  mase, sa L  smo označili dimenziju dužine, čija 

jedinica je [ ]cm  dužine ili [ ]m  dužine, sa T  dimenziju vremena, čija je jedninica [ ]sec . Znaći da je jedinica impulsa 

[ ]1sec−mkg  ili [ ]secN . 

 Impuls kretanja materijalnog sistema koji se sastoji od N pokretnih materijalnih tačaka iN , masa im , Ni ,...,3,2,1= , 

čiji su položaji u prostoru, u trenutku vremena t , odredjeni vektorima položja ( )tri
r

 je jednak zbiru proizvoda odgovarajućih masa 

im  i vektora ( )tvi
r

 odgovarajućih brzina u tom trenutku vremena ili jednak vektorskom zbiru impulsa kretanja pojedinih 
materijalnih tačaka sistema. To možemo napisati i sledećom relacijom: 
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Definicija 3. Ubrzanje ( )tai
r

 i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1= , čiji je položaj u prostoru, u trenutku 

vremena t , odredjen vektorom položaja ( )tri
r

 je granična vrednost odnosa razlike njenih brzina ( )ttvi ∆+
r

 i ( )tvi
r

 dva njena 

bliska položaja ( )tNi  i ( )ttNi ∆+  odredjena vektorima položaja ( )tri
r

 i ( )ttri ∆+
r

 i intervala vremena t∆ , za koji se ta 
materijalna tačka pomeri iz jednog položaja u drugi, kada taj interval vremena teži nuli: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dt
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Znači da je ubrzanje  ( )tai
r

 i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1= ,, čiji je položaj u prostoru, u  trenutku vremena 

t , po definiciji jednako prirodnom izvodu vektora njene brzine ( )tvi
r

 po vremenu t . Ubrzanje je vektor i kao takav je invarijantan. 
Definicijom ubrazanja uspostavlja se veza izmedju rastojanja i vremena. Dimenzija ubrzanja je: 
 2dim −= LTar  

gde smo sa L  označili dimenziju dužine, čija jedinica je [ ]cm dužine ili [ ]m  dužine, sa T  dimenziju vremena, čija je jedninica 

[ ]sec . Znači da je jedinica ubrzanja [ ]2sec−m .  
 

1m  

O  

2m  

im  
km  

Nm  

1r
r  

2r
r  

kr
r  

ir
r  

Nrr  

kiF
r

 

1kF
r

 
2kF

r
 

kNF
r

 

12F
r

 

iF2

r
 

iNF
r

 

NF2

r
 

x  
y

z  

( )1FI
r

 

2ar  

kar  

Nar  

iar  

1ar  

( )iFI
r

 

( )NFI
r

 

( )2FI
r

 

( )kFI
r

 

 
Definicija 4. Sila inercije ( )( )tI iF

r
  i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1= ,, čiji je položaj u prostoru, u 

trenutku vremena t , odredjen vektorom položaja ( )tri
r

  je proizvod njene mase im  i suprotno usmerenog vektora  njenog ubrzanja 

( )tai
r

  u tom trenutku vremena: 

 ( )( ) ( )tamtI ii

def

iF
rr

−=       ili   ( )( )
( )

dt
tvdmtI i

i

def

iF

rr
−=  

Znači da je sila inercije ( )( )tI iF

r
 i -te materijalne tačke vektor i kao takav je invarijantan u odnosu na transformacije koordinata iz 

jednog sistema u drugi sistem koordinata. Definicijom sile inercije kretanja materijalne tačke uspostavljena je veza izmedju mase 
m  materijalne tačke, rastojanja i vremena. Dimenzija intenziteta sile inercije kretanja materijalne tačke je: 

 2dim −= MLTIF

r
 

gde smo sa M  označili dimenziju mase, čija jedninica je [ ]gr  mase ili [ ]kg  mase, sa  L  označili dimenziju dužine, čija jedinica 

je [ ]cm dužine ili [ ]m  dužine, sa T  dimenziju vremena, čija je jedninica [ ]sec . Znači da je jedinica sile inercije [ ]2sec−kgm  ili 

[ ]N .  
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Rezultujuća sila inercije kretanja materijalnog sistema koji se sastoji od N pokretnih materijalnih tačaka iN , masa 

im , Ni ,...,3,2,1= , čiji su položaji u prostoru, u trenutku vremena t , odredjeni vektorima položja ( )tri
r

 je jednak zbiru 

proizvoda odgovarajućih masa im  i suprotno usmerenog vektora ( )tai  odgovarajućih ubrzanja materijalnih tačaka u tom 
trenutku vremena ili jednaka vektorskom zbiru sila inercije pojedinih materijalnih tačaka sistema. To možemo napisati i sledećom 
relacijom: 
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Na osnovu preprincipa kauzalne odredjenosti [1], rastojanja, njihove promene, brzina, ubrzanje, impuls kretanja i drugi 
činioci kretanja materijalne taćke jednoznačno su odredjeni u toku vremena, kako u budućnosti, tako i u prošlosti, i to sa onolikom 
tačnošću koliko su nam poznate odrednice kretanja u bilo kom odredjenom trenutku vremena. 

Na osnovu preprincipa invarijantnosti kretanje i svojstva kretanja materijale tačke ne zavise od forme iskaza, jer utvrdjena 
istina o kretanju i zapisana jednom u odredjenom obliku nekog jezika jednako je sadržana u zapisu drugog oblika ili drugog pisma. 
Ovo znači da definisano kretanje materijalne tačke možemo izražavati u različitim sistemima koordinata, i označavati odredjenim 
realnim brojevima za masu, vreme i rastojanje, ali da su pri tome sva tri realiteta invarijante 

 
Središte masa materijalnog sistema 
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Ukupna masa materijalnog sistema koji se sastoji od N materijalnih tačaka, masa im , Ni ,...,3,2,1=  je: 

∑
=

=
N

i
imM

1

  

Vektor položaja ( )tri
r

, i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1=  odredjuje njen  položaj u prostoru, u 

trenutku vremena t , a u odnosu na nepokretni pol u O . Sa OP
r

 označimo polarni linearni moment masa materijalnog sistema koji 

je jednak zbiru polarnih linearnih momenata masa materijalnih tačaka iiOi rmP rr
=   za isti pol   te možemo da napišemo: 

∑∑
==

==
N

i
iC

N

i
iiO mrrmP

11

rrr
 

gde smo uveli oznaku Cr
r

 koja predstavlja vector položaja tačke C  koju ćemo nazvati središte sistema materijalnih tačaka ili 

centar inercije. Vektor položaja  Cr
r

 dobijamo kao količnik polarnog linearnog momenta  masa materijalnog sistema OP
r

 i ukupne 
mase materijalnog sistema: 
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 Proizvod CrMr
 predstavlja linearni moment masa sistema za isti pol kada je celokupna masa materuijalnog sistema 

skoncentrisana u središtu sistema C  kao da je jedna materijalna tačka mase jednake ukupnoj masi sistema.  
 Na osnovui prethodnog možemo formulisati sledeći iskaz:  

Polarni linearni moment celokupne mase materijalnog sistema sažete u njegovom središtu C kao da je system materijalna 
tačka, jednak je vektorskom zbirupolarnih linearnih  momenata svih masa materijalnih tačaka sistema za isti pol O .   
 Kada je pol u središtu sistema masa tada je polarni linearni moment jednak nuli.  

Ako diferenciramo po vremenu vektor položaja središta sistema masa dobijamo brzinu Cvr  središta sistema masa: 

M
p

M

p

M

vm

M

rm
rv

N

i
i

N

i
ii

N

i
ii

CC

r
rr&r

&rr
=====

∑∑∑
=== 111  

Sada možemo da napišemo: 

∑∑
==

===
N

i
i

N

i
iiC pvmvMp

11

rrrr
 

što predstavlja impuls kretanja materijalnog sistema sa brzinom središta sistema masa materijalnog sistema. 
Ako još jedamput diferenciramo po vremenu vektor položaja središta sistema masa dobijamo ubrzanje Car  središta 

sistema masa: 

( )

M
I

M

I

M

am

M

rm
ra F

N

i
iF

N

i
ii

N

i
ii

CC

rr&&r

&&rr
=====

∑∑∑
=== 111  

Sada možemo da napišemo da je sila inercije sistema materijalnih tačaka: 

( )∑∑∑
===

=−=−=−=
N

i
iF

N

i
ii

N

i
iiCF IamrmaMI

111

r&&rrr
 

i vidimo da je jednaka vektorskom zbiru svih pojedinačnih sila inercija ( )( ) ( )tamtI ii

def

iF
rr

−= , koje potiču od pojedinačnih 

materijalnih tačaka sistema, koje se kreću ubrzanjima iar  , a imaju mase  im , odnosno sili inercije koju bi imala materijalna tačka 

mase ∑
=

=
N

i
imM

1

 jednake masi celog sismeta, a kretala se ubrzanjem Car  središta sistema materijalnih tačaka. Znači, to je sila 

inercije one materijalne tačke, koju dobijamo kao kada je celokupna masa sistema materijalnih tačaka skoncentrisana (sažeta) u 
središtu sistema i kao da se kreće ubrzanjem Car  središta sistema materijalnih tačaka.  

 Imajući u vidu ovaj i prethodni zaključak, koji se odnose na impuls kretanja CvMp rr
=  i silu inercije CF aMI rr

−=  

središta sistema materijalnih tačaka, i njihovu vezu sa brzinom Cvr  i ubrzanjem Car središta sistema materijalnih tačaka, i modelom 

materijalne tačke mase jednake skupljenoj (sažetoj) masi sistema ∑
=

=
N

i
imM

1

 u središte sistema C , koje je odredjeno vektorom  

položaja 
M

rm
r

N

i
ii

C

∑
== 1

r

r
, to sve  principe, teoreme i  leme mehanike, kao i vektorske i skalarne jednačine dimnamike,  koje smo 

izveli za kretanje i dinamičku ravnotežu materijalne tačke možemo primeniti i na reprezentativnu materijalnu taćku u srediđtu 
sistema  - model sistema materijalnih tačaka u vidu te reprezentativne materijalne tačke.  

Isto tako, ako svaku od materijalnih tačaka iN , masa im , pojedinačno izdvojimo iz sistema i posmatramo je kao poseban 
system od jedne materijalne tačke, a pri tome uticaj odstranjenog dela sistema (svih ostalih tačaka sistema) apstrahujemo 
(zamenimo) silama i vezama medjudejstva izdvojene pojedinačne materijalne tačke iN  i ostalih materijalnih tačaka kN , 

ikNk ≠= ;,...,3,2,1  to možemo primeniti  sve  principe, teoreme i  leme mehanike, kao i vektorske i skalarne jednačine 
dimnamike,  koje smo izveli za kretanje jedne materijalne tačke, slobodne od veza ili podvrgnute vezama, zavisno od apstrahovanog 
uticaja ostalog dela sistema.  Naravno kao i u svakom konkretnom zadatku treba imati specifičnosti pri tome, a to je da sve dobijene 
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jednačine dinamičke ravnoteže pojedinih materjalnih tačaka i matematičke relacije će biti spregnuti sa kinetičkim parametrima i 
vektorskim skalarnim invarijalntama sa svim ostalim materijalnim tačkama sistema. Broj tih spregnutosti se može smanjiti 
odgovarajućim izborom koordinatnih sistema u kojima će se pisati vektorske i skalarne jednačine dinamike pojedinih materijalnih 
tačaka, a u nekim specijalnim slučajevima linearnih sistema, pa i nekih nelinearnih sistema možemo izborom pogodnih sistenma 
koordinata dobiti čak i sasvim nezavisne jednačine kretanja (naprimer oscilatorni sistem materijalnih tačaka sa linearnim vezama, i 
n  generalisanih koordinata, izborom koordinatnog sistema glavnih koordinata, se može predstaviti modelom - sistemom n  
parcijalnih harmonijskih oscilatora, pri čemu svi nezavisni jedan od drugog).  
   

 

Teoreme  mehanike  sistema materijalnih tačaka     
 
 Pod pojmom teorema mehanike ovde ćemo podrazumevati matematičko tvrdjenje opšteg značenja o kretanju 
materijalnih sistema čija se istinitost dokazuje na osnovu preprincipa, principa mehanike, osnovnih i posledičnih definicija i 
zakona dinamike.  
 
 Teorema o promeni impulsa (količine) kretanja 

 
Osnovnim odredjenjem uveli smo vektorsku invarijantu dinamike impuls kretanja, koji smo definisali sledećom 

definicijom: 
 Potražimo sada izvod vektorske invarijante ( )tpr  impulsa kretanja ili količine kretanja sistema materijalnih tačaka: 

 
( ) ( ) ( ) CF

N

i
ii

defN

i
i aMItamtp

dt
tpd rrr&r

r
=−=== ∑∑

== 11

    

 Vidimo da je prvi izvod po vremenu impulsa kretanja ( )tpr  sistema materijalnih tačaka nepromenljive mase, jednak 

rezultujućoj sili inercije FI
r

 sa promenjenim smerom, ili je jednak rezultanti aktivnih sila ( )tFR

r
 koje dejstvuju na materijalni 

sistem, pa možemo da pišemo: 

 
( ) ( ) ( ) ∑∑∑

===

===−===
K

i
iRCF

N

i
ii

defN

i
i FFaMItamtp

dt
tpd

111

rrrrr&r
r

 

Odnosno: 

 
( ) ( )tFaM

dt
tpd

RC

rr
r

==  

Prvi izvod impulsa kretanja ( )tpr  sistema materijalnih tačaka, nepromenljive mase, po vremenu jednak je 

vektirskom zbiru svih sila ( )tFR

r
 koje  dejstvuju na materijalni sistem. 

Diferencijal impulsa (količine) kretanja ( )tpdr  sistema materijalnih tačaka jednak je : 

( ) ( ) ( )tKddttFtpd FR

rrr
==  

gde smo sa ( )tK
r

 označili impuls sile. Ako prethodnu diferencijalnu relaciju integralimo, za impuls sile ( )tKF

r
 , dobijamo 

sledeći izraz: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫=−=
t

F dttFptptK
0

0
rrrr

 

`Kako je: 

 ( ) ( ) ( ) ( )tptvmtvMtp
N

i
i

N

i
iiC ∑∑

==

===
11

rrrr
  

 ( ) ( ) ( ) ( )0000
11
∑∑
==

===
N

i
i

N

i
iiC pvmvMp rrrr

 

to sledi i: 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )∫∑ =−=−=
−

t

RCC

N

i
iiF dttFvtvMptptK

01
00

rrrrrr
 

Priraštaj količine kretanja (impulsa kretanja) ( )tpr∆  sistem pokretnih materijalnih tačaka za konačni vremenski 

razmak t∆  jednak je impulsu ( )tKF

r
 rezultujuće sile ( )tFR

r
, koja dejstvuje na materijalni sistem  u tom vremenu. 
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Dimenzije količine kretanja (impulsa kretanja) ( )tpr  i impulsu ( )tKF

r
 sile ( )tFR

r
, koja dejstvuje na materijalni 

sistem u tom vremenu su iste. Dimenzija intenziteta impulsa ( )tKF

r
 sile ( )tFR

r
, koja dejstvuje na materijalni sistem je: 

( ) 1dim −= MLTtKF

r
 

gde smo sa M  označili dimenziju mase, čija jedninica je [ ]gr  mase ili [ ]kg  mase, sa L  smo označili dimenziju dužine, 

čija jedinica je [ ]cm  dužine ili [ ]m  dužine, sa T  dimenziju vremena, čija je jedninica [ ]sec . Znaći da je jedinica impulsa  

sile [ ]1sec−mkg  ili [ ]secN . 

Pošto je impuls sile ( )tKF

r
 vektorski integral, to se on u opštem slučaju ne poklapa sa pravcem sile ( )tFR

r
. 

U slučaju da je sila konstantna ( )
→

= consttFR

r
 impuls sile ( )tKF

r
 iako vektorski integral, je kolinearan sa silom. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )0
0

00 ttFdtFvtvMptptK R

t

RCCF −==−=−= ∫
rrrrrrr

 

 Ako na materijalni sistem ne dejatvuju sile i ne dejstvuju veze, te se ne javljaju otpori veza, ili pak ako je zbir 
aktivnih sila koje dejstvuju na materijalni sistem i otpora veza koje dejstvuju na tu tačku jednak nuli, onda sledi da je: 

 
( ) ( ) 0== tF

dt
tpd

R

rr
⇒

( ) 0== CaM
dt

tpd r
r

( ) consttp =
r

⇒ ( ) ( ) consttptp ==
rr

0 ⇒    

   ( ) ( ) consttvMtvM CC ==
rr

0  
 

  Na osnovu prethodne relacije možemo definisati sledeću lemu.  
 Lema o održanju impulsa kretanja sistema materijalnih tačaka: Ako na sistem materijalnih  tačaka ne dejstvuju 
sile i ne dejstvuju veze, te se ne javljaju otpori veza, ili pak ako je zbir aktivnih sila, koje dejstvuju na sistem materijalnih 
tačaka i otpora veza koje dejstvuju na tačke tog sistema jednak nuli, tada je impuls kretanja sistema materijalnih  tačaka 
nepromenljiv u toku kretanja i jednak vrednosti na počeku kretanja sistema, ( ) ( ) onstcvMtptp C

rrrr
===0 .  Ako je početna 

brzina Cvr  središta sistema materijalnih tačaka bila jednaka nuli, odnosno ako je središte sistema materijalnih tačaka bilo u 
mirovanju, ona će ostati u miru. 

Ovo je i lema o održanju količine kretanja sistema materijalnih tačaka. 
 
Sada možemo da formuišemo i sledeći zaključak: Ako na sistem materijalnih tačaka nepromenljive mase ne 

dejstvuju sile i ne dejstvuju veze, te se ne javljaju otpori veza, ili pak ako je zbir aktivnih sila koje dejstvuju na materijalni 
sistem i otpora veza, koje dejstvuju na taj sistem  jednak nuli, tada se središte C  sistema materijalnih tačaka kreće 
ravnomerno i pravolinijski u pravcu početne brzine, istom tom brzinom ( ) ( ) onstctvtv CC

rrr
==0 . To je kretanje središta 

sistema materijalnih tačaka po ineerciji.   
Ako je početna brzina središta sistema materijalnih tačaka bila jednaka nuli, odnosno, ( ) ( ) 00 == tvtv CC

rr
, odnosno  

ako je središte sistema materijalnih  tačaka bilo u mirovanju, ona će i ostati u miru. 
 
 Lema o promeni momenta impulsa (količine) kretanja 
 
 Definicija: Pod momentum impulsa (količine) kretanja i -te materijalne tačke iN , mase im , Ni ,...,3,2,1=   sistema 

materijalnih tačaka podrazumevamo moment vektora impulsa kretanja te i -te materijalne tačke  za jednu stalnu tačku O  -  pol u 
toj stalnoj tački. To je vektorski proizvod izmedju vektora položaja i -te materijalne tačke ( )tri

r
 u odnosu na momentnu tačku - pol 

O  i vektora impulsa kretanja te i -te materijalne tačke ( )tpi
r

: 

 ( )( ) ( ) ( )[ ]tptrtL ii

def

iO
rrr

,=     ili   [ ] [ ]iiiii

def

Oi vrmprL rrrrr
,, == . 

 Moment impulsa kretanja i -te materijalne tačke [ ]ii

def

Oi prL rrr
,=  za pol u stalnoj tački nazivamo i kinetičkim momentum, 

a koristi se i naziv zamah i -te materijalne tačke materijalnog sistema za pol u tački O . Na narednim slikama je dat grafički, 

geometrijski prikaz  vektora momenta impulsa kretanja i -te materijalne tačke [ ]ii

def

Oi prL rrr
,= , za pol u stalnoj tački O , koji je 

upravan na ravni koju čine vektor položaja i -te materijalne tačke ( )tri
r

 u odnosu na momentnu tačku - pol O  i vektor impulsa 

kretanja te i -te materijalne tačke ( )tpi
r

, a tu ravan  smo obeležili sa ( )iprR rr , ili ( )ivrR rr , . 
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Slika. Grafički prikaz momenta impulsa kretanja – kinetičkog momenta OiL
r

 i /te materijalne tačke materijalnog sistema , za  pol O i odgovarajućih 

kinematičkih i kinetičkih vektorskih invarijanti.. 
 

Dimenzija moment impulsa kretanja materijalne tačke [ ]ii

def

Oi prL rrr
,=  za pol u stalnoj tački, odnosno kinetičkog 

momenta, odnosno zamaha je: 
12dim −= TMLL

def

O

r
 

dok je jedinica [ ]12 sec−kgm ili secNm ili [ ]secJ . 

 Kako je sektorska brzina [ ]iiOi vrS rrr
,

2
1

=  i-te materijalne tačke za pol u stalnoj tački O  to vektor momenta impulsa 

kretanja i-te materijalne tačke [ ]ii

def

Oi prL rrr
,= , za pol u stalnoj tački O , možemo napisati i u obliku dvostrukog proizvoda 

mase i-te pokretne materijalne tačke i vektora  sektorske brzine te  i-te  materijalne tačke pomoću sledeće relacije (izraza): 

 [ ] [ ] Oiiiiiii

def

Oi SmvrmprL
rrrrrr

2,, ===  

 Znači da je, sektorska brzina [ ]iiOi vrS rrr
,

2
1

=  i-te materijalne tačke za pol u stalnoj tački O , pomnožena dvostukom 

masom pokretne i -te materijalne tačke jednaka vektoru momenta impulsa kretanja i-te materijalne tačke [ ]ii

def

Oi prL rrr
,= , za 

pol u toj stalnoj tački O .  
 
 Moment impulsa kretanja materijalnog sistema od N  materijalnih tačaka iN , masa im , Ni ,...,3,2,1=  za 

momentnu tačku u polu O  jednak je vektorskom  zbiru vektora momenata impulsa kretanja  [ ]ii

def

Oi prL rrr
,=  materijalnih 

tačaka koje čine taj sistem:  

 [ ] [ ] ∑∑∑∑
====

====
N

i
Oii

N

i
iii

N

i
ii

defN

i
OiO SmvrmprLL

1111
2,,

rrrrrrr
 

Sada potražimo prvi izvod po vremenu vektora momenta impulsa kretanja pokretnog sistema materijalnih tačaka  za 
pol u stalnoj tački O , tako da dobijemo: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] O

N

i

FF
Oi

N

i
iwiii

N

i
iii

N

i
iii

N

i
ii

N

i
iiO

O wMFFramrvmvprprL
dt
Ld

M
rrrrrrrrrr&rrr&r&r

r
rrr

==Φ++=+=+== ∑∑∑∑∑∑
=

Φ++

===== 111111
,,,,,  

odnosno  

[ ] [ ] O

N

i
ii

N

i
iiO

O FrprL
dt
Ld

M
rrr&rr&r

r

==== ∑∑
== 11

,,  

gde smo sa [ ]∑
=

=
N

i
iiO Fr

1
,
rrr

M  označili rezultujući moment svih sila iF
r

 , koje dejstvuju na sistem materijalnih tačaka za isti 

momentni pol u tački O . 
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 Prethodna relacija važi i za slučaj kretanja materijalnog sistema u kome su materijalne tačke podvrgnute dejstvu 
veza, pri čemu oznaka iF

r
 uključuje rezultantu svih sila aktivnih i sila otpora veza koje dejstvuju na i -tu materijalnu tačku, 

ali ne i silu inercije. 

 Izvedena relacija OO
O L

dt
Ld

M
r&r

r

==  je matematički iskaz leme o promeni momenta impulsa (količine) kretanja, 

koju rečima možemo formulisati u sledećem obliku:  
 
 Lema o promeni momenta impulsa (količine) kretanja sistema materijalnih tačaka: Prvi izvod po vremenu vektora 

momenta impulsa (količine) kretanja sistema materijalnih tačaka nepromenljive mase,  OO
O L

dt
Ld

M
r&r

r

== , za pol u stalnoj 

tački O  jednak je vektorskom zbiru momenata svih spoljašnjih sila koje dejstvuju na materijalni sistem za isti pol O , kao 
momentnu tačku. 
  

Možemo formulisati i sledeću lemu: 
Izvod to vremenu zamaha sistema pokretnih materijalnih tačaka za nepokretni pol jednak je glavnom momentu svih 

spoljašnjih sila koje dejstvuju na sistem, a za isti pol kao momentnu tačku.  
 

 Sada na osnovu relacije ∑
=

=
N

i
OiiO SmL

1
2

rr
 tj. veze vektora momenta impulsa (količine) kretanja tj. zamaha sistema 

pokretnih materijalnih tačaka nepromenljive mase za pol u stalnoj tački O , kinematičkih odrednica sektorskih brzina 

pojedinih materijalnih tačaka [ ]iiOi vrS rrr
,

2
1

=  možemo da napišemo: 

 O

N

i
OiiO

O SmL
dt
Ld

M
r&r&r

r

=== ∑
=1

2  

 Znači da je, sektorsko ubrzanje [ ]iiOi arS rr&r ,
2
1

=  i-te materijalne tačke za pol u stalnoj tački O , pomnožena 

dvostukom masom pokretne i -te materijalne tačke jednaka izvodu vektora momenta impulsa kretanja i-te materijalne tačke 

Oii

def

Oi SmL &r&r 2= , za pol u toj stalnoj tački O , odnosno momentu sila, spoljašnjih i unutrašnjih, koje dejstvuju na i-tu 
materijalnu tačku sistema za isti pol za koji se uzima to sektorsko ubrzanje.  

Ovaj iskaz predstavlja lemu o površini, jer sektorska brzina predstavlja površinu koju opisuje u jedinici vremena, 
vektor položaja pokretne i-te materijalne tačke u odnosu na neki pol O , pri njenom kretanju.   

Prethodnu lemu možemo izraziti i na sledeći način: 
Izvod po vremenu zamaha sistema pokretnih materijalnih tačaka za nepokretni pol jednak je vektorskom zbiru 

proizvoda dvostrukih masa sa njhovim sektorskim ubrzanjima. 
 Ako je moment sila, koje dejstvuju na i- materijalnu tačku, jednak nuli za neku nepokretnu tačku – pol, onda je 

moment impulsa kretanja [ ]ii

def

Oi prL rrr
,=  za taj pol konstantan (nepromenljiv) u toku kretanja te tačke. 

 ∀   [ ] 0,2 ===== iF
OiiOiOi

Oi MFrSmL
dt
Ld rrrr&r&r
r

⇒ [ ] [ ] constCSmvrmprL iOiiiiiiiOi =====
rrrrrrr

2,,  

 

 

O  

z  

y

iF
r

 

( )ii rN r  

im  

ir
r  

iL  

ivr  

( )[ ] constSmtprL iiiii === 00 2,
rrrr

 

( ) iii vmtp rr
=  

[ ] constvr
m

Sm ii
i

ii ==
rrr

,
20  

( )ivrR rr ,  

x  

[ ] 0, == ii
F
O FrM i

rrr r

 

( )iprR rr ,  stalna  ravan u  
        kojoj leži putanja 
       materijalne tačke - 
     - invarijantna ravan 
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Znači možemo da formulišemo sledeći zaključak: Kada je moment sila koje dejstvuju na i -tu pokretnu materijalnu 
tačku, za neku stalnu tačku jednak nuli, tada je i zamah kretanja i ’te materijalne tačke sistema za tu tačku konstantan. 

To je lema o održanju momenta impulsa (količine) kretanja pokretne materijalne tačke. 
Grafička ilustracija prethodnog zaključka – leme prikazana je na prethodnoj slici. Kako je vektor zamaha kretanja i -te 

materijalne tačke, tj vektor momenta impulsa kretanja [ ]ii

def

Oi prL rrr
,=  vektorski proizvod vektora položaja i -te materijalne 

tačke ( )tri
r

 u odnosu na momentnu tačku - pol O  i vektora impulsa kretanja te i -te materijalne tačke ( )tpi
r

 i kao takav 

upravan na ravan koju obrazuju ta dva vektora ( )tri
r

 i ( )tpi
r

, to u slučaju kada je moment iF
OM
rr

sile iF
r

, koja dejstvuje na 

pokretnu i -tu materijalnu tačku, za neku stalnu tačku jednak nuli 0=iF
OM
rr

, ta ravn je stalna ravan i u njoj leži putanja i -te 
materijalne tačke. Znači da je putanja kretanja i -te materijalne tačke, u slučaju kada je vektor momenta impulsa kretanja 

konstantan, [ ] onstcCprL iii

def

Oi
rrrrr

=== , , ravanska kriva linija koja leži u toj stalnoj ravni. Ta stalna ravan je invarijantna 
ravan kretanja i -te materijalne tačke i početna brzina leži u toj ravni, kao i sve brzine te  pokretne materijalne tačke u toku 

njenog kretanja, kada je vektor momenta impulsa kretanja konstantan [ ] onstcCprL iii

def

Oi
rrrrr

=== , . Naziv invarijantna ravan 
kretanja materijalne tačke u toj stalnoj ravni dao je znameniti francuski naučnik, tvorac Nebeske mehanike Laplas (Pierre Simon 
Laplace, 1749 ‘ 1827 godine). 
 Jednačinu i -te invarijantne ravni dobijamo, skalarnim množenjem konstantnog vektora momenta impulsa kretanja, 

[ ] onstcCprL iii

def

Oi
rrrrr

=== ,  vektorom položaja materijalne tačke ( )tri
r

, u obliku:  

 ( ) ( ) [ ]( ) 0,,,, === iiiOiiii prrLrCr rrrrrrr
 

Jednačina invarijantne ravni u razvijenom obliku u Descartes-ovom sistemu koordinata, može da se napiše u obliku: 

 ( ) 0, 321 =++= iiiii zCyCxCCr
rr

 

gde su 3,2,1, =kCik  koordinate vektorske konstante kCjCiCC iiii

rrrr
321 ++=  kojoj je jednak vektor momenta impulsa 

kretanja, [ ] onstcCprL iii

def

Oi
rrrrr

=== ,  u slučaju kada je moment iF
OM
rr

sile iF
r

, koja dejstvuje na i -tu pokretnu materijalnu 

tačku, za neku stalnu tačku O  jednak nuli 0=iF
OM
rr

. 
  

 
1m  

O  

2m  

im  
km  

Nm  

1r
r  

2r
r  

kr
r  

ir
r  

Nrr  
Nρ
r  

kρ
r  

kNF
r

 

2ρ
r  

iρ
r  

1ρ
r  

x  
y

z  

Cr
r

 
C  

 
  

Sa slike vidimo da je iCi rr ρ
rrr

+= te za moment impulsa kretanja sistema materijalnih tačaka za pol u nepokretnoj 
tački možemo da pišemo: 
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] CC

N

i
ii

N

i
iC

N

i
ii

N

i
iC

N

i
ii

defN

i
OiO LprpprpprprLL

rrrrrrrrrrrrrrr
+=+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+=== ∑∑∑∑∑∑

======

,,,,,,
111111
ρρ  

odnosno 
 [ ] p

OCCCO LLLprL
rrrrrrr

+=+= ,  

 Moment impulsa kretanja sistema materijalnih tačaka za neki pol O jednak je vektorskom zbiru momenta impulsa 
sistema materijalnih tačaka za središte sistema i  momenta impulsa za isti pol. 
 Moment količine  kretanja sistema materijalnih tačaka za neki pol O jednak je vektorskom zbiru momenta količine 
kretanja  sistema materijalnih tačaka za središte sistema i  momenta količine kretanja  za isti pol. 

Zamah sistema materijalnih tačaka za neki pol O jednak je vektorskom zbiru zamaha  sistema materijalnih tačaka 
za središte sistema i  zamaha količine kretanja  za isti pol. 

Sada diferencirajmo prethodni izraz za moment količine kretanja, te dobijamo: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ORCCCCCCCCCCO
O FrLprLprpvLprprLL

dt
Ld

M
rrr&r&rr&r&rrrr&r&rrr&r&r&r

r

=+=+=++=++== ,,,,,,  

odnosno 

 [ ] ORCCO
O FrLL

dt
Ld

M
rrr&r&r

r

=+== ,  

Iz poslednjeg izraza možemo dobiti sledeće: 

 [ ] ( )CRF
OORCOC MFrL
rrrrrr&r −=−= MM ,  

gde je 

 ( ) [ ]RC
F
O FrM CR

rrr r

,=  moment glavnog vektora spoljašnjih sila koje dejstvuju na sistem materijalnih tačaka, sa 

napadnom tačkom u središtu sistema, a za tačku O  kao momentnu tačku.  
 Izvod po vremenu zamaha sistema za središte sistema kao momentnu tačku, jednak je vektorskoj razlici glavnog 
momenta sistema spoljašnjih sila za nepokretni pol i momenta glavnog vektora (rezultante) tih sila, sa napadnom tačkom u 
središtu tih sila, a za nepokretni pol kao momentnu tačku.  

 Iz relacije [ ] ( )CRF
OORCOC MFrL
rrrrrr&r −=−= MM ,  imajući u vidu da je iCi rr ρ

rrr
+=  pišemo: 

 [ ] [ ] [ ] C

N

i
ii

N

i
iC

N

i
iiRCOC FFrFrFrL MM

rrrrrrrrrr&r ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−= ∑∑∑

=== 111
,,,, ρ  

 [ ] C

N

i
iiC FL M

rrr&r == ∑
=1

,ρ  

 Odavde smo dobili potvrdu da teorema o zamahu kretanja sistema materijalnih tačaka vazi i za središte sistema, 
iako ta momentna tačka nije nepokretna.  
  
 

Vektori momenata inercije masa materijalnog sistema 
 

 Primer. Proučimo, sada, impuls kretanja ( )tpr , moment impusla kretanja OL
r

 (zamah) i njihove promene na 

primeru kretanja sistema materijalnih tačaka od N  materijalnih tačaka iN , masa im , Ni ,...,3,2,1= , koji rotira ugaonom 

brzinom nr
r

ωω = , oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr  i koja prolazi kroz momentnu tačku O . Grafički 
prikaz kinematičkih i kinetičkih vektorskih invarijanti za jednu i -tu materijalnu tačku dat je na narednoj slici. 

Označimo sa ir
r

 vektor položaja materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O , kroz koju prolazi i osa 

orjentisana jediničnim vektorom nr  oko koje, ugaonom brzinom nr
r

ωω = , rotira i -ta materijalna tačka. Brzina ivr  kretanja 

te i -te materijalne tačke je jednaka vektorskom proizvodu te ugaone brzine nr
r

ωω =  i njenog vektora položaja ir
r

: 

[ ] [ ]iii rnrv rrrrr ,, ωω == . Brzina  ivr  obrtnog kretanja te materijalne tačke je upravna na osu rotacije i vektor položaja, odnosno 

na vektore  nr  i ir
r

.  

Vektor impulsa kretanja ( )tpi
r

 te materijalne tačke, koja rotira ugaonom brzinom nr
r

ωω = , oko nepokretne ose 

orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

( ) [ ] [ ] ( )n
Oiiiiiiii Srnmrmvmtp
rrrrrrrr ωωω ==== ,,  
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gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ]ii

def
n

Oi rnmS rrr r

,=  

i vektorsku definiciju za vektor ( )n
OiS
rr

statičkog momenta mase im  materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase prvog reda ili linearni 
moment  mase im  materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz 

tu momentnu tačku O .  Taj vektor zavisi od položaja materijalne tačke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda materijalnih tačaka  
u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom nr . Takodje izražava inerciono i devijaciono svojstvo prvog 

reda pri rotaciji materijalne tačke oko nepokretene ose.  U slučaju kada je materijalna tačka na osi vector ( )n
OiS
rr

statičkog momenta 

mase im  materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisana jediničnim vektorom nr  je jednak nuli, tada su i 

vektori  nr  i ir
r

kolinearni. Poredeći ovo odredjenje  vector ( )n
OiS
rr

linearnog momenta mase im  materijalne tačke sa vektorom 

dobijenim množenjem mas im  materijalne tačke i jediničnog vektora orjentacije ose nr , a koju smo uveli preko preprincipa 

(prednačela) postojanja, možemo uvesti i  vector  ( ) nmM i
n

Oi
rr r

=  nazvati momentom mase nultog  reda ili nulti  moment  mase im  

materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr . 
 

( ) [ ][ ]iii
n

Oi rnrmJ rrrr r

,,=  

[ ][ ] ( )n
OiiiiOi JrrmL
rrrrrr

ωω == ,,

iR  

ir
r  

nr  nr
r

ωω =  

[ ][ ]ii
i

Oii rr
m

Sm rrrr
,,

2
ω=  

niJ  

( )n
OiD
rr

 
O  

im  

( ) iii vmtp rr
=  

[ ]ii rv rrr ,ω=  

iL  
( )ii rN r  

 
Slika. Grafički prikaz momenta impulsa kretanja – kinetičkog momenta OiL

r
 i -te materijalne tačke, koja rotira ugaonom brzinom nrr

ωω =  oko nepokretne ose 

orjentisane jediničnim vektorom nr , i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase 
( )n
OiJ
rr

materijalne tačke za pol O i osu  orjentisanu jediničnim vektorom 

nr i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase OniJ  i devijacionog   momenta mase 
( )n
OiD
rr

 materijalne tačke za tu osu i taj pol. 

 

Dimenzija intenziteta vektora ( )n
OiS
rr

statičkog momenta mase im  materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , je: 

 ( ) MLS n
Oi =
rr

dim  

a jedinica je [ ]kgm . 

Vektor momenta impulsa kretanja OiL
r

 te i -te materijalne tačke, koja rotira ugaonom brzinom nrr
ωω = , oko 

nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] ( )n
Oiiiiiiiiiiii

def

Oi JrnrmrrmvrmprL
rrrrrrrrrrrrr

ωωω ===== ,,,,,,  
gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ][ ]iii

def
n

Oi rnrmJ rrrr r

,,=  

i vektorsku definiciju za vector ( )n
OiJ
rr

 momenta inercije mase im  i -te materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i vector momenta mase drugog  reda ili 
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kvadratnog  momenta  mase im  i -te materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , 

a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O .  Taj vektor zavisi od položaja materijalne tačke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda 
mase u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom nr . Takodje izražava inerciono i devijaciono svojstvo 

drugog reda pri rotaciji materijalne tačke oko nepokretene ose.  U slučaju kada je materijalna tačka na osi vektor ( )n
OiJ
r

momenta 

inercije mase im  i -te materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr  je jednak nuli, 

tada su i vektori  nr  i ir
r

kolinearni.  
 Oba vektora koje smo prethodno definisali: 

 * vector ( )n
OiJ
rr

 momenta inercije mase im  i -te materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O : 

 ( ) [ ][ ]iii

def
n

Oi rnrmJ rrrr r

,,=  

kao i vektor ( )n
OiS
rr

statičkog momenta mase im  materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim 

vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  ili moment mase prvog reda ili linearni moment  mase im  materijalne 

tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O : 

 ( ) [ ]ii

def
n

Oi rnmS rrr r

,=  
su vektori vezani za tačku –pol o orjentisanu osu i kao takvi su tenzorskog karaktera i odredjeni su, u opštem slučaju sa devet 
skalara. To znači das u tenzori drugog reda.  
 

Vektori momenata inercije masa materijalnog sistema. Vektor ( )n
OiJ
rr

 momenta inercije mase im  i -te materijalne 

tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisana jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  ima 

dve komponente aksijalnu ( ) ( )( ) nJnJJ Oni
n

Oi
n

Oai
rrrr rr

== ,  u pravcu ose i  ( ) ( )[ ][ ] ( ) dDDnJnJ ni
n

Oi
n

Oi
n

Odi

rrrrrr rrr

=== ,,  devijacionu upravnu 

na tu osu i orjentisanu jediničnim vektorom d
r

 devijacionog pravca upravnog na osu nr . Možemo da napišemo: 

 ( ) [ ][ ] ( )( ) ( )[ ][ ] ( )n
OiOni

n
Oi

n
Oiiii

def
n

Oi DnJnJnnnJrnrmJ
rrrr rrrrrrrrrrrr

+=+== ,,,,,  

 Intenzitet OniJ  aksijalne komponente ( ) ( )( ) nJnJJ ni
n

Oi
n

Oai
rrrr rr

== ,  vectora ( )n
OiJ
rr

 momenta inercije mase im  i -te 

materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr predstavlja aksijalni moment inercije 
mase i -te materijalne tačke za osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  i jednak je 
proizvodu mase im  i kvadrata rastojanja materijalne tačke od te ose. Dimenzija OniJ  aksijalnog momenta inercije mase 

materijalne tačke za osu orjentisanu jediničnim vektorom nr  je: 

 ( ) 2dimdim MLJJ n
OOni ==
rr

 

a jedinica je [ ]2kgm .  

 Intenzitet OndiOni DD =  devijacione komponente ( ) ( )[ ][ ] ( ) dDDnJnJ Oni
n

Oi
n

Oi
n

Odi

rrrrrr rrr

=== ,,  vectora ( )n
OiJ
rr

 momenta 

inercije mase im  i -te materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , predstavlja 

devijacioni ili centrifugalni moment mase i -te materijalne tačke za dve ortogonalne ose, koje se seku u polu O  i to za osu rotacije 

nr i na nju upravnu osu orjentisanu ortom d
r

 u devijacionom pravcu i devijacionoj ravni materijalne tačke koja rotira. Devijacionu 

ravan obrazuju osa rotacije nr    i vector ( )n
OiJ
rr

 momenta inercije mase im . U toj, devijacionoj ravni, za slučaj rotacije materijalne 

tačke oko nepokretne ose, leži vektor OiL
r

 momenta impulsa kretanja te materijalne tačke.  

Dimenzija intenziteta OndiOni DD =  devijacione komponente ( ) ( )[ ][ ] ( ) dDDnJnJ Oni
n

Oi
n

Oi
n

Odi

rrrrrr rrr

=== ,,  vektora ( )n
OiJ
rr

 

momenta inercije mase im  i -te materijalne tačke u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , 

odnosno devijacionog ili centrifugalnog momenta mase materijalne tačke za dve ortogonalne ose, koje se seku u polu O  je: 

 ( ) 2dimdimdim MLDDD n
OOndOn ===
rr

 

a jedinica je [ ]2kgm .  
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Na prethodnoj slici dat je grafički prikaz momenta impulsa kretanja – kinetičkog momenta OiL
r

 jedne i -te materijalne 

tačke, koja rotira ugaonom brzinom nrr
ωω =  oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , i prolazi kroz pol O  i 

vektora momenta inercije mase ( )n
OiJ
rr

i -te materijalne tačke za pol O  i osu  orjentisanu jediničnim vektorom nr  i njegovih 

komponenti, aksijalnog momenta inercije mase OniJ  i devijacionog   momenta mase ( )n
OiD
rr

 i -te materijalne tačke za tu osu i taj 
pol. Na slici je prikazana i devijaciona ravan.  
 Na osnovu prethodne analize za jednu materijalnu tačku sistema, proučimo, sada, impuls kretanja ( )tpr , moment 

impusla kretanja OL
r

 (zamah) i njihove promene na primeru kretanja sistema materijalnih tačaka od N  materijalnih tačaka 

iN , masa im , Ni ,...,3,2,1= , koji rotira ugaonom brzinom nrr
ωω = , oko nepokretne ose orjentisane jediničnim 

vektorom nr  i koja prolazi kroz momentnu tačku O .  

Vektor momenta impulsa kretanja OL
r

 sistema materijalnih tačaka od N  materijalnih tačaka iN , masa 

im , Ni ,...,3,2,1= , koje rotiraju pišemo pomoću vektorskog zbira vektora momenata impulsa i -te materijalne tačke, koja rotira 

ugaonom brzinom nrr
ωω = , oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] ( ) ( )n
O

N

i

n
Oi

N

i
iii

N

i
iii

N

i
iii

N

i
ii

defN

i
OiO JJrnrmrrmvrmprLL

rrrrrrrrrrrrrrr
ωωωω ======= ∑∑∑∑∑∑

====== 111111
,,,,,,  

gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ][ ]∑
=

=
N

i
iii

def
n

O rnrmJ
1

,, rrrr r

 

i vektorsku definiciju za vector ( )n
OJ
rr

 momenta inercije mase sistema materijalnih tačaka u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase drugog  reda ili kvadratni 
moment  mase sistema materijalnih tačaka u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja 
prolazi kroz tu momentnu tačku O .  

( ) [ ][ ]iii
n

Oi rnrmJ rrrr r

,,=  

[ ][ ] ( )n
OiiiiOi JrrmL
rrrrrr

ωω == ,,

iR  

ir
r  

nr  nr
r

ωω =  

[ ][ ]ii
i

Oii rr
m

Sm rrrr
,,

2
ω=  

niJ  

( )n
OiD
rr

 
O  

im  

( ) iii vmtp rr
=  

[ ]ii rv rrr ,ω=  

iL  
( )ii rN r  

km  

2m  

1m  

kr
r  

1r
r  

2r
r  

3r
r  

3m  
NrrNm  

 
 Ako je materijalni sistem materijalno telo, koje sadrži beskonačno mnogo materijalnih tačaka elementarnih masa dm  

onda za isto prethodna vektorska definicija vector ( )n
OJ
rr

 momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i 

osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  dobija oblik zapreminskog integrala(umesto 
sume): 

 ( ) [ ][ ] [ ][ ]dVrnrdmrnrJ
VV

def
n

O ∫∫∫∫∫∫ ==
rrrrrrr r

,,,, ρ  

gde je ρ  masena gustina tela, a V zapremina tela u kojoj je smeštena masa tela. Koordinate ovog vektora su aksijalni moment 

inercije tela za osu orjentisanu ortom nr   i proizvodi inercije za dve upravne ose.  
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( ) [ ][ ]dmrnrJd n
O

rrrr r

,,=  

[ ][ ] ( )n
OO JddmrrLd
rrrrrr

ωω == ,,  

R  

rr

nr  

[ ][ ]rrdmdmSO
rrrr

,,
2

ω=  
OndJ  

( )n
ODd
rr

 

O  

( ) dmvtpd rr
=  

[ ]rv rrr ,ω=  
dm  

( )rN r  L  

nr
r

ωω =  

 
Slika. Grafički prikaz momenta impulsa kretanja – kinetičkog momenta OLd

r
 elementarne mase dm  materijalnog tela, koja rotira ugaonom brzinom nrr

ωω =  

oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase 
( )n
OJd
rr

 elementarne mase dm  materijalnog tela  

za pol O i osu  orjentisanu jediničnim vektorom nr i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase OndJ  i devijacionog   momenta mase 
( )n
ODd
rr

 

materijalne tačke za tu osu i taj pol. 
 
 
Steiner-ova teorema. Imajući u vidu da je iCi rr ρ

rrr
+=  to unošenjem u 

( ) [ ][ ]∑
=

=
N

i
iii

def
n

O rnrmJ
1

,, rrrr r

 

dobijamo: 

( ) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]∑ ∑∑∑
= ===

+=++==
N

i

N

i
iiiiCC

N

i
iCiCi

N

i
iii

def
n

O nmmrnrrnrmrnrmJ
1 111

,,,,,,,, ρρρρ
rrrrrrrrrrrrrrr r

 

( ) ( ) [ ][ ]MrnrJJ CC
n

C

def
n

O
rrrrr rr

,,+=  

a to je izraz Steiner-ove teoreme, koja kaže da je vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u odnosu na 

momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  jednak zbiru 

vektora sopstvenog momenta inercije mase ( )n
CJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u odnosu na momentnu tačku C u središtu 

sistema i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz središte sistema C  i pložajnog  [ ][ ]Mrnr CC
rrr ,, u 

odnosu na središte sistema.  
Vektor sopstvenog momenta inercije mase ( )n

CJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u odnosu na momentnu tačku C , u 

središtu sistema, i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz središte sistema C nazivamo i centralni 

vector momenta inercije mase ( )n
CJ
rr

 sistema materijalnih tačaka za središte sistema C  i osu orjentisanu jediničnim vektorom 

nr . 

Vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O , možemo razložiti u dve komponente, jednu OnJ  u pravcu 

ose nr  i drugu ( )n
O

rr
D  upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju čine vektori ( )n

OJ
rr

 i  nr  i  to možemo napisati u 
sledećem obliku: 

( ) ( )( ) ( )[ ][ ] ( )n
OOn

n
O

n
O

n
O nJnJnnJnJ

rrrr rrrrrrrrr
D+=+= ,,,  

Aksijalni i devijacioni deo vektora momenta inercije mase. Glavne ose inercije. Komponenta vektora momenta inercije 
mase ( )n

OJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u pravcu ose nr , koju smo označili sa nJOn
r

, odnosno ( )n
OnJ
rr

 nazivamo još i aksijalni 

moment inercije mase sistema materijalnih tačaka za osu orjentisanu ortom nr  i  koja prolazi kroz pol O : 
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 ( ) ( )( )nJnnJJ n
OOn

n
On

rrrrr rr

,==  

i njen intenzitet je nJ je  jednak: 

 ( )( )n
OOn JnJ
rrr,=  

Komponenta vektora momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 sistema materijalnih tačakau pravcu upravnom na osu nr , koju 

smo označili sa ( )n
O

rr
D  nazivamo još i vektor devijacionog momenta inercije mase sistema materijalnih tačaka za osu 

orjentisanu ortom nr  i  koja prolazi kroz pol O : 

 ( ) ( )[ ][ ]nJn n
O

n
O

rrrr rr

,,=D  
i ona leži u devijacionoj ravni i izražava devijaciona sviojstva sistema materijalnih tačaka u odnosu na osu, oko koje rotira taj 
sistem, odnosno devijaciona svojstva rasporeda materijalnih materijalnih tačaka u odnosu na osu rotacije.  (Naprimer, masa točka, 
koji je  nasadjen ekscentrično pokazuje devijaciona svojstva pri rotaciji oko te ekscentrične ose, a masa izbalansiranog točka, koji je 
centrično nasadjen ne pokazuje devijaciona svojstva. Balansiranje točkova se izviodi dodavanjem olovnih ‘’materijalnih tačaka’’ 
čime se poništavaju wevijaciona svojstva točka u odnosu na osu rotacije.) 

Ako vektor momenta inercije mase ( )sn
OJ
rr

 sistema materijalnih tačaka ima samo komponentu u pravcu ose snr , koju 

smo označili sa ( )sn
OnJ
rr

 i nazivali još i aksijalni moment inercije mase sistema materijalnih tačaka, onda ćemo tu osu snr  

nazvati glavnom osom inercije. Znači da je za glavnu osu inercije orjentisanu ortom snr  komponenta u pravcu upravnom na 

osu snr , koju smo označili sa ( )sn
O

rr
D  nazivamo još i vektor devijacionog momenta inercije mase sistema materijalnih tačaka 

jednaka nuli: ( ) 0=sn
O

rr
D . Tada je: 

( ) ( )( ) s
n

Os
n

O nJnJ ss
rrrr rr

,≡  
Takvih pravaca i osa ima tri u svakoj tački prostora i set od tri glavna pravca inercije, odnosno od tri glavne ose inercije 

sadrži ose koje su medjusobno ortogonalne. A to ćemo kasnije i dokazati. 

Ako sada vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  razložimo u tri pravca osa koordinatnog sistema 
wunO rrr

 možemo da napišemo: 
( ) ( )( ) ( )[ ][ ] ( ) ( ) ( ) wDuDnJnJnJnJnnJnJ OnwOnuOn

n
Ow

n
OuOn

n
OOn

n
O

n
O

n
O

rrrrrrrrrrrrrrr rrrrrr

++=++=+=+= DDD,,,  

Projekcije OnuOnu ID −=  i OnwOnw ID −=  vektora momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u 

pravcima dveju medjusobno ortogonalnih osa ur  i wr  nazivamo devijacionim momentima za dve ortogonalne ose nr  i ur , 
odnosno  nr  i wr . Ove projekcije se zovu još i proizvodi inercije.  

Tenzor momenata inercije masa sistema i matrica tenzora momenata inercije masa sistema. Svakom od vektora 
momenta inercije mase ( )n

OJ
rr

 sistema materijalnih tačaka u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom 

nr , možemo pridružiti jednu matricu kolonu čiji su elementi njegove  projekcije na ose koordinatnog sistema wunO rrr
 na 

sledeći način: 

( )

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
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⎧
=
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⎪
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⎪
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⎩

⎪
⎨

⎧
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⎪
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⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

Ow

Owu
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w

J
D
D

r

OJ  

i pomoču njih sastaviti matricu 33×  koju ćemo nazvati matrica tenzora inercije masa materijalnog sistema, čije su kolone 
sastavljene od matrica kolona, koje sadrže projekcije vektora momenata masa materijalnog sistema redom, za ose koordinatnog 
sistema wunO rrr

, a čiji su elementi aksijalni momenti inercije masa i devijacioni momenti masa materijalnog sistema, odnosno 
proizvodi inercije masa materijalnog sistema za par osa redom iz skupa ortogonalnih vektora nr , ur  i wr . Na osnovui toga možemo 
da napišemo: 

 ( ) ( ) ( )( )
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rrr

OOOO JJJJ  

Ako za skup ortohonalnih ortova uzmemo ortove Descartes-ovog koordinatnog sistema i
r

, j
r

i k
r

prethodna matrica postaje: 
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 U vektorskom obliku vektori momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema su: 
 ( ) ( ) kDjDiJiJJ OxzOxyOx

i
OOx

i
O

rrrrrr rr

++=+= D  

 ( ) ( ) kDjJiDjJJ OyzOyOyx
j

OOy
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rrrrrr rr

++=+= D  

 ( ) ( ) kJjDiDkJJ OzOzyOzx
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rrrrrr rr
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ili 

 ( ) [ ][ ]∑
=

=
N

i
iii

def
i

O rirmJ
1

,, rrrr r

 

 ( ) [ ][ ]∑
=

=
N

i
iii

def
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i
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 Ako sada redom pomnožimo vektore momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema za pol u 

koordinatnom početku kosinusima smerova jediničnog vektora γβα cossincos kjin
rrrr

++= onda ćemo dobiti sledeće: 
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i
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i
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O JrnrmrkjirmJJJ
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Sada se pomoću definisane matrice tenzora inercije materijalnog sistema može napisati prethodna relacija u sledećem 
obliku: 

 ( ){ } { }n
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te je aksijalni moment inercije mase sistema materijalnih tačaka za osu nr  koja prolazi kroz koordinatni početak O  jednak: 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) { }nn
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Devijacioni moment mase sistema materijalnih tačaka za dve upravne ose nr  i ur  koje se seku u koordinatnom početku O  
je: 
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 Da bi smo odredili glavne pravce inercije potrebno je da nađemo one pravce snr  za koje je ( ) ( )( ) s
n

Os
n

O nJnJ ss
rrrr rr

,≡ , 
odnosno u matričnom obliku: 
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te odatle dobijamo:  
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Gde je 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1

1
I  jedinična dijagonalna materica- Poslednja matrična jednačina predstavlja sistem homogenih 

algebarskih jednačina sa nepoznatim kosinusima smerova orta glavnog pravca inercije materijalnog sistema 

ssss kjin γβα cossincos
rrrr

++= , ali sadrži i nepoznati aksijalni moment inercije mase materijallnog sistema 
sOnJ za osu u 

tom glavnom pravcu inercije. Kako je sistenm algebarskih jednačina po nepoznatim cosinusima smerova orta glavnog pravca, to da 
bi postojala rešenja različita od trivijalnih i nultih, potrebno je da determinanta sistema jednačina bude jednaka nuli, a tome treba 
pridružiti i uslov da  je zbir kvadrata kosinusa uglova jednog pravca jednak jedinici. Na osnovui toga pišemo sekularnu 
jednačinu: 
 ( ){ } 0=− sOn nJ

s
IJO  

0=
−

−
−

s

s

s

OnOzOyzOxz

OzyOnOyOxy

OzxOyxOnOx

JJDD
DJJD
DDJJ

 

iz koje odredjujemo glavne momente inerciije masa materijalnog sistema: 
sOnJ , 32,1 ==s ,kao korene jednačine trećeg 

reda koju dobijamo razvijanjem prethodne determinante: 
 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0JJJ 32

2
1

3
3 =−+−−=

ssss OnOnOnOn JJJJP  

u kojoj su 1J , 2J  i 3J  skalari, redom prvi, drugi i treći, matrice OJ  tenzora momenata inercije masa 
materijalnog sistema u odnosu na pol O : 

* 1J  je prvi scalar i jednak je zbiru elemenata sa glavne dijagonale matrice OJ  tenzora momenata 
inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O : 

3211J OnOnOnOwOuOnOzOyOx JJJJJJJJJ ++=++=++=  
* 2J  je drugi scalar i jednak je zbiru minora elemenata sa glavne dijagonale matrice OJ  tenzora 

momenata inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O : 
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* 3J  je treći scalar i jednak je determinanti matrice OJ  tenzora momenata inercije masa 
materijalnog sistema u odnosu na pol O : 
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Kosinuse smerova glavnih pravaca momenata inercije masa materijalnog sistema za neki pol O  odredjujemo kao 
odnose: 
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s
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gde su ( )s
kK3 , 3,2,1=k , 3,2,1=s  kofaktori elemenata treće vrste I odgvarajuće k ’te kolohe za odgivarajući s -ti koren 

sOnJ , 32,1 ==s  sekularne jednačine: 
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Kosinusi smerova glavnog pravca momenata inercije masa moraju da zadaovoljavaju uslov da je zbir kvadrata 
kosinusa uglova glavnih pravaca jednak jedinici: 
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 1coscoscos 222 =++ sss γβα  

Odakle odredjuemo nepoznate konstante sC : 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )233

2
32

2
31

1
sss

s
KKK

C
++

=  

Može se dokazati da u svakoj tački prostora u kome je materijalni sistem postoje uvek tri ortogonalana glavna 
pravca inercije 1nr , 2nr , 3nr  za koje su vektori momenata inercije masa materijalnog sistema bez devijacionih svojstava, tj. 
postoje samo aksijalni momenti inercije mase z ate pravce. 
 Matrica tenzora inercije u tom sistemu glavnih pravaca inercije 1nr , 2nr , 3nr je dijagonalna, jer za te pravce postoje 
samo aksijalni momenti inercije masa materijalnog sistema, pa sa tim postoje samo elementi na glavnoj dijagonali: 
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 Ako sistem materijalnih tačaka ima osu simetrije onda je ta osa simetrije jedan njen glavni pravac inercije.   
 Iz Steiner-ove teoreme 

 ( ) ( ) [ ][ ]MrnrJJ CC
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O
rrrrr rr

,,+=  
imajući u vidu da je: 
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u skalarnom obliku možemo dobiti sldeće relacije:  
 ( )MzyJJ CCCxOx

22 ++=  

 ( )MzxJJ CCCyOy
22 ++=  

 ( )MyxJJ CCCzOz
22 ++=  

 MyxDD CCCxyOxy +=  

 MzxDD CCCxzOxz +=  

 MyzDD CCCyzOyz +=  

a to su izraz Steiner-ove teoreme o odnosu aksijalnih momenata inercije masa sistema materijalnih tačaka za dve paralelne ose, od 
kojih jedna prolazi kroz središte tog sistema materijalnih tačaka, kao i o odnosu devijacionih momenata masa sistema materijalnih 
tačaka za parove paralelnih osa, od kojih jedan par prolazi kroz središte sistema materijalnih tačaka. 
Centrifugalni momenti masa sistema materijalnih tačaka su jednaki devijacionim momentima masa sa promenjenim znakom.  
 
 

Teorema o promeni kinetičke energije sistema materijalnih tačaka 
 
 Kinetička energija ili ‘’živa sila’’ je mera kretanja materijalnog sistema kojim se ispoljava 

svojstvo transformacije jednog kretanja u drugo, ekvivalentno.  
Definicijom 5. smo uveli skalarnu invarijantu dinamike elementarni rad sile F

r
 na stvarnom 

elementarnom pomeranju  rdsd rr
=  duž putanje s  kretanja materijalne tačke kao skalarni proizvod te 
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sile F
r

 i elementa stvarnog elementarnog pomeranja rdsd rr
=  duž putanje s  kretanja i to pišemo u 

obliku ( )sdFdA
def

F rrv

,= . 
Na osnovu te definicije skalarne invarijante, uveli smo i ukupan rad sile F

r
 na stvarnom putu - 

pomeranju duž putanje s  kretanja materijalne tačke, kao ukupan zbir svih elementarnih radova 

( )sdFdA
def

F rrv

,=  ili  integral skalarnog proizvoda te sile F
r

 i elementa stvarnog elementarnog pomeranja 
rdsd rr

=  duž putanje s  kretanja i to pišemo u obliku: 

 ( )∫∫ ==
sdefs

F
def

F sdFdAA
00

, rrvv

  

Definicijom skalarnog  odredjenja - skalarne invarijante - elementarnog rada sile F
r

 na stvarnom elementarnom 
pomeranju  rdsd rr

=  duž putanje s  kretanja materijalne tačke uspostavljena je skalarna veza izmedju sila (aktivne F
r

, ili 

reaktivne wF
r

odnosno sile inercije FI
r

) i pomeranja duž puta s  materijalne tačke  m .  

Imajući u vidu definiciju sile inercije ( ) ( )
dt

tvdmtI
def

F

rr
−= , kao vektorske invarijante i jednog od osnovnih 

odredjenja dinamike, kao i definiciju rada sile kao skalarne invarijante  za ukupan rad svih sila inercije kretanja sistema 
materijalnih tačaka, koji se sastoji od N pokretnih materijalnih tačaka iN , masa im , Ni ,...,3,2,1= , čiji su položaji u 

prostoru, u trenutku vremena t , odredjen vektorima položja ( )tri
r

, jednak je  zbiru radova komponentnih sila inercije 
pojedinih materijalnih tačaka sistema i za elementarni rad svih sila inercije na elementarnim pomeranjima materijalnih 
tačaka  možemo da napišem: 
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Ukupan rad svih sila inercije sistema materijalnih tačaka jednak je zbiru radova pojedinih materijalnih tačaka na 
njihovom stvarnom putu - pomeranju duž odgovarajućih putanja is  kretanja svake od materijalnih tačaka materijalnog 
sistema, te možemo da napišemo: 
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i time smo  doveli ukupan rad sila inercije materijalnih tačaka sistema  u veztu sa kinetičkom energijom sistema materijalnih 
tačaka. 

Za ukupan rad sila inercije ( )tIFi

r
 na stvarnim putevima pomeranja duž putanja is  kretanja materijalnih tačaka 

im , koja se kreću brzinom ivr , a u početnom položaju su sve materijalne tačke imale  početne brzine jednake nuli, 00 =iv  
izvodimo i sledeću relaciju 
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iz koje smo izveli zaključak:   
Rezultujući rad sila inercije ( )( )tI iF

r
 materijalnih tačaka sistema na stvarnim putevima - pomeranjima duž putanja 

is  kretanja svake od materijalnih tačaka materijalnog sistema, koje se kreću brzinama ivr , a u početnom položaju su sve 

materijalne tačke imale  početne brzine jednake nuli, 00 =iv  jednak je negativnoj vrednosti kinetičke energije kE sistema 
materijalnih tačaka. 

Kinetička energija se naziva i imenom ‘’živa sila’’. 
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 Takodje smo analizirali i izvod po vremenu rada sile F
r

 na stvarnom putu pomeranju duž putanje s  kretanja 
materijalne tačke m , koja se kreće brzinom vr  i uveli pojam snaga ili efekat rada sile, koja se iskazuje sledećom 
matematičkom relacijom: 

 ( )vF
dt

dAP
Fdef rr
r

,==  

Za sistem materijalnih tačaka materijalnog sistema možemo da pišemo: 
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Zaključili smo da je snaga ili efekat rada sila inercije sistema materijalnih tačaka na stvarnim putevima - 

pomeranju duž sopstvenih putanja is  kretanja odgovarajućih materijalnih tačaka im , koje se kreću sopstvenim brzinama ivr , 
jednaka izvodu kinetičke energije po vremenu, to je i brzina vršenja rada, i to je zbir skalarnih proizvoda sila inercija,  koje 
dejstvuju na pokretnu odgovarajuću materijalnu tačku i brzine ivr  kretanja te materijalne tačke duž njene putanje.  

Ove definisane skalarne invarijante - definisane pomoću vektorskih invarijanti dinamike, dovoljne su da se definiše 
teorema o promeni kinetičke energije po vremenu.   

Teorema o promeni kinetičke energije po vremenu sistema materijalnih tačaka: Promena kinetičke energije 
sistema materijalnih tačaka po vremenu, konstantnih masa, koje se kreću brzinama ivr , i na koje dejstvuju spoljašnje sile 

siF
r

i unutrašnje sile uiF
r

,  jednaka je zbiru snaga rada spoljašnjih sila siP . Tu teoremu možemo izraziti sledećom relacijom: 
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gde su  
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sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama iq , Ni 3,....,3,2,1=  i dejstvuju na sistem materijalnih tačaka. Njihov 
broj zavisi od toga da li su one samo kordinate položaja materijalnih tačaka materijalnog sistema u generaliasnom sistemu 
krivolnijskih koordinata, kada ih ima N3 , iq , Ni 3,...,3,2,1= , za svaku materijalnu tačku po 3, ili su to nezavisne 

koordinate pokretnih materijalnih tačaka, kada ih ima sNn −= 3  , iq , ( )sNni −== 3,..,1 , gde je Ns 3<  broj 
stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na materijalne tačke tog sistema materijalnih tačaka. Ako su sve 
materijalne tačke sistema slobodne, onda ima tih koordinata ima N3 , te je toliko i generalisanih koordinata iq , 

Ni 3,...,3,2,1=  i N3  generalisanih sila iQ , Ni 3,...,3,2,1= , ili u slučaju kada materijalne tačke sistema nisu slobodne, 
već su podvrgnute vezama i tada postoji manji broj generalisanih koordinata za onoliko koliki je broj veza kojima je sistem 
podvrgnut. Tada je i broj generalisanih sila jednak tom broju generalisanih koordinata te su generalisane koordinate iq  i 

generalisane sile  iQ , za )3(,...,3,2,1 sNni −== ). 
Snaga rada unutrašnjih sila materijalnog sistema jednaka je nuli. 

 
 Teorema o promeni kinetičke energije po vremenu sistema materijalnih tačaka: Promena kinetičke energije 
sistema materijalnih tačaka po vremenu, konstantnih masa, koje se kreću brzimana ivr  na koje dejstvuju spoljašnje sile iF

r
 

jednaka je snazi P tih sila. Tu teoremu možemo izraziti sledećom relacijom: 
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gde su  
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sNnniq
Niq

i

i  

sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama iq , Ni 3,...,3,2,1=  i dejstvuju na materijalnu tačku. Njihov broj zavisi 
od toga da li su one samo koordinate položaja materijalnih tačaka u generaliasnom sistemu krivolnijskih koordinata, kada ih 
ima N3 , iq , Ni 3,...,3,2,1= , ili su to nezavisne koordinate pokretnog sistema pokretnih materijalnih tačaka, kada ih ima 

sNn −= 3  , iq , ( )sNni −== 3,..,1 , gde je Ns 3<  broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju 
na taj sistem ili pojedinačno na neku njegovu pokretnu materijalnu tačku. Analizu bi smo ri tome sproveli na sledeći način: 
Prvo bi smo analizirali broj stepeni slobode kretanja svake materijalne tačke sadržane u sistemu pojedinačno, a zatim svake u 
odnosu na svaku drugu iy sistema. Na osnovu toga bi smo zaključili koliki je minimalno potreban minimalni broj 

sNn −= 3  nezavisnih koordinata iq , ni ,..,1=  da potpuno odredimo jednoznačno položaj svake pokretne materijalne 
tačke materijalnog sistema u tom krivolinijskom sistemu koordinata. Sistem generalisanih koordinata (nezavisnih) može biti 
izabran i u Descartes-ovom sistemu koordinata.  Naprrimer, analizu bi smo počeli sa pojedinačnim materijalnim tačkama. 
Ako je  pokretna materijalna tačka u tom sistemu slobodna, onda ona ima tri generalisane coordinate iq , 3,2,1=i  i tri 

generalisane sile iQ , 3,2,1=i , ili u slučaju kada nije slobodna već je podvrgnuta vezama i tada postoje dve ili jedna 
generalisana sila zavisno da li je podvrgnuta jednoj ili dvema vezama (prinudno kretanje po površi odnosno  liniji) kada ima 
dva stepena slobode kretanja (prinudno kretanje po površi, iq  i iQ , za 2,1=i ), odnosno, jedan stepen slobode kretanja 

(prinudno kretanje po liniji, 1q  i 1Q ,). Zatim se sabere broj tako dobijenih nezavisnih koordinata, pa se od tog zbira oduzme 
broj koji odgovara broju medjuveza izmedju tih materijalnih tačaka i koordinata.analiziraju veze izmedju. Kao rezultat se 
dobija broj sNn −= 3  nezavisnih koordinata, koje nazivamo generalisanim koordinatama pokretnog materijalnog sistema 

iq , ( )sNni −== 3,..,1 , gde je Ns 3<  ukupan broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na taj 

sistem ili pojedinačno na neku njegovu pokretnu materijalnu tačku. Broj generalisanih  sila iQ , ni ,..,1=  koje dejstvuju na 

mehanički sistem materijalnih tačaka je jednak broju generalisanih koordinata sNn −= 3 . 
 Kada materijalne tačke sistema nisu slobodne, već  na njih dejstvuju veze, onda relacija snage rada sila uključuje i 
sile otpora veza, kojima su podvrgnute pojedine tačke materijalnog sistema: 
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 U zaključku možemo teoremu o promeni kinetičke energije sistema materijalnih tačaka da formuliđemo na sledeći 
način: 
 Prvi izvod kinetičke energije mehaničkog sistema jednak je snazi sila koje na njega dejstvuju.  
  
 Možemo da definišemo i sledeće teoreme: 
 Diferencijal kinetičke energije sistema materijalnih tačaka jednak je zbiru elementarnih radova svih spoljašnjih i 
unutrašnjih sila.  
 Priraštaj kinetičke energije, ili ’’ žive sile’’sistema materijalnih tačaka jednak je zbiru mehaničkih radova svih 
spoljašnjih i unutrašnjih sila koje dejstvujući na sistem vrše duž odgovarajućih putanja kretanja materijalnih tačaka tog 
sistema. Kada su unutrašnje sile konzervativne one imaju funkciju sile.  
 Priraštaj mehaničke energije sistema materijalnih tačaka jednak je zbiru mehaničkih radova svih spoljašnjih sila 
koje u datom vremenskom razmaku dejstvuju na pojedine materijalne tačke sistema.  
   
 Realativno kretanje sistema materijalnih tačaka u odnosu na središte sistema 
 
 Usvojimo središte sistema materijalnih tačaka za početak pokretnog sistema koordinata ξηζC , koji se translatorno 
kreće u odnosu na apsolutni, nepokretni Descartes-ov trijedar  Oxyz . Položaj svake materijalne tačke odredjen je u odnosu 

na apsolutni, nepokretni sistem koordinata  Oxyz vektorom Cii rr rrr
−=ρ  relativnog položaja materijalne tačke u odnosu na 

središte sistema C . 
 Kinetička energija sistema je: 
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, jer je relativna brzina središta sistema C u 

odnosu na to središte jednaka nuli. 0=Ctvr . Sada iz prethodne relacije možemo napisati: 
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 Na osnovu prethodnog možemo formulisati sledeću teoremu o kinetičkoj energiji sistema materijalnuh tačaka:  
Kinetička energija sistema materijalnih tačaka jednaka je zbiru kinetičke energije translacije brzinom Cvr  

središta sistema, kao da je celokupna masa M svih materijalnih tačaka sažeta u središtu sistema materijalnih tačaka i 
kinetičke energije relativnog kretanja materijalnih tačaka sistema u odnosu na središte sistema.  
 Ova teorema je poznata pod imenom Kenigova teoreme (Samuel König 1712-1757). Ovaj holandki naučnik izveo je 
ovu teoremu 1751. Formulacija Kenigove teoreme je: 
 Kinetička energija sistema materijalnih tačaka za slučaj apsolutnog kretanja sistema materijalnih tačaka jednaka 
je zbiru kinetičke energije njegovog središta (spoljašnje kinetičke energije) i relativne kinetičke energije u odnosu na 
središte (unutrašnja kinetička energija). 
 Na osnovu prethodnih teorema i zaključaka možemo zaključiti i sledeće: 

 Svako kretanje sistema materijalnih tačaka se može predstaviti da se sastoji translatornog kretanja sistema brzinom 
njegovog središta i relativnog kretanja pojedinih njegovih tačaka u odnosu na središte sistema, koje u tom trenutku 
smatramo nepokretnim.  
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