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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA

MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA

VIL.3. DEVETA NEDELJA

Dinamika sistema materijalnih tacaka

Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tacaka: Geometrija masa. Srediste sistema masa i njegove osobine. Diferencijalne jednacine
kretanja sistema materijalnih tacaka. Teorema o kretanju srediSta sistema materijalnih tacaka. Koli¢ina kretanja sistema materijalnih tacaka. Moment
koli¢ine kretanja sistema materijalnih tacaka. Kineticka energija sistema. Koening-ova teorema o kineti¢koj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih
tacaka. D’ Alamber-ov princip. Lagrange-ov princip. Lagrange-D’Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VIIl. DESETA NEDELJA

Dinamika krutog tela

Osnovni pojmovi dinamike krutog tela: Momenti inercije mase tela. Definicije. Steiner-ova teorema. Elipsoid inercije. Translatorno kretanje tela.
Koli¢ina kretanja tela. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija tela.

XI.1. JEDANAESTA NEDELJA
Obrtanje tela oko nekretne ose. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalna jednacina kretanja. Kineticka energija. Rad. Snaga.
Fizicko klatno. Kineti¢ki pritisci.

X1.2. DVANAESTA NEDELJA

Ravansko kretanje tela. Koli¢ina kretanja. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija. Uslov kotrljanja bez
klizanja.

Obrtanje tela oko nepkretne tacke. Kineticka energija. Moment koli¢ine kretanja. Euler-ove dinamicke jednacine obrtanja tela oko nepokretne
tacke. Regularna precesija.

XI.3 TRINAESTA NEDELJA
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.

Dinamika tela promenljive mase. Jednacina Mesc¢erskog. Kelijev problem. Jednacina Ciolkovskog.

Dinamika materijalnog sistema
Dinamika sistema materijalnih tacaka
Dinamika krutog tela

Uvod

Na slici je prikazan sistem materijalnih tacaka koji sadrzi veci broj materijalanih tacaka, ali taj broj je konacéan.
Onda kaZzemo da se radi o diskretnom materijalnom sistemu sa konacnim brojem materijalnih tacaka koje su na kona¢nim
rstojanjima ili o sistemu materijalnih tacaka.

Ako su mase materijalnih tacaka male — elemtarne i nalaze se na malim rastojanjima i rasporedjene su kontinualno
onda kazemo da se radi o neprekidnom sistemu - kontinuumu. Oblast prostora ispunjena neprekidno rasporedjenom
materijom sastavljenom od malih Cestica elementarnih masa na bliskim medjusobnim rastojanjima ¢ini materijalno telo. Ako
to telo pod dejstvom sila ne menja veli¢inu i oblik onda je to model krutig tela Cije kretanje izu¢avamo u dinamici. U
suprotnom, ako telo pod dejstvom sila menja oblik i zapreminu onda se radi o deformabilnom telu — ¢vrstom telu. i sistem
materijalnih tacaka moze biti krut, ako se medjusobna rastojanja tacaka ne menjaju.

Materijalni sistem moze da bude obrazovan i od materijalnih tacaka i od materijalnih tela.

Do sada smo proucili vektorske i skalatnu invarijantu jedne pokretne materijalne tacke, kao i odgovarajuce principe,
kao i teoreme o kretanju jedne materijalne tacke. Ta znanja ¢emo primeniti i na sistem materijalnih tacaka vodeci ra¢una da
se materijalni sistem sastoji iz sistema materijalnih tacaka konac¢nih ili beskonacno malih masa, koje su na malim
rastojanjima.

Moze se koristiti i sledec¢a definicija materijalnog sistema: Pod materijalnim sistemom podrazumevamo skup
materijalnih tacaka u kome kretanje jedne tacke zavisi od kretanja svih ostalih tacaka.

Unutrasnje i spoljasnje sile. Sile koje dejstvuju na slobodan sistem delimo u dve grupe: spoljasnje i unutrasnje. Sile
koje dejstvuju izmedju masa pojedinih materijalnih tacaka sistema su unutrasnje sile. Na osnovu treéeg Newton-ovog

aksimoma (dejstva i protivdejstva) materijalna tacka mase 71, dejstuje na materijalnu tacku mase m, dejstvuje silom £},

koja pada u pravac spojne prave materijalnih taCaka sa smerom ka materijalnoj tacki mase #1,; Medjutim materijalna taCka
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mase 1, dejstvuje silom £}, na materijalnu tatku mase 71,. Ove dve sile su po intenzitetu jednake, ali su po smerovioma
suprotnosmerne. Njihovo uzajamno dejstvo se ponistava. Vektorski to mozemo da napiSemo:

Fki‘l'ﬁik:()

Kako se unutrasnje sile uvek javljaju u parovima — dejstva i protivdejstva, to se njihova dejstva uzajamno

ponistavaju. Na osnovu toga sledi da je zbir svih unutrasnjih sila sistema jednak nuli.
k=Ni=N
F= SIS, =0
k=1 1=1
Mozemo da iskazemo sledeci zakljuCak: Vektorski zbir svih unutrasnjih sila (glavni vektor unutrasnjih sila) sistema
materijalnih tacaka uvek je jednak nuli, bilo da materijalne tacke miruju, bilo da se krecu.

Neka je poloZaj materijalnih tacaka 72, i m, odredjen vektorima poloZaja 771 i 77k u odnosu na nepokretnu tacku

O koju smo izabrali za momentni pol. Momenti para unutra$njih sila F,, i F,; za momentnu tacku u polu O su jednaki, ali

su suprotnog smera:

W =-af 515 = B {7+ B | = 7B | =1
pa sledi da je:
VT N =0

Vektorski zbir momenata svih unutrasnjih sila materijalnog sistema (glavni moment unutrasnjih sila) za proizvoljnu
momentnu tacku jednak je nuli.

N N N N

DR ITHED 3 SAR

i=1 k-1 i=l k=1

Sile koje dejstvuju na materijalne tacke posmatranog maretijalnog sistema, a poti¢u od materijalnih tacaka i masa
drugih sistema nazivamo spoljasnjim silama.

Sve §to smo govorili o vezama koje dejstvuju na jednu materijalnu tacku vazi i ovde, ali se moraju analizirati sile
otpora veza za svaku pojedinacnu tacku i za svaku materijalnu tacku pojedinacno odrediti broj stepeni slobode kretanja. Broj
stepeni slobode kretanja sistema se odredjuje kao zbir svih stepeni slobode kretanja pojedinacnih tacaka sistema. Ako sistem
ima N materijalnih tadaka i sve su slobodne od veza, onda takav sistem ima 3V stepeni slobode kretanja i potrebno je toliko
koordinata za odredjivanje polozaja svake od materijalnih tacaka sistema. To je zato jer je polozaj svake od materijalnih
tacaka u prostoru odredjen sa po tri koordinate.

Ako materijalne tacke nisu slobodne, nego na njih dejstvuju stacuonarne holonomne veze, onda se se broj stepeni
slobode kretanja odredjuje kao razlika izmedju broja koordinata potrebnih za odredjivanje polozaja svih materijalnih tacaka
sistema 1 ukupnog broja veza koje dejstvuju na materijalne tacke (zbir broja veza u pojedinacnom dejstvu na materijalne
tacke sistema). Naprimer, ako je broj tih stacionatnih konacnih geopmetrijskih, ili diferencijalnih integrabilnih veza § to je

broj stepeni slobode kretanja sistema 7 = 3N — s . Sada na isti nacin kao i kod jedne materijalne tacke od 3N koordinata
biramo 7 koordinata za generalisane, a ostale koordinate materijalnih tacaka izrazavamo pomocu generalisanih koordinata
sistema koristeci jednaCine veza. Ako su veze idealne, onda se otpori veza odredjuju pomocéu gradijenta funkcije veze i

Lagrange-ovog mnozioca veze ﬁ'wi = Agrad fi(x, y,Z).
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Skup materijalnih tacaka u kome kretanje i polozaj svake materijalne tacke zavisi od polozaja i kretanja ostalih
tacaka toga skupa Cini pokretni sistem materijalnih tacaka ili materijalni sistem u kretanju.

I. OSNOVNA ODREDJENJA

4.1. Osnovna odredjenja.

Da bi smo odredili bitne pojmove i odredjenja, kao i invarijante mehanike sistema materijalnih tacaka, koristimo ve¢
uvedene, prilikom izucavanja kretanja jedne materijalne tacke. I za materijalni system sastaviléjen od konacnog broja
materijalnih tacaka, osnovna odredjenja su: definiciju brzine i definicija impulsa kretanja, kao i definicija ubrzanja i
definicija inercijalne sile [1], [2] za jednu materijalnu tacku, primenjujuéi je na svaku od materijalnih tacaka sistema
pojedinacno. .

Definicija 1. Brzina \Z(l‘) i -te materijalne tacke N,;, mase m;, i =1,2,3,...,N ¢iji je poloZaj u prostoru, u trenutku

vremena t, odredjen vektorom polozaja I_’; (t ) Je granicna vrednost odnosa rastojanja dva njena bliska polozaja N, (l‘ ) i

N, (t + At ) odredjena vektorima polozaja I_’; (t ) i l_”;(l‘ + At ) i intervala vremena At , za koji se ta materijalna tacka pomeri
iz jednog polozaja u drugi, kada taj interval vremena tezi nuli:
N ARe) . Rle+ Ar)-Rle)  dilt
0 i O _ R an) - R) )
At—0  Af At—0 At dt
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Znadi da je brzina ‘71‘ (t ) I - te materijalne tacke, ¢iji je polozaj u prostoru, u trenutku vremena ¢, odredjen vektorom poloZaja

I7i(t ) po definiciji jednaka prirodnom izvodu vektora polozaja 171(2‘ ) po vremenu f . Brzina svake od materijalnih tacaka u

sistemu je znaci vektor, i kao takav je invarijantan pri transformaciji koordinata iz jednog u drugi sistem koordinata.
Definicijom brzine uspostavlja se veza izmedju rastojanja i viemena. Dimenzija intenziteta brzine je:

dim|v| = LT
gde smo sa L oznacili dimenziju duZine, ¢ija jedinica je [cm]duiine ili [m] duzine, sa T dimenziju vremena, &ija je

jedninica [sec]. Znaci da je jedinica brzine [m Secfl].

Definicija 2. Impuls kretanja }_51. (l‘) ili Kl. (l) I -te materijalne tacke Ni, mase M,, i=123,...,N, djije polozaj u

prostoru, u trenutku vremena t, odredjen vektorom polozja I_”;(t ) Jje proizvod njene mase M, i vektora \_/; (t ) njene brzine u tom

trenutku vremena:

def ~ def
ﬁi(t):mi‘_;i(t) ili Ki(t):mi‘_;i(t)
FOZm ) g S )

dt bodt
Znagi da je impuls kretanja P, (t) ili I?i (t) i -te materijalne tacke N,, mase m;,i =1,2,3,..., N, vektor i kao takav

je invarijantan u odnosu na transformacije koordinata iz jednog sistema u drugi sistem koordinata. Definicijom impulsa kretanja
materijalne tacke uspostavljena je veza izmedju mase 7 materijalne tacke, rastojanja i vremena. Dimenzija intenziteta impulsa
kretanja materijalne tacke je:

dim|p(¢) = MLT"'
gde smo sa M oznaé¢ili dimenziju mase, &ija jedninica je [gr] mase ili [kg] mase, sa L smo oznaéili dimenziju duZine, ¢ija
jedinica je [cm] duzine ili [m] duzine, sa T dimenziju vremena, &ija je jedninica [SGC]. Zna¢i da je jedinica impulsa
kg msec™ | i [NV sec].

Impuls kretanja materijalnog sistema koji se sastoji od N pokretnih materijalnih tacaka Ni, masa m;, i = 1,2,3,...,N,
Ciji su polozaji u prostoru, u trenutku vremena t, odredjeni vektorima polozja I_”;(l‘ ) Jje jednak zbiru proizvoda odgovarajucih masa

m; i vektora \71.(1‘ ) odgovarajucih brzina u tom trenutku vremena ili jednak vektorskom zbiru impulsa kretanja pojedinih

materijalnih tacaka sistema. To mozemo napisati i sledecom relacijom:

N def N N _ def N
ﬁ(t):Zﬁi(t): mi‘ji(t) ili K:Z i(t): mi‘ji(t)
i=1 i=1 i=1 i=1
N def N — N df N -
O IOES W T AT 3 y) 0y
i=1 i= dt i=1 i=l dt
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Definicija 3. Ubrzanje Zii (l‘) 1 -te materijalne tacke Ni, mase m;, i = 1,2,3,..., N, diji je polozaj u prostoru, u trenutku
vremena t, odredjen vektorom polozaja l_”; (l‘ ) je granicna vrednost odnosa razlike njenih brzina \2 (Z + At ) i \Z (l‘ ) dva njena

bliska polozaja Nl. (t) i Ni (t + Al‘) odredjena vektorima polozaja Z(t) i I_’;(l‘ + Al‘) i intervala vremena At, za koji se ta
materijalna tacka pomeri iz jednog polozaja u drugi, kada taj interval vremena teZi nuli:
N AVE) L Ve A=) dvle
0 i A e )50 a0
A0 At At—0 At dt

Znaéi da je ubrzanje 4, (t ) i -te materijalne tacke N, mase m., i =1,2,3,..., N ,, &ji je polozaj u prostoru, u trenutku vremena

t, po definiciji jednako prirodnom izvodu vektora njene brzine \71 (t ) po vremenu 7 . Ubrzanje je vektor i kao takav je invarijantan.

Definicijom ubrazanja uspostavlja se veza izmedju rastojanja i vremena. Dimenzija ubrzanja je:
dim|d|= LT
gde smo sa L oznadili dimenziju duZine, &ija jedinica je [Cm]duiine ili [m] duzine, sa T dimenziju vremena, ija je jedninica

[sec]. Znati da je jedinica ubrzanja [m sec” ]

Definicija 4. Sila inercije [F(l.)(l‘) I -te materijalne tacke Ni , mase M, 1 = 1,2,3,...., N ., ¢iji je polozaj u prostoru, u
trenutku vremena t, odredjen vektorom poloZaja }_”;(l‘ ) Jje proizvod njene mase M, i suprotno usmerenog vektora njenog ubrzanja

Zii (Z ) u tom trenutku vremena:

- def - def av. (t)

]F(i)(t):_miai(t) ili IF(i)(t):_mi c;'t

Znadi da je sila inercije [ F(i)(t ) I -te materijalne tacke vektor i kao takav je invarijantan u odnosu na transformacije koordinata iz

jednog sistema u drugi sistem koordinata. Definicijom sile inercije kretanja materijalne tacke uspostavljena je veza izmedju mase
m materijalne tacke, rastojanja i vremena. Dimenzija intenziteta sile inercije kretanja materijalne tacke je:

dim|I| = MLT
gde smo sa M oznadili dimenziju mase, &ija jedninica je [gr] mase ili [kg] mase, sa L oznagili dimenziju duzZine, &ija jedinica
je [Cm]duiine ili [m] duzine, sa T dimenziju vremena, &ija je jedninica [sec]. Znaci da je jedinica sile inercije [kgm sec_z] ili

[V].

Masinski fakultet Univerziteta u NiSu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovi¢) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika III — Dinamika - Kinetika Predavanja IX Skolska 2006-2007

Str. 6 od 43

Rezultujuéa sila inercije kretanja materijalnog sistema koji se sastoji od N pokretnih materijalnih tacaka N ;» masa

m;,i= 1,2,3,..., N, diji su polozaji u prostoru, u trenutku vremena t, odredjeni vektorima poloZja l_’;(l‘) Jje jednak zbiru

proizvoda odgovarajucih masa M, i suprotno usmerenog vektora 671(2‘ ) odgovarajucih ubrzanja materijalnih tacaka u tom

trenutku vremena ili jednaka vektorskom zbiru sila inercije pojedinih materijalnih tacaka sistema. To mozZemo napisati i sledecom
relacijom:

_ N def N - - N o def N d\7 t

A S AN YT TN A s AN Ykl

i=1 i=l i= i=1

Na osnovu preprincipa kauzalne odredjenosti [1], rastojanja, njihove promene, brzina, ubrzanje, impuls kretanja i drugi
¢inioci kretanja materijalne tacke jednoznac¢no su odredjeni u toku vremena, kako u buduénosti, tako i u proslosti, i to sa onolikom
ta¢nosScu koliko su nam poznate odrednice kretanja u bilo kom odredjenom trenutku vremena.

Na osnovu preprincipa invarijantnosti kretanje i svojstva kretanja materijale tacke ne zavise od forme iskaza, jer utvrdjena
istina o kretanju i zapisana jednom u odredjenom obliku nekog jezika jednako je sadrzana u zapisu drugog oblika ili drugog pisma.
Ovo znaci da definisano kretanje materijalne tacke mozemo izrazavati u razli€itim sistemima koordinata, i oznacavati odredjenim
realnim brojevima za masu, vreme i rastojanje, ali da su pri tome sva tri realiteta invarijante

Srediste masa materijalnog sistema

Ukupna masa materijalnog sistema koji se sastoji od N materijalnih tacaka, masa m;,i= 1,2,3,...,N je:

N
M = Zmi
i=1

Vektor polozaja I_’;(l‘) I -te materijalne tacke Nl., mase m;, i = 1,2,3,...., N odredjuje njen polozaj u prostoru, u
trenutku vremena t, a u odnosu na nepokretni pol u O . Sa PO oznacimo polarni linearni moment masa materijalnog sistema koji

Jje jednak zbiru polarnih linearnih momenata masa materijalnih tacaka POi = mlfi za isti pol te moZemo da napisemo:
N
=1, ) m,

i
i=1

Il
LN

P,=)> m,

SN

I

gde smo uveli oznaku ?C koja predstavlja vector polozaja tatke C koju éemo nazvati srediste sistema materijalnih tacaka ili

centar inercije. Vektor polozaja I_;C dobijamo kao koli¢nik polarnog linearnog momenta masa materijalnog sistema Po i ukupne

mase materijalnog sistema:
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m.

N
i zmii

1 i=l1

]/‘C: = M

=
=~
S

m.

l

M-

1
Proizvod WC predstavlja linearni moment masa sistema za isti pol kada je celokupna masa materuijalnog sistema
skoncentrisana u sredistu sistema C kao da je jedna materijalna tacka mase jednake ukupnoj masi sistema.
Na osnovui prethodnog mozemo formulisati sledeéi iskaz:
Polarni linearni moment celokupne mase materijalnog sistema sazete u njegovom sredistu C kao da je system materijalna

tacka, jednak je vektorskom zbirupolarnih linearnih momenata svih masa materijalnih tacaka sistema za isti pol Q.
Kada je pol u sredistu sistema masa tada je polarni linearni moment jednak nuli.

Ako diferenciramo po vremenu vektor poloZaja srediSta sistema masa dobijamo brzinu V. srediSta sistema masa:

N

. N
m[’/} Zm[ i pi

- i=1 i=1 _ =l _

_=a P
M M M M

Sada mozemo da napisemo:
N N
p=Mv.= zmivi = zpi
i=1 i=1

Sto predstavlja impuls kretanja materijalnog sistema sa brzinom sredista sistema masa materijalnog sistema.

Ako jos jedamput diferenciramo po vremenu vektor polozaja srediSta sistema masa dobijamo ubrzanje ‘_ic srediSta

sistema masa:

G.=7. ==L _ =l _ =l _1rF
c~'c— - - -
M M M M
Sada mozemo da napiSemo da je sila inercije sistema materijalnih tacaka:

. def
i vidimo da je jednaka vektorskom zbiru svih pojedina¢nih sila inercija [ F(i)(t)z—mi ai(t), koje poticu od pojedinacnih
materijalnih tacaka sistema, koje se kre¢u ubrzanjima Zii , a imaju mase 71;, odnosno sili inercije koju bi imala materijalna tacka

N
mase M = ZIni jednake masi celog sismeta, a kretala se ubrzanjem Zic srediSta sistema materijalnih tacaka. Znaci, to je sila
i=1
inercije one materijalne tacke, koju dobijamo kao kada je celokupna masa sistema materijalnih tacaka skoncentrisana (sazeta) u

srediStu sistema i kao da se kre¢e ubrzanjem Zic srediSta sistema materijalnih tacaka.
Imajuéi u vidu ovaj i prethodni zakljucak, koji se odnose na impuls kretanja ﬁ = M\7C i silu inercije | F= —MZiC

srediSta sistema materijalnih tacaka, 1 njihovu vezu sa brzinom \_/.C 1 ubrzanjem Eic srediSta sistema materijalnih tacaka, i modelom
N
materijalne tacke mase jednake skupljenoj (saZetoj) masi sistema M = Z m; u srediste sistema C, koje je odredjeno vektorom

i=1
N
>

polozaja FC == o sve principe, teoreme i leme mehanike, kao i vektorske i skalarne jednacine dimnamike, koje smo

1

=N

izveli za kretanje i dinamicku ravnotezu materijalne tacke mozemo primeniti 1 na reprezentativnu materijalnu tacku u sredidtu
sistema - model sistema materijalnih tacaka u vidu te reprezentativne materijalne tacke.

Isto tako, ako svaku od materijalnih tacaka N ;»masa M, , pojedinatno izdvojimo iz sistema i posmatramo je kao poseban
system od jedne materijalne tacke, a pri tome uticaj odstranjenog dela sistema (svih ostalih tacaka sistema) apstrahujemo
(zamenimo) silama i vezama medjudejstva izdvojene pojedinacne materijalne tacke Ni i ostalih materijalnih tacaka N, ,

k=123,..,N;k #i to mozemo primeniti sve principe, teoreme i leme mehanike, kao i vektorske i skalarne jednadine

dimnamike, koje smo izveli za kretanje jedne materijalne tacke, slobodne od veza ili podvrgnute vezama, zavisno od apstrahovanog
uticaja ostalog dela sistema. Naravno kao i u svakom konkretnom zadatku treba imati specificnosti pri tome, a to je da sve dobijene
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jednacine dinamicke ravnoteze pojedinih materjalnih tacaka i matematicke relacije ¢e biti spregnuti sa kinetickim parametrima i
vektorskim skalarnim invarijalntama sa svim ostalim materijalnim tackama sistema. Broj tih spregnutosti se moze smanjiti
odgovaraju¢im izborom koordinatnih sistema u kojima ¢e se pisati vektorske i skalarne jednacine dinamike pojedinih materijalnih
tacaka, a u nekim specijalnim slucajevima linearnih sistema, pa i nekih nelinearnih sistema mozemo izborom pogodnih sistenma
koordinata dobiti ¢ak i sasvim nezavisne jednacine kretanja (naprimer oscilatorni sistem materijalnih tacaka sa linearnim vezama, i
n generalisanih koordinata, izborom koordinatnog sistema glavnih koordinata, se moze predstaviti modelom - sistemom #
parcijalnih harmonijskih oscilatora, pri ¢emu svi nezavisni jedan od drugog).

Teoreme mehanike sistema materijalnih tacaka

Pod pojmom teorema mehanike ovde ¢emo podrazumevati matematicko tvrdjenje opsteg znacenja o kretanju
materijalnih sistema Cija se istinitost dokazuje na osnovu preprincipa, principa mehanike, osnovnih i posledicnih definicija i
zakona dinamike.

Teorema o promeni impulsa (kolic¢ine) kretanja

Osnovnim odredjenjem uveli smo vektorsku invarijantu dinamike impuls kretanja, koji smo definisali sledecom
definicijom:

Potrazimo sada izvod vektorske invarijante f)(t) impulsa kretanja ili koli¢ine kretanja sistema materijalnih tacaka:
dplt) _ s (NI ;
- = Zpi(t) = Zmi ai(t): -1, =Ma,
dt i=1 i=1
Vidimo da je prvi izvod po vremenu impulsa kretanja ﬁ(l‘ ) sistema materijalnih ta¢aka nepromenljive mase, jednak

rezultujucoj sili inercije I 5 Sa promenjenim smerom, ili je jednak rezultanti aktivnih sila F, R (t ) koje dejstvuju na materijalni

sistem, pa mozemo da piSemo:

N . def N - r 7
—dfzgt) =2 p0)= 2 male) =1y = Mac = Fy =3 F,
i=l i=l1 '

i=1
Odnosno:

%@:Mﬁc = Fy(t)

Prvi izvod impulsa kretanja ]_5(1‘) sistema materijalnih tacaka, nepromenljive mase, po vremenu jednak je

vektirskom zbiru svih sila I, (l‘ ) koje dejstvuju na materijalni sistem.

Diferencijal impulsa (kolicine) kretanja df)(t) sistema materijalnih tacaka jednak je :
dp()= Fy(t)dt = dK (1)

gde smo sa K (t ) oznacili impuls sile. Ako prethodnu diferencijalnu relaciju integralimo, za impuls sile K F (l‘ ) , dobijamo

sledeci izraz:
t
Ko(t)=p(e)- p(0)= [ F(e)d
0
‘Kako je:

Ple)= M5 ()= 3 m3 ()= 3 5.0

@(x):gw—a<o>]=M[vc<t>—vc<o>]=jﬁw

Prirastaj kolicine kretanja (impulsa kretanja) Aﬁ(l‘ ) sistem pokretnih materijalnih tacaka za konacni vremenski

razmak At jednak je impulsu K F (l‘ ) rezultujuce sile F, ® (t ) koja dejstvuje na materijalni sistem u tom vremenu.
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Dimenzije kolicine kretanja (impulsa kretanja) p( ) i impulsu K ( ) sile F R (t ) koja dejstvuje na materijalni
sistem u tom vremenu su iste. Dimenzija intenziteta impulsa K ( ) sile F R (l‘ ) koja dejstvuje na materijalni sistem je:

dim|K , (¢) = MLT"

gde smo sa M oznagili dimenziju mase, ¢ija jedninica je [gr] mase ili [kg] mase, sa L smo oznacili dimenziju duZine,
¢ija jedinica je [cm] duZine ili [m] duzine, sa T dimenziju vremena, ¢ija je jedninica [sec]. Znaci da je jedinica impulsa
sile [kgmsecfl] ili [V sec].

Posto je impuls sile K F (t ) vektorski integral, to se on u opstem slucaju ne poklapa sa pravcem sile F, R (l‘ )

— - —
U slucaju da je sila konstantna I, (t ) = const impuls sile K . (l‘ ) iako vektorski integral, je kolinearan sa silom.

Ky ()= ple)- p(0)=M[vc(t)-¥ IF dt = Fy(t—1,)

Ako na materijalni sistem ne dejatvuju sile i ne dejstvuju veze, te se ne javljaju otpori veza, ili pak ako je zbir
aktivnih sila koje dejstvuju na materijalni sistem i otpora veza koje dejstvuju na tu tacku jednak nuli, onda sledi da je:

PO _f (1)=0 = PO _ vz, 0 ple)=const = plt,)= ple)=const =

My (t,) = Mv.(t) = const

Na osnovu prethodne relacije mozemo definisati sledecu lemu.

Lema o odrianju impulsa kretanja sistema materijalnih tacaka: Ako na sistem materijalnih tacaka ne dejstvuju
sile i ne dejstvuju veze, te se ne javijaju otpori veza, ili pak ako je zbir aktivnih sila, koje dejstvuju na sistem materijalnih
tacaka i otpora veza koje dejstvuju na tacke tog sistema jednak nuli, tada je impuls kretanja sistema materijalnih tacaka

nepromenljiv u toku kretanja i jednak vrednosti na poceku kretanja sistema, ﬁ(to) = [_5(2‘ ) = M\7C = const . Ako je pocetna

brzina ‘7c sredista sistema materijalnih tacaka bila jednaka nuli, odnosno ako je srediste sistema materijalnih tacaka bilo u

mirovanju, ona ¢e ostati u miru.
Ovo je i lema o odrzanju kolicine kretanja sistema materijalnih tacaka.

Sada mozemo da formuiSemo i slede¢i zakljucak: Ako na sistem materijalnih tacaka nepromenljive mase ne
dejstvuju sile i ne dejstvuju veze, te se ne javijaju otpori veza, ili pak ako je zbir aktivnih sila koje dejstvuju na materijalni
sistem i otpora veza, koje dejstvuju na taj sistem jednak nuli, tada se srediste C sistema materijalnih tacaka krece
ravnomerno i pravolinijski u pravcu pocetne brzine, istom tom brzinom ‘_;C(to): \_/.C (l ): const. To je kretanje sredista
sistema materijalnih tacaka po ineerciji.

Ako je pocetna brzina sredista sistema materijalnih tacaka bila jednaka nuli, odnosno, ﬁc (to) = \7C (t ) =0, odnosno

ako je srediSte sistema materijalnih tacaka bilo u mirovanju, ona ce i ostati u miru.
Lema o promeni momenta impulsa (kolic¢ine) kretanja

Definicija: Pod momentum impulsa (kolicine) kretanja i -te materijalne tacke N ;» mase mi,i =1,23,...., N sistema

materijalnih tacaka podrazumevamo moment vektora impulsa kretanja te i -te materijalne tacke za jednu stalnu tacku O - pol u

toj stalnoj tacki. To je vektorski proizvod izmedju vektora poloZaja 1 -te materijalne tacke f‘;(f ) u odnosu na momentnu tacku - pol

O ivektora impulsa kretanja te I -te materijalne tacke 131‘ (t )

- def _ def
L6 =[50 5,0)] il Ly =[5 ]=m[7.v]
_ def
Moment impulsa kretanja I -te materijalne tacke LOi = [I”l. R pi] za pol u stalnoj tacki nazivamo i kinetickim momentum,

~<l

a koristi se i naziv zamah 1 -te materijalne tacke materijalnog sistema za pol u tacki O. Na narednim slikama je dat graficki,

geometrijski prikaz vektora momenta impulsa kretanja 1 -te materijalne tacke LOI. = [I_’; , ﬁi], za pol u stalnoj tacki O, koji je
upravan na ravni koju éine vektor polozaja i -te materijalne tacke l_"; (t ) u odnosu na momentnu tacku - pol Q i vektor impulsa

kretanja te I -te materijalne tacke ﬁi (l‘), a tu ravan smo obeleZili sa R(F i ili R(F P)i
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ZO[ = [Z’ﬁ(t)] = 2m§0;

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta LO[ i/te materijalne tacke materijalnog sistema , za pol Oi odgovarajucih

kinematickih i kinetickih vektorskih invarijanti..

def

Dimenzija moment impulsa kretanja materijalne tacke L, = [I_”; R 1_5;] za pol u stalnoj tacki, odnosno kinetickog

momenta, odnosno zamaha je:

N T L A
dim|Lo| = MI'T

dok je jedinica [kgm® sec™ |ili |Nmsec]iti [J sec).

- 1 .7
Kako je sektorska brzina S ,, = —|r., V.| i-te materijaine tacke za pol u stalnoj tacki O to vektor momenta impulsa
J Oi i Vi ) p )j p
2

_ def
kretanja i-te materijalne tacke L, = [I’i, pi], za pol u stalnoj tacki O, moZemo napisati i u obliku dvostrukog proizvoda

mase I-te pokretne materijalne tacke i vektora sektorske brzine te i-te materijalne tacke pomocu sledeée relacije (izraza):
_ def -
Ly = [’?’pi] = mt[ri’vi] =2m;Sy,

Znati da je, sektorska brzina S, = 5[17;,\7[] i-te materijalne tacke za pol u stalnoj tacki O, pomnoZena dvostukom

def

masom pokretne I -te materijalne tacke jednaka vektoru momenta impulsa kretanja i-te materijalne tacke L, = [l”l., pi], za

pol u toj stalnoj tacki O .

Moment impulsa kretanja materijalnog sistema od N materijalnih tataka N,, masa m,,i = 1,2,3,....N za
- def
momentnu tacku u polu O jednak je vektorskom zbiru vektora momenata impulsa kretanja L, = [17,, [31] materijalnih

taCaka koje Cine taj sistem:
_ N _ def N N N
Ly, = ZLOi = Z[ri,pi] = Zmi[’/}’vi] = 2ZmiS0i
i=1 i=1 i=1 i=1
Sada potrazimo prvi izvod po vremenu vektora momenta impulsa kretanja pokretnog sistema materijalnih tacaka za
pol u stalnoj tacki O, tako da dobijemo:

dﬁ—:=ZO = i[ﬁaﬁz]+ i[ﬁ,ﬁl]= i[‘ji’mivi]'i' ﬁ:[};,mia’i]: ﬁ:[,‘,l”
i=l i=1 i=1 » ,

i=l i=1

O _gh
- (0}

e

N

= = T F+

+r, +q)i]: ZMOi
i=1

odnosno

Lo j S-S,
=l =l

N
gde smo sa 9)30 = Z [I_’;,F;] oznatili rezultuju¢i moment svih sila F; , koje dejstvuju na sistem materijalnih tataka za isti
=l

momentni pol u tatki O.
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Prethodna relacija vazi i za slucaj kretanja materijalnog sistema u kome su materijalne tacke podvrgnute dejstvu

veza, pri ¢emu oznaka F; ukljuduje rezultantu svih sila aktivnih i sila otpora veza koje dejstvuju na 7 -tu materijalnu tacku,
ali ne i silu inercije.

9 =L, =M, je matematicki iskaz leme o promeni momenta impulsa (koliine) kretanja,

Izvedena relacija

koju re¢ima mozemo formulisati u slede¢em obliku:
Lema o promeni momenta impulsa (koli¢ine) kretanja sistema materijalnih tacaka: Prvi izvod po vremenu vektora
momenta impulsa (kolicine) kretanja sistema materijalnih tacaka nepromenljive mase, 70 =L,= 9}30 , za pol u stalnoj
t

tacki O jednak je vektorskom zbiru momenata svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na materijalni sistem za isti pol O, kao
momentnu tacku.

Mozemo formulisati i slede¢u lemu:
Izvod to vremenu zamaha sistema pokretnih materijalnih tacaka za nepokretni pol jednak je glavnom momentu svih
spoljasnjih sila koje dejstvuju na sistem, a za isti pol kao momentnu tacku.

N
Sada na osnovu relacije L, = 22 m,S,, 1. veze vektora momenta impulsa (kolicine) kretanja j. zamaha sistema
i=1
pokretnih materijalnih tacaka nepromenljive mase za pol u stalnoj tacki O, kinematickih odrednica sektorskih brzina
Z | I
pojedinih materijalnih taaka S, = E[rl.,vl.] mozZemo da napisemo.

dL,
dt pan

Znati da je, sektorsko ubrzanje S, =—[f Ei.] i-te materijalne tacke za pol u stalnoj tacki O, pomnozena
Oi 2 i

dvostukom masom pokretne 1 -te materijalne tacke jednaka izvodu vektora momenta impulsa kretanja i-te materijalne tacke
o def i
Ly, =2m.S,,, za pol u toj stalnoj tacki O, odnosno momentu sila, spoljasnjih i unutrasnjih, koje dejstvuju na i-tu
materijalnu tacku sistema za isti pol za koji se uzima to sektorsko ubrzanje.

Ovaj iskaz predstavlja lemu o povrsini, jer sektorska brzina predstavlja povrsinu koju opisuje u jedinici vremena,
vektor poloZaja pokretne I-te materijalne tacke u odnosu na neki pol Q, pri njenom kretanju.

Prethodnu lemu mozemo izraziti i na sledeéi nacin:

Izvod po vremenu zamaha sistema pokretnih materijalnih tacaka za nepokretni pol jednak je vektorskom zbiru
proizvoda dvostrukih masa sa njhovim sektorskim ubrzanjima.

Ako je moment sila, koje dejstvuju na i- materijalnu tacku, jednak nuli za neku nepokretnu tacku — pol, onda je

_ def
moment impulsa kretanja L,; = [l”l., pi] za taj pol konstantan (nepromenljiv) u toku kretanja te tacke.
Lo _ T =omS,, =[5, F]= 05 =0 = L, =[7.5,]=m[7.5]=2m5, = C, = const
=Ly =2mSy, =1, F|=My =0= L, = m;[1;,V; |= 2m0 g = L; = COns
dt
7, 0,(0)]=2m,S,; = const
- invayijantna ravan
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Znaci mozemo da formuliSemo sledeéi zakljuéak: Kada je moment sila koje dejstvuju na i -tu pokretnu materijalnu
tacku, za neku stalnu tacku jednak nuli, tada je i zamah kretanja i ’te materijalne tacke sistema za tu tacku konstantan.
To je lema o odrzanju momenta impulsa (koliCine) kretanja pokretne materijalne tacke.
Graficka ilustracija prethodnog zakljucka — leme prikazana je na prethodnoj slici. Kako je vektor zamaha kretanja i -te
- de
materijalne tacke, tj vektor momenta impulsa kretanja L, = [rl., pl.] vektorski proizvod vektora poloZzaja i -te materijalne

tacke 7_’;(1‘ ) u odnosu na momentnu ta¢ku - pol O i vektora impulsa kretanja te I -te materijalne tacke }_51. (l‘ ) i kao takav
upravan na ravan koju obrazuju ta dva vektora 7, (t) i p, (t), to u slucaju kada je moment M g" sile F; , koja dejstvuje na

pokretnu I -tu materijalnu tacku, za neku stalnu tacku jednak nuli M g’ =0, ta ravn je stalna ravan i u njoj lezi putanja i -te

materijalne tatke. Znaci da je putanja kretanja i -te materijalne tacke, u sluéaju kada je vektor momenta impulsa kretanja
def -

konstantan, L, = [17: s [31] =C = const , ravanska kriva linija koja leZi u toj stalnoj ravni. Ta stalna ravan je invarijantna

ravan kretanja 1 -te materijalne tacke i poCetna brzina leZi u toj ravni, kao i sve brzine te pokretne materijalne tacke u toku

_ def -
njenog kretanja, kada je vektor momenta impulsa kretanja konstantan LOi = [rl., pi] = Cl. = const . Naziv invarijantna ravan

kretanja materijalne tacke u toj stalnoj ravni dao je znameniti francuski naucnik, tvorac Nebeske mehanike Laplas (Pierre Simon
Laplace, 1749 ‘ 1827 godine).
Jednacinu I -te invarijantne ravni dobijamo, skalarnim mnoZenjem konstantnog vektora momenta impulsa kretanja,

_ def -
L, = [17: , [31] =C = const vektorom polozaja materijalne tacke I_’; (l‘ ), u obliku:

(7.C.)= (.20 )= G5 5D = 0
Jednacina invarijantne ravni u razvijenom obliku u Descartes-ovom sistemu koordinata, moze da se napise u obliku:
(’?ac,jz xCy +yCy +2C; =0
gde su Cl.k, k =1,2,3 koordinate vektorske konstante Ci = CH; + Cﬂ] + CBk kojoj je jednak vektor momenta impulsa

_  def - - = -
kretanja, L, = [I’i, pi] =C, =const u slutaju kada je moment M OFi sile F, koja dejstvuje na I-tu pokretnu materijalnu

taku, za neku stalnu tatku O jednak nuli M g‘ =

Sa slike vidimo da je l_”; =r ot /51. te za moment impulsa kretanja sistema materijalnih tacaka za pol u nepokretnoj

tacki mozemo da piSemo:
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N N N N
Z[ﬁﬁﬁi]zZ[FC’ﬁi]+Z[pi’ﬁi]= ?C’Zﬁi +Z[pl’p1 rc’p]+L
i=1 i=l =1

i=1

def

odnosno
o =Fupl+ L. =L .+ I}

Moment impulsa kretanja sistema materijalnih tacaka za neki pol O jednak je vektorskom zbiru momenta impulsa
sistema materijalnih tacaka za srediste sistema i momenta impulsa za isti pol.

Moment kolicine kretanja sistema materijalnih tacaka za neki pol O jednak je vektorskom zbiru momenta kolicine
kretanja sistema materijalnih tacaka za srediste sistema i momenta kolicine kretanja za isti pol.

Zamah sistema materijalnih tacaka za neki pol O jednak je vektorskom zbiru zamaha sistema materijalnih tacaka
za srediste sistema i zamaha kolic¢ine kretanja za isti pol.

Sada diferencirajmo prethodni izraz za moment kolicine kretanja, te dobijamo.

dcfta :ZO :zc +[’_}C’p]+ [FC’?]zzc +[§C’ﬁ]+[’7C’l_;:|=zC +[77ca;]=l‘;c +[7c,ﬁ1e]: N
odnosno B
d;fo :ZO :]jc + Fc,ﬁ'R]zaﬁo

Iz poslednjeg izraza mozemo dobiti sledece:

LC = 951 [I"C,F ] 9){ MFR(C
gde je
M g’”) = [I’C,F ] moment glavnog vektora spoljasnjih sila koje dejstvuju na sistem materijalnih tacaka, sa

napadnom ta¢kom u sredi3tu sistema, a za tacku O kao momentnu tacku.

Izvod po vremenu zamaha sistema za srediste sistema kao momentnu tacku, jednak je vektorskoj razlici glavnog
momenta sistema spoljasnjih sila za nepokretni pol i momenta glavnog vektora (rezultante) tih sila, sa napadnom tackom u
sredistu tih sila, a za nepokretm pol kao momentnu tacku

Iz relacije LC = 9)} [FC,F ] 9)3 M ) imajuéiu vidu daje 7, =F -+, pisemo:
ZC:%O_[FC’FR]:Z[?;’F;]_ FC" FZ :ZN‘,[/B[,F;]:%
. . ) ] i=1 i=1 i=1
Le :Z[ﬁi’ﬂ]:%
il

Odavde smo dobili potvrdu da teorema o zamahu kretanja sistema materijalnih tacaka vazi i za srediste sistema,
iako ta momentna tacka nije nepokretna.

Vektori momenata inercije masa materijalnog sistema

Primer. Prouc¢imo, sada, impuls kretanja f)(t), moment impusla kretanja L, (zamah) i njihove promene na
primeru kretanja sistema materijalnih tataka od N materijalnih tataka NV ;,masa m,, i = 1,2,3,..., N, koji rotira ugaonom
brzinom @ = @1 , oko nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 7 i koja prolazi kroz momentnu tacku O . Graficki

prikaz kinematickih i kineti¢kih vektorskih invarijanti za jednu i -tu materijalnu tacku dat je na narednoj slici.

Oznacimo sa 771 vektor polozaja materijalne tatke u odnosu na momentnu tatku O, kroz koju prolazi i osa

orjentisana jediniénim vektorom 71 oko koje, ugaonom brzinom @ = @M , rotira i -ta materijalna tacka. Brzina \71 kretanja

te [-te materijalne tacke je jednaka vektorskom proizvodu te ugaone brzine @ = @7 i njenog vektora polozaja 771

Vv, = [C?J, 7 ] = a)[ﬁ .7 ] Brzina V, obrtnog kretanja te materijalne tacke je upravna na osu rotacije i vektor polozaja, odnosno
na vektore 71 i 7.

Vektor impulsa kretanja ﬁi (l‘ ) te materijalne tatke, koja rotira ugaonom brzinom @ = @M , oko nepokretne ose
orjentisane jedini¢nim vektorom 77 , koja prolazi kroz momentnu tatku O, je:

7,(0)=m, = m[@.7]= om [ 7] = oS
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gde smo uveli oznaku

def
W) — o [ 7
SOi =m, [n’ri]
i vektorsku definiciju za vektor Sg;) statickog momenta mase M, materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu

orjentisanu jedini¢nim vektorom 77, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O. To je i moment mase prvog reda ili linearni

moment mase M, materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz

tu momentnu tagku O . Taj vektor zavisi od poloZaja materijalne tadke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda materijalnih tagaka
u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom 71 . Takodje izrazava inerciono i devijaciono svojstvo prvog
reda pri rotaciji materijalne tacke oko nepokretene ose. U slucaju kada je materijalna tacka na osi vector § gz)staticvkog momenta
mase M, materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisana jediniénim vektorom 7 je jednak nuli, tada su i
vektori 7 i ﬁkolineami. Poredeéi ovo odredjenje vector S’g)linearnog momenta mase M, materijalne tacke sa vektorom
dobijenim mnoZenjem mas 71, materijalne take i jedini¢nog vektora orjentacije ose 7, a koju smo uveli preko preprincipa
(prednacela) postojanja, mozemo uvesti i vector M (0’3) =m, 71 nazvati momentom mase nultog reda ili nulti moment mase m,;

materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jediniénim vektorom 77 .

Ly :mi[;}s[@vi}]]:wjg)

750 =m i i)

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta LO[ 1-te materijalne tacke, koja rotira ugaonom brzinom () = (U N oko nepokretne ose

— =i
orjentisane jedinicnim vektorom M , i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase J, éz) materijalne tacke za pol Oiosu orjentisanu jedinicnim vektorom

e n

N i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase J Oni ! devijacionog momenta mase D(Oz) materijalne tacke za tu osu i taj pol.

. R . i e .. v y .
Dimenzija intenziteta vektora S éi)stanckog momenta mase M, materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O iosu
orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, je:

dim(S%| = ML

a jedinica je [kgm].
Vektor momenta impulsa kretanja LOi te 1-te materijalne tatke, koja rotira ugaonom brzinom @ = N, oko

nepokretne ose orjentisane jediniénim vektorom 71, koja prolazi kroz momentnu tagku O, je:
def
T [z 31=mlz 51wz [ 7= = [ 7 1= o 70
Ly =[5, p)=m[7v ]=m[r.[@.7]|= om[r.[5.7]]= 0 J5
gde smo uveli oznaku

i

i) o [~ —

Jo) =m[r. .7 ]

i vektorsku definiciju za vector J, (0';) momenta inercije mase M, I -te materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O iosu

orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O. To je i vector momenta mase drugog reda ili
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kvadratnog momenta mase m; 1 -te materijalne tatke u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisanu jediniénim vektorom 71,
a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O . Taj vektor zavisi od poloZaja materijalne tacke u odnosu na osu, odnosno od rasporeda
mase u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom 71 . Takodje izrazava inerciono i devijaciono svojstvo

()

drugog reda pri rotaciji materijalne tacke oko nepokretene ose. U slucaju kada je materijalna tacka na osi vektor J momenta

inercije mase M, I -te materijalne tatke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 je jednak nuli,

tada su i vektori 71 i I_’; kolinearni.
Oba vektora koje smo prethodno definisali:

70i)

* vector J, oi momenta inercije mase M, I -te materijalne tatke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O :
def
FFCLIA P P
Jo) = m 7. [ 7]
kao i vektor S g;) statickog momenta mase M; materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim

vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O ili moment mase prvog reda ili linearni moment mase m; materijalne

tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O :

5% m .7 ]

su vektori vezani za tacku —pol o orjentisanu osu i kao takvi su tenzorskog karaktera i odredjeni su, u opStem slucaju sa devet
skalara. To znaci das u tenzori drugog reda.

Vektori momenata inercije masa materijalnog sistema. Vektor J (()';) momenta inercije mase M, I -te materijalne

tacke u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisana jedini¢nim vektorom n,a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O ima

dve komponente aksijalnu j (0}2 = (j gz), n )— J Oni 7l u pravcu ose i J [ [J oi 1 ]] D Dm.d devijacionu upravnu

na tu osu i orjentisanu jedinicnim vektorom d devijacionog pravca upravnog na osu 7 . Mozemo da napisemo:

(o def

T = m e 2= Ui 60 = s, + D)
Intenzitet J,, . aksijalne komponente J, ju ) (J (Oﬁ), ): J, 1 vectora J (02) momenta inercije mase M, I-te
materijalne tadke u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 predstavlja aksijalni moment inercije
mase 1 -te materijalne tacke za osu orjentisanu jedinicnim vektorom M, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O i jednak je

proizvodu mase #, i kvadrata rastojanja materijalne tacke od te ose. Dimenzija J, oni 3ksijalnog momenta inercije mase
materijalne tacke za osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 je:

dimJ,,, = dim|/JY)| = ML

C o 2
a jedinica je [kgm ]

Intenzitet Dom. = DOn « devijacione komponente J, éndz. = [ﬁ ,[J g;),ﬁ ]]= D(o};) = Dom.d vectora J, gl'.) momenta
inercije mase M, I -te materijalne tacke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, predstavlja
devijacioni ili centrifugalni moment mase i -te materijalne tacke za dve ortogonalne ose, koje se seku u polu O i to za osu rotacije
71 i na nju upravnu osu orjentisanu ortom d u devijacionom pravcu i devijacionoj ravni materijalne tadke koja rotira. Devijacionu

7()

ravan obrazuju osa rotacije 7 i vector J, oi Mmomenta inercije mase m;. U toj, devijacionoj ravni, za slucaj rotacije materijalne
tacke oko nepokretne ose, lezi vektor LO[ momenta impulsa kretanja te materijalne tacke.

Dimenzija intenziteta Dom. = DOn 4 devijacione komponente J 82. = [ﬁ, [J gl'.),ﬁ ]]= Dg:.) = Dom.d vektora J, gl'.)
momenta inercije mase M, I -te materijalne tatke u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 77,

odnosno devijacionog ili centrifugalnog momenta mase materijalne tacke za dve ortogonalne ose, koje se seku u polu O je:

dimD,, = dimD,,, = dim|/D%| = MI?

a jedinica je [kgmz].
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Na prethodnoj slici dat je graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta LO[ jedne I -te materijalne

tacke, koja rotira ugaonom brzinom @ = @n oko nepokretne ose orjentisane jediniénim vektorom 71, i prolazi kroz pol O i

()

vektora momenta inercije mase J oi L -te materijalne tacke za pol O i osu orjentisanu jediniénim vektorom 7 i njegovih

)

komponenti, aksijalnog momenta inercije mase .J oni 1 devijacionog momenta mase Dg: i -te materijalne tacke za tu osu i taj
pol. Na slici je prikazana i devijaciona ravan.

Na osnovu prethodne analize za jednu materijalnu tacku sistema, prouc¢imo, sada, impuls kretanja ﬁ(t ), moment
impusla kretanja L, (zamah) i njihove promene na primeru kretanja sistema materijalnih tacaka od /N materijalnih tadaka
N,, masa m;,i=123,...,N, koji rotira ugaonom brzinom @ = @1, oko nepokretne ose orjentisane jedini¢nim
vektorom 71 i koja prolazi kroz momentnu tacku O .

Vektor momenta impulsa kretanja L, sistema materijalnih tataka od N materijalnih tacaka /V,, masa
m;,i= 1,2,3,..., N, koje rotiraju pisemo pomoéu vektorskog zbira vektora momenata impulsa  -te materijalne tacke, koja rotira
ugaonom brzinom @ = @1 , oko nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 72, koja prolazi kroz momentnu tacku O, je:

R N def N N N N N ) )
_ _ - = _ - _ e - = _ e - = _ n) __ n
Ly=Y Lo = 2|7 b= 2mlrv]= Y m 7|67 ]|= o) mlr 0.5 ]l= 0 75 = asy
i=1 i=1 i=1 i=l i=1 i=1
gde smo uveli oznaku
def N
() T
Jg =2 mlr.[n.7]
i=1
i vektorsku definiciju za vector J, (On) momenta inercije mase sistema materijalnih ta¢aka u odnosu na momentnu tacku O i osu

orjentisanu jedini¢nim vektorom 71, a koja prolazi kroz tu momentnu tagku O . To je i moment mase drugog reda ili kvadratni
moment mase sistema materijalnih tataka u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7, a koja

prolazi kroz tu momentnu tacku O'.

Ako je materijalni sistem materijalno telo, koje sadrzi beskonaéno mnogo materijalnih tadaka elementarnih masa dm
()

onda za isto prethodna vektorska definicija vector J, o momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tacku Oi

osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 71, a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O dobija oblik zapreminskog integrala(umesto

sume):
| e [ P A X

gde je O masena gustina tela, a V' zapremina tela u kojoj je smeStena masa tela. Koordinate ovog vektora su aksijalni moment

inercije tela za osu orjentisanu ortom A i proizvodi inercije za dve upravne ose.
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dL, =[F.|@,7]ldm = 0 dJl

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta dLO elementarne mase (M materijalnog tela, koja rotira ugaonom brzinom (0 = (W N

— F(i
oko nepokretne ose orjentisane jedinicnim vektorom N , i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase dJ (O ) elementarne mase dM materijalnog tela

)

— = (7
za pol Oiosu orjentisanu jedinicnim vektorom I i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase dJ on idevijacionog momenta mase dD(O

materijalne tacke za tu osu i taj pol.

Steiner-ova teorema. Imajuéi u vidu da je 7. =7 -+, to unoSenjem u

4(ﬁ)def N o
Jor =Y m 7 [, 7 ]
i=1

dobijamo:

L def N N e L L e L S
Jén) = Zml[ﬁ,[ﬁfl]]z zmi[’_;c +pi’[n7rC +pi]]: [FC’[n’rC]]Zmi +Zmi[pi’[n’pi]]
i1 in1 im1

i=l1

o def o
Jé"):Jé")—k[rC,[n,rC]]]M
(i)

a to je izraz Steiner-ove teoreme, koja kaze da je vektor momenta inercije mase J )’ sistema materijalnih tacaka u odnosu na

momentnu tacku O i osu orjentisanu jedinicnim vektorom N, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O jednak zbiru
vektora sopstvenog momenta inercije mase J (Cﬁ) sistema materijalnih tacaka u odnosu na momentnu tacku C u sredistu
sistema i osu orjentisanu jedinicnim vektorom N, a koja prolazi kroz srediste sistema C i ploZajnog [fc,[ﬁ, ?C]]]\/[ u
odnosu na srediste sistema.

()

Vektor sopstvenog momenta inercije mase J'’ sistema materijalnih tacaka u odnosu na momentnu tacku C, u

srediStu sistema, i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 77, a koja prolazi kroz srediste sistema C nazivamo i centralni

(#)

vector momenta inercije mase J’ sistema materijalnih tataka za srediste sistema C i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom
n.
()

Vektor momenta inercije maseJ ,’ sistema materijalnih tacaka u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

Jjedinicnim vektorom N, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O, mozemo razloziti u dve komponente, jednu J, on U pravcu
ose N i drugu @81 ) upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju cine vektori J g') i N i tomoZemo napisati u
sledecem obliku:
@) — (~ *(ﬁ))ﬁ [~ [*(a) ~]]_ 5 B)
Jo! =\n,Jy m+n,|Jy  nl||=J,,n+D)
Aksijalni i devijacioni deo vektora momenta inercije mase. Glavne ose inercije. Komponenta vektora momenta inercije

(i) (i)
0

mase J ;' sistema materijalnih tacaka u pravcu ose n, koju smo oznacili sa J, N, odnosno J ) nazivamo jos i aksijalni

moment inercije mase sistema materijalnih tacaka za osu orjentisanu ortom N i koja prolazi kroz pol O :
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79 = 7,7 = (7,75 )i
i njen intenzitet je J je jednak:
o = (1,T9))

sistema materijalnih tacakau pravcu upravnom na osu N, koju

. .. 7
Komponenta vektora momenta inercije mase J é )

epe - (7i . L. .. . .. . s .
smo oznacili sa @é) nazivamo jos i vektor devijacionog momenta inercije mase sistema materijalnih tacaka za osu

orjentisanu ortom N i koja prolazi kroz pol O :

0 = [,[79), 7
i ona lezi u devijacionoj ravni i izrazava devijaciona sviojstva sistema materijalnih tacaka u odnosu na osu, oko koje rotira taj
sistem, odnosno devijaciona svojstva rasporeda materijalnih materijalnih ta¢aka u odnosu na osu rotacije. (Naprimer, masa tocka,
koji je nasadjen ekscentricno pokazuje devijaciona svojstva pri rotaciji oko te ekscentricne ose, a masa izbalansiranog tocka, koji je
centricno nasadjen ne pokazuje devijaciona svojstva. Balansiranje tockova se izviodi dodavanjem olovnih ‘’materijalnih tacaka’’
¢ime se ponisStavaju wevijaciona svojstva tocka u odnosu na osu rotacije.)

Ako vektor momenta inercije mase J. (()”A‘) sistema materijalnih tacaka ima samo komponentu u pravcu ose ﬁs , koju

vt (@) . NPT e . .. . el N , -
smo ozna¢ili sa J, én“) i nazivali jo$ i aksijalni moment inercije mase sistema materijalnih tacaka, onda ¢emo tu osu 7,

nazvati glavnom osom inercije. Znaci da je za glavnu osu inercije orjentisanu ortom ﬁs komponenta u pravcu upravnom na
osu 7, koju smo oznatili sa ég’) nazivamo jo$ i vektor devijacionog momenta inercije mase sistema materijalnih tacaka
jednaka nuli: ég*) =0. Tada je:

7)1,

Takvih pravaca i osa ima tri u svakoj tacki prostora i set od tri glavna pravca inercije, odnosno od tri glavne ose inercije
sadrzi ose koje su medjusobno ortogonalne. A to ¢emo kasnije i dokazati.

Ako sada vektor momenta inercije mase.J (()”) sistema materijalnih tataka u odnosu na momentnu tatku O i osu

orjentisanu jediniénim vektorom 71, a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O razlozimo u tri pravca osa koordinatnog sistema
Onuw mozemo da napisemo:

T = (1,79 Vi + |75 ]| = g i + B = T i + B + BG) = S i + Dy + Dy, i
()

Projekcije D, =—1,,, i D,,, =—1,,, vektora momenta inercije mase.J,, sistema materijalnih tacaka u

pravcima dveju medjusobno ortogonalnih osa # i W nazivamo devijacionim momentima za dve ortogonalne ose 7 1 U,
odnosno 7 i W. Ove projekcije se zovu jo$ i proizvodi inercije.

Tenzor momenata inercije masa sistema i matrica tenzora momenata inercije masa sistema. Svakom od vektora
momenta inercije mase J, gl) sistema materijalnih ta¢aka u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom

7, mozemo pridruziti jednu matricu kolonu &iji su elementi njegove projekcije na ose koordinatnog sistema ORUW na
slede¢i nacin:

JOn D Oun D Own

J(ﬁ) =D J(ﬁ) =JJ J(VV) =D
o Onu o Ou o Owu
D Onw D Ouw "]Ow

i pomo¢u njih sastaviti matricu 3 X3 koju ¢emo nazvati matrica tenzora inercije masa materijalnog sistema, &ije su kolone
sastavljene od matrica kolona, koje sadrze projekcije vektora momenata masa materijalnog sistema redom, za ose koordinatnog

sistema OnuUW, a &iji su elementi aksijalni momenti inercije masa i devijacioni momenti masa materijalnog sistema, odnosno

proizvodi inercije masa materijalnog sistema za par osa redom iz skupa ortogonalnih vektora 7, # 1 W. Na osnovui toga mozemo
da napisemo:

JOn D Oun D Own JOn D Oun D Own
JO = (J(Oﬁ) J(Oﬁ) JgV)): DOnu JOu DOwu DOnu JOu DOwu
D, Onw D, Ouw JOW D Onw D Ouw JOw

Ako za skup ortohonalnih ortova uzmemo ortove Descartes-ovog koordinatnog sistema i , j i k prethodna matrica postaje:

Masinski fakultet Univerziteta u NiSu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovi¢) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika III — Dinamika - Kinetika Predavanja IX Skolska 2006-2007

Str. 19 od 43
3 B - JOx D, Oyx D, Ozx JOx D Oyx D, Ozx
JO = (JEI)) Jg) JEI)()): DOxy JOy DOzy = DOxy JOy DOzy
D Oxz D Oyz JOz D Oxz D "]O

Oyz z
U vektorskom obliku vektori momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema su

Jg) J ol +®() 0xl +D,, ]+DOXZk
j(") Joy] +®( ) _
W=y k+d=p

‘:thﬁﬁ
def N [n[/ r]]
def N [l’[k r]]

Ako sada redom pomnozimo vektore momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema za pol u

Oyrl +J0y] +D, k

Oyz

Ozrl +D0 J +J02k

ili

koordinatnom pocetku kosinusima smerova jedini¢nog vektora 7 =i oS + j sin [ + k c0s ¥ onda ¢emo dobiti sledece
def N
cosy =

1':1
ili

jg)cosa+jg)cosa+j((f) [ [zcosa+]sm,8+kc0s7/, ]] Zm l,nﬁ]]:j(ﬁ)

o
i=1

N ) L -
= Zmi[ﬁ,[ﬁ,?i]]:jg)cosa+Jéf)cosa+Jg‘)cosy

Sada se pomoc¢u definisane matrice tenzora inercije materijalnog sistema moZze napisati prethodna relacija u slede¢em
obliku:

Jox Doyx D, ||lcosa
{J(Oﬁ)}: DOxy JOy DOzy COSﬂ = J0 {n}

DOxz DOyz JOz COS}/

te je aksijalni moment inercije mase sistema materijalnih taaka za osu 7 koja prolazi kroz koordinatni podetak O jednak

Jox Dny D, ||lcosa
Jou = (n){Jg)}= (cosa cosfB cosy Dy, Jo, Do, [ycosBi= (nWg{n}
D Oxz D Oyz JOz COS]/

Devijacioni moment mase sistema materijalnih tacaka za dve upravne ose 7 i U koje se seku u koordinatnom pocetku O
je:

Jox Dny D, ||cosa
DOnu = (M){ng)}: (COS au COSﬂu COos yu DOxy JOy DOzy COSﬂ = (M)JO {7’1}

D, Oxz D, Oyz JOz cosy

Da bi smo odredili glavne pravce inercije potrebno je da nademo one pravce ﬁs za koje je J, () (ﬁ J (i )>7i ,
odnosno u matri¢cnom obliku:

JOx D Oyx D Ozx Cos as

{ch)}: DOxy JOy DOzy Cos ﬁs = J0 {ns } = JOnl\. {ns }
Oxz DOyz JOZ Cos 7&

te odatle dobijamo:
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Jox =Jon, D, D, cosa;
Jo {ns } —Jon, I{ns } = Dy, Joy =Jon, D,,, cosfB, =0
D,,. DOyz Jo: — JOnS COS Y
1
Gde je I= 1 jedinicna dijagonalna materica- Poslednja matricna jednacina predstavlja sistem homogenih

1

algebarskih jednacCina sa nepoznatim kosinusima smerova orta glavnog pravca inercije materijalnog sistema
ﬁs =icosa,+j sin ,BS + k cos Y » ali sadrzi i nepoznati aksijalni moment inercije mase materijallnog sistema J On. ZA 0SUU

tom glavnom pravcu inercije. Kako je sistenm algebarskih jedna¢ina po nepoznatim cosinusima smerova orta glavnog pravca, to da
bi postojala resenja razlicita od trivijalnih i nultih, potrebno je da determinanta sistema jednacina bude jednaka nuli, a tome treba
pridruziti i uslov da je zbir kvadrata kosinusa uglova jednog pravca jednak jedinici. Na osnovui toga piSemo sekularnu
jednacinu:

(o —J0, Ifin,}=0

JO - JOn s D, Oyx D Ozx
D Oxy JOy - ‘]0r1A D, Ozy = 0
D, Oxz D Oyz JO - JOnS

iz koje odredjujemo glavne momente inerciije masa materijalnog sistema: J,, ,§ =1,2 =3 kao korene jednadine treceg

s

reda koju dobijamo razvijanjem prethodne determinante:

})3("]0n5 ): _[(JOns )3 - Jl (JOns )2 + J2 (‘]On5 )_ J3]: O
u kojoj su J,, J, 1 J; skalari, redom prvi, drugi i tre¢i, matrice J, tenzora momenata inercije masa
materijalnog sistema u odnosu na pol O:

* J, je prvi scalar 1 jednak je zbiru elemenata sa glavne dijagonale matrice J, tenzora momenata
inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O:

J1 = JOx + JOy + JOZ = JOn + JOu + JOW = JOnl + JOnz + J0n3

* J, je drugi scalar 1 jednak je zbiru minora elemenata sa glavne dijagonale matrice J, tenzora

momenata inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O:
Joo D, Jo. Dol |Jox D, Jo 01 |J, 01 |J, 0

Ozy Oyx n, n n
+ =
JOz

= + +
JOZ D (xy JOy O J0n3 O J0n3 O JOn )

(xz
* J, je tre¢i scalar 1 jednak je determinanti matrice J, tenzora momenata inercije masa

2D

(yz

materijalnog sistema u odnosu na pol O:

JOx D, Oyx D, Ozx JOnl
JS = det|JO| = DOxy JOy DOzy = JOnZ = JOnl ’ JOnZ ’ J0n3
D Oxz D Oyz JOZ J0n3

Kosinuse smerova glavnih pravaca momenata inercije masa materijalnog sistema za neki pol O odredjujemo kao
odnose:

cosa, cosfl, cosy,
KKy Ky

gde su K3(‘,i),k =1,2,3, s =1,2,3 kofaktori elemenata tre¢e vrste I odgvarajuée Kk ’te kolohe za odgivarajuéi s -ti koren

=C,

Jo, »8 =1,2 =3 sekularne jednacine:
DOwc DOzx
Jo,—Jo, D,

Ozy

_ JOx - ‘]Onx D Ozx (s) _ JOx - ‘]On‘S D, Oyx

(s) —
Ks D D . D Joy =Jon,

Ozy )
Kosinusi smerova glavnog pravca momenata inercije masa moraju da zadaovoljavaju uslov da je zbir kvadrata
kosinusa uglova glavnih pravaca jednak jedinici:

K} =

Oxy Oxy
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cos’a, +cos” B, +cos’ y, =1
Odakle odredjuemo nepoznate konstante C. :

1

CS
JEST + (kS + (k)Y

Moze se dokazati da u svakoj tacki prostora u kome je materijalni sistem postoje uvek tri ortogonalana glavna

pravca inercije ﬁl , ﬁz s ﬁ3 za koje su vektori momenata inercije masa materijalnog sistema bez devijacionih svojstava, tj.
postoje samo aksijalni momenti inercije mase z ate pravce.
Matrica tenzora inercije u tom sistemu glavnih pravaca inercije ﬁl , ﬁz s ﬁ3 je dijagonalna, jer za te pravce postoje

samo aksijalni momenti inercije masa materijalnog sistema, pa sa tim postoje samo elementi na glavnoj dijagonali:

Jy) (0] (0)) (Jou O O
Jo =60 3@ g)={dot {s,t Jot]=| 0 J, 0
0] (0] |/ 0 0 J,

Ako sistem materijalnih tacaka ima osu simetrije onda je ta osa simetrije jedan njen glavni pravac inercije.
Iz Steiner-ove teoreme
def

Jo! =8+ [ fr e
imajuéi u vidu da je:

j(‘) Oz+®() Oz+D0xy]+D0k
j(i‘) Jopd +®() nyl +J0yj +D, k

424

JO =g, k+B) =D, i +D, j+Jok

kao i
JO =g 7+ B0 = J 7 + Do+ Dok
TV = j+BY = Doi +J0, ] + Dok
Jg F) = Jok + sg) =D i +Dgj +J ok
i Te ZXCZT‘FJ’cj‘*‘ZCE

u skalarnom obliku mozemo dobiti sldece relacije:
Jp =, +( 24z} )M
Ox aT\WeT2Zc

Joy=J¢ + (xé + Zé)M
Jo. =Je +(xé +yé)M
DOxy = Dny +xcyeM
Dy,. = D, +xczcM
DOyz = DCyz +zeyeM

a to su izraz Steiner-ove teoreme o odnosu aksijalnih momenata inercije masa sistema materijalnih tacaka za dve paralelne ose, od
kojih jedna prolazi kroz srediste tog sistema materijalnih tacaka, kao i o odnosu devijacionih momenata masa sistema materijalnih
tacaka za parove paralelnih osa, od kojih jedan par prolazi kroz sredi$te sistema materijalnih tacaka.

Centrifugalni momenti masa sistema materijalnih tacaka su jednaki devijacionim momentima masa sa promenjenim znakom.

Teorema o promeni kineticke energije sistema materijalnih tacaka

Kineticka energija 1li ‘’Ziva sila’’ je mera kretanja materijalnog sistema kojim se ispoljava
svojstvo transformacije jednog kretanja u drugo, ekvivalentno.

Definicijom 5. smo uveli skalarnu invarijantu dinamike elementarni rad sile F na stvarnom
elementarnom pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke kao skalarni proizvod te
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sile F i elementa stvarnog elementarnog pomeranja ds =dr duZ putanje s kretanja i to pisemo u

dej

obliku dA” = (F.ds).

Na osnovu te definicije skalarne invarijante, uveli smo i ukupan rad sile F na stvarnom putu -
pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke, kao ukupan zbir svih elementarnih radova

dA” dz(ﬁ ,ds ) ili integral skalarnog proizvoda te sile F i elementa stvarnog elementarnog pomeranja
ds =dr dué putanje s kretanja i to pisemo u obliku:
e
j aa™ 2 [ (7. a5)
0
Definicijom skalarnog odredjenja - skalarne invarijante - elementarnog rada sile F na stvarnom elementarnom
pomeranju ds = dr duz putanje s kretanja materijalne tacke uspostavljena je skalarna veza izmedju sila (aktivne F ., ili

reaktivne F, odnosno sile inercije /) i pomeranja duz puta § materijalne tatke m .

=N dhie)

Imajué¢i u vidu definiciju sile inercije [/ F(t)z—mT, kao vektorske invarijante 1 jednog od osnovnih
t

odredjenja dinamike, kao i definiciju rada sile kao skalarne invarijante za ukupan rad svih sila inercije kretanja sistema

materijalnih tacaka, koji se sastoji od N pokretnih materijalnih tacaka N, masa m.,i=1,2,3,....N, ¢iji su polozaji u

prostoru, u trenutku vremena t, odredjen vektorima poloZja ?;(t ) jednak je zbiru radova komponentnih sila inercije

pojedinih materijalnih tacaka sistema i za elementarni rad svih sila inercije na elementarnim pomeranjima materijalnih
tacaka mozemo da napisem:

dA” =3 (I d5,)= -
N

dA’ =3 (.5, )= —;mi

i=1

ml(ﬁ,di)= Zm a.,ds,)
, j S (25 0kt |- -3 5015 0)
dAiF:i(f ds,) = Z’" ﬁ:d q())z

i=1 i=1

M=

=
7N\
& |3
N

Ukupan rad svih sila inercije sistema materijalnih tacaka jednak je zbiru radova pojedinih materijalnih tacaka na
njihovom stvarnom putu - pomeranju duz odgovarajuih putanja §; kretanja svake od materijalnih tacaka materijalnog

sistema, te moZzemo da napiSemo:

- NS N ftzﬁ N 5.(2)V N v (0)f

AIF ZZJ’(IF(i)’dS:i):_Z m[ (vl( )) - _ Z m[_( l( )) _z mi (vl( )) :_(Ek_Eko)
i=1% i=1 2 % i=1 2 i=1 2

i time smo doveli ukupan rad sila inercije materijalnih tacaka sistema u veztu sa kinetickom energijom sistema materijalnih

tacaka.

Za ukupan rad sila inercije I, (t ) na stvarnim putevima pomeranja duz putanja S; kretanja materijalnih tacaka

m;, koja se krecu brzinom \71., a u pocetnom poloZaju su sve materijalne tatke imale poCetne brzine jednake nuli, v,, =0

izvodimo i sledecu relaciju

A" _ZI i ‘7 V = i mi% =—(E,)

i=1 ¢ i=1 %o i=1

iz koje smo izveli zakljuéak:

Rezultujuéi rad sila inercije | F(l.)(t ) materijalnih tacaka sistema na stvarnim putevima - pomeranjima duz putanja
S, kretanja svake od materijalnih ta¢aka materijalnog sistema, koje se krecu brzinama \7, a u poéetnom poloZaju su sve

materijalne tatke imale pocetne brzine jednake nuli, v,, = 0 jednak je negativnoj vrednosti kineticke energije E, sistema

i0
materijalnih tacaka.
Kineticka energija se naziva i imenom “Ziva sila’’.
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—

Takodje smo analizirali i izvod po vremenu rada sile I’ na stvarnom putu pomeranju duZ putanje § kretanja

materijalne tacke M, koja se kreée brzinom V i uveli pojam snaga ili efekat rada sile, koja se iskazuje sledecom
matematickom relacijom:

e F ~
pe djt = (F.9)

Za sistem materijalnih tacaka materijalnog sistema mozemo da pisemo:

500, 8)- a5 |

1 i=1 i=1

Zakljucili smo da je snaga ili efekat rada sila inercije sistema materijalnih tacaka na stvarnim putevima -
pomeranju duZ sopstvenih putanja s, kretanja odgovaraju¢ih materijalnih tacaka m, , koje se kre¢u sopstvenim brzinama \71. s
jednaka izvodu kineticke energije po vremenu, to je i brzina vrSenja rada, i to je zbir skalarnih proizvoda sila inercija, koje
dejstvuju na pokretnu odgovarajucu materijalnu tacku i brzine ‘7[ kretanja te materijalne tacke duz njene putanje.

Ove definisane skalarne invarijante - definisane pomoc¢u vektorskih invarijanti dinamike, dovoljne su da se definiSe

teorema o promeni kineticke energije po vremenu.
Teorema o promeni kineticke energije po vremenu sistema materijalnih tacaka: Promena kineticke energije

sistema materijalnih tacaka po vremenu, konstantnih masa, koje se krecu brzinama 1_/;, i na koje dejstvuju spoljasnje sile

F i unutrasnje sile F

ui’

dA"™  dE,

dt  dt

Jednaka je zbiru snaga rada spoljasnjih sila P, . Tu teoremu mozemo izraziti sledecom relacijom:

dE N def N 4 N N n=3N-s o7 j=n=3N-s )
: :Z(Pm"'Psi)Z —:Z(F V)ZZ Z _rqj - ZquJ
dt 1 i=1 i=1 Jj=1 a‘], j=1

gde su
q;,i =1,2,3,....3N (krivolinijski sistem koordinata)

N - a*
Qj = Z Fw"_}/;
i=1

oq; ) g, =1..,n; n=3N=-s; s <3N (sistem generalisanih koordinata)

sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama ¢,, i =1,2,3,.....3N i dejstvuju na sistem materijalnih tadaka. Njihov
broj zavisi od toga da li su one samo kordinate poloiaja materijalnih tacaka materijalnog sistema u generaliasnom sistemu
krivolnijskih koordinata, kada ih ima 3N, ¢,, i =1,2,3,....3N , za svaku materijalnu tatku po 3, ili su to nezavisne
koordinate pokretnih materijalnih tataka, kada ih ima n=3N—-s , ¢q,, i = 1,..,11(: 3N —S), gde je s <3N broj
stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na materijalne tacke tog sistema materijalnih tacaka. Ako su sve
materijalne tacke sistema slobodne, onda ima tih koordinata ima 3N, te je toliko i generalisanih koordinata ¢,
i=123,...3N i 3N generalisanihsila Q,, i =1,2,3,...,.3N , ili u slutaju kada materijalne tacke sistema nisu slobodne,
veé su podvrgnute vezama i tada postoji manji broj generalisanih koordinata za onoliko koliki je broj veza kojima je sistem
podvrgnut. Tada je i broj generalisanih sila jednak tom broju generalisanih koordinata te su generalisane koordinate ¢, i
generalisane sile Q,,za i =1,2,3,...,n(=3N —s)).

Snaga rada unutrasnjih sila materijalnog sistema jednaka je nuli.

Teorema o promeni kineticke energije po vremenu sistema materijalnih tacaka: Promena kineticke energije
sistema materijalnih tacaka po vremenu, konstantnih masa, koje se krecu brzimana \_1; na koje dejstvuju spoljasnje sile F:

Jjednaka je snazi P tih sila. Tu teoremu mozemo izraziti sledeéom relacijom:

de/ dAF N /. _ N _, n=3N-s a ) Jj=n=3N-s )
_: z (E’Vi):z F, z a_rqz = Z:,quj'
J=

i=1 i=1 j=1 j

gde su
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0, z q,,i=1,2,3,....3N (krivolinijski sistem koordinata)
p " oq. | q,,i=123,...,

sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama ¢,, i =1,2,3,...,.3N i dejstvuju na materijalnu tatku. Njihov broj zavisi

n; n=3N —s (sistem generalisanih koordinata)

od toga da li su one samo koordinate poloZaja materijalnih tacaka u generaliasnom sistemu krivolnijskih koordinata, kada ih
ima 3N, g,, 1=1,2,3,...,.3N , ili su to nezavisne koordinate pokretnog sistema pokretnih materijalnih tacaka, kada ih ima

n=3N-s,gq,, i= 1,..,n(= 3N —S), gde je s <3N broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju

na taj sistem ili pojedinacno na neku njegovu pokretnu materijalnu tacku. Analizu bi smo ri tome sproveli na sledec¢i nacin:
Prvo bi smo analizirali broj stepeni slobode kretanja svake materijalne tacke sadrzane u sistemu pojedinacno, a zatim svake u
odnosu na svaku drugu iy sistema. Na osnovu toga bi smo zakljucili koliki je minimalno potreban minimalni broj

n=3N —s nezavisnih koordinata ¢,, i =1,..,n da potpuno odredimo jednozna¢no polozaj svake pokretne materijalne

taCke materijalnog sistema u tom krivolinijskom sistemu koordinata. Sistem generalisanih koordinata (nezavisnih) moze biti
izabran i u Descartes-ovom sistemu koordinata. Naprrimer, analizu bi smo poceli sa pojedinacnim materijalnim tackama.

Ako je pokretna materijalna tacka u tom sistemu slobodna, onda ona ima tri generalisane coordinate ¢,, i =1,2,3 i tri

generalisane sile Q;, 1=1,2,3, ili u slucaju kada nije slobodna ve¢ je podvrgnuta vezama i tada postoje dve ili jedna
generalisana sila zavisno da li je podvrgnuta jednoj ili dvema vezama (prinudno kretanje po povrsi odnosno liniji) kada ima
dva stepena slobode kretanja (prinudno kretanje po povrsi, q; i O, za i =1,2), odnosno, jedan stepen slobode kretanja

(prinudno kretanje po liniji, ¢, i Q,,). Zatim se sabere broj tako dobijenih nezavisnih koordinata, pa se od tog zbira oduzme
broj koji odgovara broju medjuveza izmedju tih materijalnih taaka i koordinata.analiziraju veze izmedju. Kao rezultat se
dobija broj # =3N — s nezavisnih koordinata, koje nazivamo generalisanim koordinatama pokretnog materijalnog sistema

q;,, i=1.., n(z 3N - S), gde je § <3N ukupan broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na taj
sistem ili pojedinacno na neku njegovu pokretnu materijalnu tatku. Broj generalisanih sila Q,, i =1,..,n koje dejstvuju na

mehanicki sistem materijalnih tadaka je jednak broju generalisanih koordinata # =3N — ..
Kada materijalne tacke sistema nisu slobodne, ve¢ na njih dejstvuju veze, onda relacija snage rada sila ukljucuje i

sile otpora veza, kojima su podvrgnute pojedine tacke materijalnog sistema:
j=n=3N-s j=n=3N-s j=n=3N-s

LA (NN NI 3P IR )

U zakljucku mozemo teoremu o promeni kineticke energue sistema materijalnih tacaka da formulidemo na slede¢i

nacin:
Prvi izvod kineticke energije mehanickog sistema jednak je snazi sila koje na njega dejstvuju.

Mozemo da definisemo i sledece teoreme:

Diferencijal kineticke energije sistema materijalnih tacaka jednak je zbiru elementarnih radova svih spoljasnjih i
unutrasnjih sila.

Prirastaj kinetiCke energije, ili >’ Zive sile’’sistema materijalnih tacaka jednak je zbiru mehanic¢kih radova svih
spoljasnjih i unutra$njih sila koje dejstvujuéi na sistem vrse duz odgovarajuéih putanja kretanja materijalnih tacaka tog
sistema. Kada su unutrasnje sile konzervativne one imaju funkciju sile.

Prira$taj mehanicke energije sistema materijalnih tacaka jednak je zhiru mehanickih radova svih spolja$njih sila
koje u datom vremenskom razmaku dejstvuju na pojedine materijalne tacke sistema.

Realativno kretanje sistema materijalnih tacaka u odnosu na srediste sistema

Usvojimo srediste sistema materijalnih tadaka za potetak pokretnog sistema koordinata CEn¢, koji se translatorno
krece u odnosu na apsolutni, nepokretni Descartes-ov trijedar Oxyz . PoloZaj svake materijalne tacke odredjen je u odnosu
na apsolutni, nepokretni sistem koordinata (x)z vektorom /51. = ’71 —r ¢ relativnog poloZaja materijalne tacke u odnosu na

srediste sistema C .
Kineticka energija sistema je:

i=1 2 i=1 i=l i=l
V1 | Y 1
=2 =2 2 =2 =2
E, =) —my :z—m (vc+2(v ,vc)+v”.):— CZml+ —my, =—V:M +— Zmlvn,
2 2 2
i=1 i=1 i=1
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N N N
jer je Zmi (vn.,vc)= VC,Zmivn. = VC,Zmivri = (VC,WCr)= 0, jer je relativna brzina sredista sistema Cu
i=1 s=1 s=1

odnosu na to srediste jednaka nuli. \70 = (. Sada iz prethodne relacije moZemo napisati:

1
2

Na osnovu prethodnog mozemo formulisati slede¢u teoremu o kineti¢koj energiji sistema materijalnuh tacaka:

N N
E, = z%miﬁf = V.M +%Zmlv§ =E.+E,
i=1 i=1

Kineticka energija sistema materijalnih tacaka jednaka je zbiru kineticke energije translacije brzinom ‘_;c

srediSta sistema, kao da je celokupna masa M svih materijalnih tadaka saZeta u sredistu sistema materijalnih tacaka i
kineti¢ke energije relativnog kretanja materijalnih tacaka sistema u odnosu na srediste sistema.

Ova teorema je poznata pod imenom Kenigova teoreme (Samuel Konig 1712-1757). Ovaj holandki nau¢nik izveo je
ovu teoremu 1751. Formulacija Kenigove teoreme je:

Kineti¢ka energija sistema materijalnih tacaka za slucaj apsolutnog kretanja sistema materijalnih tacaka jednaka
je zbiru kineticke energije njegovog sredista (spoljaSnje kineticke energije) i relativne kineticke energije u odnosu na
srediste (unutra$nja kineticka energija).

Na osnovu prethodnih teorema i zaklju¢aka mozemo zakljuciti i sledece:

Svako kretanje sistema materijalnih tacaka se moze predstaviti da se sastoji translatornog kretanja sistema brzinom
njegovog sredista i relativnog kretanja pojedinih njegovih tacaka u odnosu na srediste sistema, koje u tom trenutku
smatramo nepokretnim.
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