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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA

MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA

VIL.1. SEDMA NEDELJA

Konzervativno kretanje. Konzervativne sile. Funkcija sile. Cauchy-Reiman-ovi uslovi. Rad konzervativne sile.
Potencijalna energija. Teorema o odrzanju mehanicke energije. Integral energije. Odredjivanje funkcije sile.

Centralna kretanja. Funkcija sile kod centralnih kretanja. Bineov obrazac.

Diferencijalne jednacine kretanja u generalisanom sistemu koordinata. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VIIL.2. OSMA NEDELJA

Prinudno kretanje materijalne tacke. Veze. Podela veza. Uslovi za brzinu i ubrzanje. Lagrange-ovi mnozioci veza.
Kretanje materijalne tacke po idealnoj povrsi. Lagrange-ove jednacine I vrste. Diferencijalne jednacine kretanja u prirodnom
sistemu koordinata. Integral energije. Kretanje materijalne tacke po obrtnoj povrsi. Prinudno kretanje materijalne tacke po
liniji. Integral energije. kretanje materijalne tacke po krugu u polju zemljine teze. Dinamika relativnog kretanja materijalne

tacke.

VI1.3. DEVETA NEDELJA
Dinamika sistema materijalnih tacaka

Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tacaka: Geometrija masa. SrediSte sistema masa i njegove osobine.
Diferencijalne jednacdine kretanja sistema materijalnih tacaka. Teorema o kretanju srediSta sistema materijalnih tacaka.
Koli¢ina kretanja sistema materijalnih tacaka. Moment koli¢ine kretanja sistema materijalnih tacaka. Kineticka energija
sistema. Koening-ova teorema o kinetickoj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih tacaka. D’ Alamber-ov princip.
Lagrange-ov princip. Lagrange-D’ Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednacine II vrste.

Specijalni slucajevi slobodnog ili prinudnog kretanja materijalne tacke.

Razne vrste hitaca

Harmonijski oscilator - sopstvene oscilacije, prinudne oscilacije
Oscilator sa otpornom silom

Cikloidno klatno

Kretanje materijalne tacke po paraboli

Kretanje materijalne tacke po sferi pod dejstvom Zemljine teZe
Matematicko klatno, sekundno klatno, konusno klatno
Kretanje materijalne tacke po konusu

Specijalni slucajevi relativnog kretanja materijalne tacke.

Koncepcija ili filozofija reSavanja zadataka dinamike materijalne tacke (ili algoritam za reSavanje
postavljenog zadataka)

1* Napraviti analizu kinetickih parametara materijalnog modela kretanja materijalne tacke sa ciljem
resavanja postavljenog zadatka i odredjivanja trazenih kinetickih / dinamickih invarijanti i u cilju najoptimalnijeg
pristupa resavanju postavijenog zadatka prethodno treba odgovoriti na sledeca pitanja:

Da li je materijalna tacka slobodna ili vezana?
Kojimm vezama je izlozena materijalna tacka? Koliki je njihov broj i kom tipu pripadaju?
Koliko stepeni slobode kretanja ima ta materijalna tacka na koju dejstvuju veze?
Zatim izabrati najpogodniji koordinatni sistem za resavanje postavljenog zadatka i u njemu
izabrati potreban broj generalisanih kordinata, ciji broj odgovara broju stepeni slobiode
kretanja::

0 tri kada je materijalna tacka slobodna i kada na nju ne dejstvuju veze;

0 dve (kada dejstvuje jedna stacionarna geometrijska veza);

0 jednu (kada dejstvuju dve stacionarne geometrijske veze),
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Kada smo izabrali jednu ili vise (maksimum 3) generalisanih koordinata materijalne tacke kojima se
definise njeno kretanje,ostale koordinate kojima se definise njen polozaj u prostoru izrazavamo pomocu
generalisanih koordinata. Da razjasnimo, poloZaj svake materijalne tacke u prostoru, pa i posmatrane je
uvek odredjen pomocu tri koordinate u odredjenom izabranom koordinatnom sistemu, samo zavisno od
broja stepeni slobode kretanja materijalne tacke, biramo neke koordinate za generalisane a ostale
kaoodrinate iznad broja stepeni slobode kretanja, koje nisu izabrane kao generalisane, se izrazavanju
pomocu generalisanih koordinata.

e Po izboru generalisanih koordinata, potrebno je napraviti analizu sila koje dejstvuju na

materijalnu tacku, i njihove komponente u izabranom koordinatnom sistemu.

(0]

Prvo, analizirati koje aktivne sile dejstvuju na materijalnu tacku i odrediti njihove
komponente u izabranom sistemu koordinata za reSavanje postavljenog zadatka, a
zatim utvrditi da li su takve sile konzervativne i da li imaju funkciju sile i ako je
odgovor da, odrediti njihovu funkciju siec:

Drugo, analizirati da li ima otpornih sila sredine kretanju materijalne tacke i koje su
i u kom pravcu i smeru se javijaju, kao otpor kretanju materijalne tacke. Ako su te
sile proporcionalne brzini kretanja materijalne tacke odrediti funkciju rasipanja ili
snagu njihovog rada na putu kretanja materijalne tacke;

Trece, analitirati pojavu i prisutnost reakcija (otpora) dejstu veza na materijalnu
tacku i materijalnu tacku osloboditi veza supstitucijom (zamenom) uticaja veza
odredjenim silama otpora veza. Ako su veze skleronomne i konacne geometrijske,
onda se dejstvo odstranjenih veza zamenjuje silama koje padaju u pravac gradijanta
(normale) na odgovarajucu povrs veze sa odgovarajucim i nepoznatim mnoziocem
veze za slucaj idealne veze, a ako veza nije idealna, nego hrapava i neidealna onda
se tome pridodaju i komponente otpora veza koje padaju u pravac tangenti na vezu,
odnosno na pravac brzine, ali suprotnosmerno od nje:

Zatim se pristupa anlizi sila inercije odnosno fiktivinh sila i one kao vektorske
invarijante  dinamike materijalne tacke izrazavaju preko komponenti u
odgovarajucem sistemu koordinata;, Naravno pre toga treba odrediti komponente
vektorske kinematicke invarijante osnovnog odredjenja vektora ubrzanja pokretne
materijalne tacke;

e Sada dolazimo do pitanja izbora metode koju cemo koristiti za postavijanje jednacina
kretanja materijalne tacke i reSavanja zadatka u izabranom sistemu koordinata;

0]

Za sastavljanje jednacina kretanja materijalne tacke stoje nam na raspolaganju
Principi mehanike i teoreme dinamike materijalne tacke. Najcesce koristimo princip
dinamicke ravnoteze aktivnih sila, otpornih sila kretanju materijalne tacke kroz
sredinu, sila veza i sila inercije, pomocu koga mozemo da sastavimo jednu vektorsku
jednacinu dinamicke ravnoteze iz koje zavisno od broja stepeni slobode kretanja i
izbora pogodnog sistema generalisanih koordinata mozemo dobiti tri skalarne
Jjednacine, od cega je onoliki broj diferencijalnih jednacina, koliki je broj stepeni
slobode kretanja,a ostale daju ralacije iz kojih odredjujemo nepoznate sile otpora
veza..

Pored principa dinamike na raspolaganju nam stoje teoreme i leme mehanike i
dinamike kao Sto si teorema o promeni impulsa ili koli¢ine kretanja materijalne
tacke, teoreme ili lema o promeni momenta impulsa kretanja materijalne tacke, zatim
teorema o promeni kinericke energije, teorema o odrzanju impulsa kretanje, teorema
o odrzanju energije sistema za konzervativne sisteme ili o degradaciji ukupne
energije sistema ako se radi o nekonzervativnom sistemu koji ima funkciju rasipanja i
tako dalje...

1 zatim po postavljanju diferencijalnih jednacina potrebno je na osnovu znanja o
resavanju diferencijalnih jednacina resiti postavljene diferencijalne jednacine, a pri
time dobijene integracione konstante odrediti iz pocetnih uslova kretanja ili i njima
dodatih usliva kontinualnosti i neprekidnosti kretanja, ako se radi o slozenim
kretanjima, koja su opisana sa vise diferencijalnih jednacina u zavisnosti od toga da
li se u toku kretanja materijalne tacke smenjuje tip kretanja materijalne tacke.
Naprimer ako postoje nezadrzavajuce veze, smenjivanje tipa kretanja od slobodne
meterijalne tacke na slucaj dejstva veza ili pak promene i pojave dejstva novih veza,
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tada treba koristiti uslove kompatibilnosti kinetickog stanja kretanja materijalne
tacke pri prelazu sa slobodne na vezanu i izloZenu dejstvu veza.

* Naravno prethodno nabrojani elementi i pitanja za analizu kretanja i sastavljanje odgovarajucih
jednacina u konkretnim slucajevima se uproséavaju, zavisno od toga Sta treba odrediti i koji se od
kinetickih parametara zadatkom trazi, pa se pristup, selektivnim putem, uproscava.

Na napred pobrojanim primerima kretanja slobodne materijalne tacke ili materijalne tacke
izlozene dejstvu veza pokazacemo kako se ova filozofija reSavanja zadatka realizuje i sama koncepcija,
odnosno algoritam, uproscavaju.

Treba obratiti paznju da se kretanje materijalne tacke, na koju dejstvuju stacuibarne
skleronomne geometrijske veze, moze posmatrati i kao slobodno kretanje materijalne tacke, ako se uticaj
veza zameni dejstvom sila otpora veza, a polozaj materijalne tacke odredjuje u podsistemu . sistemu
koordinata koji odgovara po dimenzionalnosti broju stepeni slobode kretanja materijalne tacke.

Primer: Razne vrste hitaca
Kroz zadatke na vezbanjima obradjene su razlicite vrste kretanja hitaca (vertikalni hitac navise i nanize,
kosi hici).

Primer: Harmonijski oscilator - sopstvene oscilacije, prinudne oscilacije
Primer: Oscilator sa otpornom silom

Cikloidno klatno

Teska materijalna tacka prinudjena da se kre¢e po cikloidi u vertikalnoj ravni u polju Zemljine teze
predstavlja sistem sa jednim stepenom slobode kretanja. labrali smo dva sistema koordinata. Jednan koordinatni
sistem je Oxyz, a ravan u kojoj lezi cikloida je Oxz i drugi prirodni sistem koordinata sa koordinatom s duz

linije cikoide i nomalom na cikloidu u svakoj njenoj tacki.
Kako je cikloida kriva koju opisuje tacka na kruznici koja se kotrlja po pravoj liniji, to su parametarske
jednacine cikloide:

X = R(gp +sin (0)
z= R(l + cos gz))
gde je @ ugao kotrljanja fiktivnog kruga koji opisuje cikloidu, dok je

coS —i—l
14 R

U tako postvaljenom sistemu koordinata veze kojima je izloZena materijalna tacka koja se krece po

2
cikloidi su: £,(y)=y=0 i f,(x,z)= % - arccos[% - lj —, 1= [% - lj =0 S obzirom na komplikovanost

druge veze izrazene u sistemu koordinata Oxyz kori$¢enje ovog koordinatnog sistema nema prednosti, pa ¢emo
se opredeliti za prirodni sistem koordinata i s obzirom da materijalna tacka ima jedan stepen slobode kretanja
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izabra¢emo za generalisanu koordinatu s duz luka cikloide mereno od tacke N, , koja odgovara najnizoj tacki na
cikloidi i s obzirom da se cikloida nalazi u vertikalnoj ravni i da na materijalnu tacku dejstvuje sila tezine, to je
najnizi plozaj materijalne tacke na cikloidi u tacki N, koja odgovara minimumu potencijala, te je taj polozaj,
polozaj stabilne ravnoteze materijalne tacke na cikloidi. Da to i dokazemo, kasnije.

Element luka ds po cikloidi, odnosno duz putanje kretanja materijalne tacke je:

ds = (dx)2 + (a’z)2 =dxy/1+ (z'x )2

te kako je:
dx = R(1+ cos)de
dz=—-Rsinp do

to je

ds = Ra’(o\/(l +cosp) +sin’ @ = Rdp\[2(1+cosp) = Rdp, /4c0s2§ =2R cos%dgo

Integraljenjem prethodnog diferencijala dobijamo parametarsku jednacinu luka putanje S((p) duz cikloide u
sledec¢em obliku:

4
S(qo): J.ZRcos%dgo = 4Rsin§
0

Do ove relacije, - zavisnosti elementa luka s((o) putanje kretanja materijalne tacke duz cikloide mozemo doéi i
kinematickim putem s obzirom da je putanja kretanja materijalne tacke po cikoloidi je ista kao i putanja kretanja
geometrijske taCke na konturi kruznice, koja se kotrlja po pravoj liniji i pri tome tacka dodira kotrljajuc¢eg kruga
polupreénika R i prave po kojoj se kotrlja je tacka P, koja predstavlja trenutni pol rotacije te tacke na periferiji
kotrljajuéeg kruga, te je brzina te tacke brzina rotacije oko trenutnog pola P ugaonom brzinom @, =¢@
kotrljanja i tog kruga.

4

Iz trougla APCN sledi da je to jednakokraki trougao sa jednakim uglovima 5 na osnovici, te je rastojanje tacke

N od trenutnog pola P je NP =2R cos% , te je brzina taCke N jednaka:

v =ﬁ¢ = 2Rcos% o,
a kako je
ds = vdt = 2R cos L odt =2R cos? %dt = 2Rcos? do
2 2 dt 2
Sto posle integraljenja daje s(go) =4R Sin% , a to je relacija dobijena, kao i, u prethodnom prilazu odredjivanja

duzine luka.
Na materijalnu tacku dejstvuju i sila tezine G = mgk , sila otpora veze F,, =—F, N upravna na tangentu

na putanju u tacki N , kao i sila inercije
2
= . . - Vo o=
1, =-ma, —ma, =-mvN —m—T
k
gde je R, poluprec¢nik krivine putanje, odnosno, cikloide u tacki u kojoj je pokretna materijalna tacka u

posmatranom trenutku.

Sada koristimo princip dinamicke ravnoteze i piSemo odgovarajucu vektrsku jednacinu u prirodnom
sistemu koordinata linije putanje:

I.+G+F,=0
Skalarnim mnozenjem sa 7 i N , ortovima normale i tangente na putanju materijalne tacke, te dobijamo dve
skalarne jednacine za koordinatne pravce prirodnog sistema koordinata putanje:
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(= mv)+ mgsin% =0

2
(—mv—]+(—FN)+ mgcos%:O
k

Iz prve od ovih jednacina dobijamo slede¢u diferencijalnu jednacinu po generalisanoj koorsinati — luku s(t) duz
cikloide:

§+-55=0
4R

Sto predstavlja diferencijalnu jednaCinu kretanja teSke materijalne tacke po cikloidi u vertikalnoj ravni i u polju
Zemljine teze.

Poliuprecnik krivine putanje R, po cikloidi je:
3

2R cos%dgo
3 [
3 ds
[ 1+(2, )2} [} 2Rcos’ Zdp | 2Rcos*? 2
R, = _Lldx] _ 2 = 2 _2Rcos? =2R 1—(ij
z" z" 1 cos’ 2 2 4R
2R cos4§ 2

jer je:

dx = R(l + COS(p)d(p =2Rcos’ %d(p

dz=—-Rsinp dp = —2Rsin%cos%d(p

ds = dx\1+ (2, )

ds=2Rcos£d¢o M=sin2
2 4R 2
& —2RsinZcos L dy —sin®? —cos>? |
2= 22 _ % d(z)=-——2 2dp- do
dx 2Rcos* L dg 2 cos?? cos??
2 2 2
1
do
cos??
odl@)_ o
dx

2Rcos’*“dgp 2Rcos’ 4
2 2
Iz druge jednacine dinamicke ravnoteze u pravcu normale N na cikloidnu putanju dobijamo:

2
[—m%}r(— FN)+ mgcos% =0

k

-2
S

()

odakle dobijamo normalni otpor F, v =—F NN veze usled kretanja teSke materijalne tacke po cikloidi u funkciji

2
-F, +mg 1—(ij =0

-m
4R

luka cikloide s (izabrane generalisane koordinate):
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S;Z
m
s 2
2R, [1—-| —
4R
Kako je jednacina kretanja materijalne tacke po cikloidi
§+-25=0
4R
odnosno
§+w's=0
gde je @’ :giR sopstvena kruzna frekvencija oscilatornog kretanja teske materijalne tacke po cikloidi, to je

njeno resenje oblika:

s(t)= Acos wt + Bsin wt
u kome su Ai B integracione konstante, koje se odredjuju iz pocetnih uslova. Pretpostavimo da se u pocetnom
trenutku materijalna tacka nalazila u polozaju odredjenom duZinom luka s, = S(O) i da je dobila pocetnu brzinu

Vo = V(O), onda je zakon kretanja materijalne tacke za zadate pocetne uslove:
Vo .
s(t) =5,Co8 Wt +—sinwt
w

Kretanje odredjeno ovim zakonom je oscilatorno kretanje frekvencije @ = const i perioda oscilovanja:

T:2—7r:47r\/gzconst
@ 8

Kako su kruzna frekvencija, a sa tim i period oscilovanja materijalne tacke pri kretanju po cikloidi konstantni, to
sledi da je oscilovanje izohrono. Cikloidno klatno ima i osobinu fautohronosti, a to je da materijalna tacka
pustena bez pocetne brzine iz razlicitih polozaja sa cikloide pri kretanju po cikloidi za isto vreme stiZze u najnizi
polozaj - polozaj ravnoteze. To pokazujemo na slede¢i naCin: Neka je materijalna tacka puStena bez pocetne
brzine da se krece po cikloidi pod dejstvom zemljine teze onda su njihovi zakoni kretanja:

sl(t) =5, Cosaxt i
S, (t) =8y, COs wt
postavljamo pitanje za koje ¢e vrema materijalna tacka sti¢i u polozaj s, (tl) =01is, (tz) =0 te dobijamo da je
. T
=20 4
¢ime smo dokazali osobinu tautohronosti. Kako dobijeno reSenje za zadate poCetne uslove mozemo napisati i u
obliku

t, =t

S(t)= So cosa)t+v—°sina)t = SCOS(C{)Z+¢O)
@

2
gde je S = so2 +(ﬁj amplituda oscilovanja, a ¢, = arctgA faza oscilovanja, to nam taj oblik resenja
(4 s,

omogucava da zajlju¢imo da se radi o kretanju oscilatornog karaktera konstantne amplitude i faze, koje zavise od
pocetnih uslova, ali da je konstantne frekvencije @ koja ne zavisi od pocetnih uslova i da je svojstvena vrednost
ovog kretanja i zavisi samo od parametara cikloide - prolupreénika R kruga koji je opisuje, ali ne i od pocetnih
uslova.

Da sada rezimiramo: Cikloidno klatno ima tri vazne osobine, dve koje smo dokazali i tre¢u koju treba
dokazati.

1* Osobina izohronosti, je posledica nezavisnosti perioda oscilovanja, a sa tim i frekvencije oscilovanja
od pocetnih uslova, ve¢ samo od parametara cikloide - putanje kretanja materijalne tacke, a to znaci od
poluprec¢nika kruga kojim se opisuje i drfinise cikloida.
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2* Osobina tautohronosti je posledica izohronosti oscilovanja, jer period oscilovanja ne zavisi od
pocetnih uslova i sa tim za razli¢ite poCetne uslove materijalna tacka za isto vreme izvodi jednu oscilaciju, pa na

taj nacin i puStena bez pocetne brzine sa razliitih polozaja na putanji, za isto vreme stize u teme cikloide NV, .

3* TreCa osobina je brahistohronost. Ova osobina kaze da je vreme pada teSke materijalne tacke po
cikloidi u vertikalnoj ravni najmanje u poredjenju sa vremenom kretanja materijalne tacke po drugim krivim
linijama ili pravoj liniji. Da bi se dokazala ova osobina potrebno je koriistiti varijacioni rac¢un i teoremu o promeni
kineti¢ke energije.

Pretpostavimo da se materijalna tacka, bez pocetne brzine, spusta u vertikalnoj ravni po nekoj krivoj liniji
od tacke NV, do tacke N, , koje su na visinskoj razlici 4 onda je na osnovu teoreme o promeni kineticke energije:

E, —-E, ,=mgh

dsY ds dx P
2 _2oh =22 2 - PDoh =221+ (2
v (dtj g V2= 1)

)2 t "2
a= [EEY g (=] [ g
2gz o\ 2gz

‘ 2
1+(z'
Sada pomocu integrala t=J. ﬁ
o | 2gz
materijalna tacka, a da to vreme bude minimalno.
Znaci, linija koja ima osobinu da je vreme prelaska od jednog do drugog poloZaja pod dejstvom sile teZe
naziva se brahistohrona.

Problem brahistohrone svodi se na odredjivanje funkcije z = f (x) pod uslovom da vreme prelaska od

dx treba odrediti krivu liniju po kojoj treba da se krece teSka

jednog do drugog polozaja pod dejstvom sile teze bude minimalno, tj, da prethodni odredjeni integral ima
ekstremnu vrednost.
1+(z')

5 podintegralnu funkciju, te prethodni integral ima oblik:
gz

Oznac¢imo sa ;((Z, Z') =

t
t= '[ 7(z,2")dx
0

Da bi prethodni integral imao ekstremnu vrednost potrebno je da prva varijacija tog integrala bude
jednaka nuli:

ot = 5-.‘)((2,2')dx =0
0

te odatle sledi uslov, poznat u literaturi kao Ojlerova (Leonid Euler) diferencijalna jednacina :

d (6}((2,2')] _olzz)

E oz' Oz

(Mj _obei+ (2]

oz'
To na osnovu Ojlerove jadnacine dobijamo:
d| ol 1 1+(2)
ek @ o

¢ijim se reSavanjem dobija jednacina cikloide.

Kako je
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Kretanje teSke materijalne tacke po paraboli u vertikalnoj ravni

Prou¢imo kretanje materijalne tacke mase m koja se kre¢e pod dejstvom sile tezine po glatkoj
paraboli,ikalnoj ravni, jedna¢ine y =4px*, gde je p [m_l] parametar dimenzione saglasnosti, a puStena
je iz pocetnog polozaja No(xo, yo) odnosno No(so) da pada po paraboli bez pocetne brzine. Napisati

jednacine dinamicke ravnoteze posmatrane pokretne materijalne tacke pri njenom kretanju duz te
parabole, ako se zna da se parabola nalazi u vertikalnoj ravni. Odtediti Lagrangev mnoZplac veze, kao 1
koliki je otpor veze koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku - linije parabole u proizvoljnom
poloZaju materijalne tacke na paraboli, a koliki u poloZaju na temenu te parabole?

Resenje:
Slobodna materijalna tacka u prostoru ima tri stepeni slobode kretanja, i njen poloZaj je
odredjen pomocu tri Descartes+ove koordinate (x, y,z), medjutim kada se materijalna tacka krece po

zadatoj liniji, ovde paraboli, ona nije slobodna i ima samo jedan stepen slobode kretanja, jer na nju
desjtvuju dve veze. Jedna veza je da je kriva linija — parabola u ravni xOy ili z=0, a druga veza je

f (x, y)=y—4x2 =0. Prema tome radi se o kretanju materijalne tacke na koju dejstvuju dve

geometrijske i stacionane (skleronomne) idealne veze. Zadatkom je vel odredjen Descartes-ov
koordinatni sistem u kome je ravan xQy vertikalna.

Zadatkom se trazi da se napiSu jednacine dinamicke ravnoteze posmatrane pokretne materijalne
taCke pri njenom kretanju duz te parabole kada je izloZzena dejstvu dve geometrijske stacionarne veze i
dejstvu sile sopstvene tezine primenom principa dinamic¢ke ravnoteze. Kako ova materijalna tacka ima,
kako smo prethodnom analizom zakljucili, jedan stepen slobode kretanja za generalisanu koordinatu
izabra¢emo put po luku parabole po kojoj se krece 1 oznac¢iCemo ga sa: s . Brzina materijalne tacke pada
u pravac tangente na putanju, ovde na zadatu parabolu i iznosi

ds .
v=—m=3
dt
Pravac tangente na putanju materijalne tacke — zadatu parabolom je definisan uglom «, 1 jasno
dy

je da je tga =d—: y'=8px za sluCaj zadate parabole. Za primenu principa dinami¢ke ravnoteze
X

potrebno je napraviti analizu sila koje dejstvuju na posmatranu materijalnu tacku. Na materijalnu tacku

dejstvuju sledece sile: aktivna sila sopstvene tezine G= —mgj , a dejstvom veza javlja se sila otpora veza
koja je upravna na liniju putanje i moze se izraziti u obliku F“WN =F v = Agradf (x, y), jer se radi o
idealnim vezama z=0 i f (x, y) =y-4px’ =0, pa nema tangencijalne komponente. Analizom
zakljuéujemo da se radi o kretanju u ravni xOy. Javlja se i sila inercije koja je suprotno smerna od
vektora ubrzanja materijalne tacke pomozenog masom, §to je definisano jednom od definicija vektorskih

invarijanti dinamike materijalne tacke. Za silu inercije mozemo da napiSemo: [, = —-ma =—-ma, —mad, .

U ovom slucaju radi jednostavnosti reSavanja zadatka dobro je koristiti prirodni koordinatni sistem linije
putanje kretanja materijalne tacke, ali se jednacine kretanja mogu napisati i u Descartes’z-ovom sistemu
koordinata.
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Y y=4px’

= hO NG )

Princip dinamicke ravnoteze smo formulisali slede¢im iskazom:
Materijalno kruto telo je u dinamic¢koj ravnoteZi ako su zbirovi svih sila koje dejstvuju u
pojedinim dinamickim (materijalnim) tackama tog tela jednaki nuli.

Za materijalnu (dinamicku) tacku na koju dejstvuje jedna geometrijska, skleronomna idealna

veza oblika f (x, Vv, z) =0, princip dinamicke ravnoteze se moze iskazati sledecom jednacinom:
i=k
1.+ ) F +Agrad f(x,y,z)=0
i=l

Ili
= i=k
(—mdv—(t)j+ F;+/1gmdf(x,y,z)=0

i=1

Ili
(—m%gt)j 13+/1gmdf(x,y,z)=0

gde A nepoznati Lagrange-ov mnozilac veze f (x, V, z) =0, abrzina v (t) materijalne tacke zadaovoljava
uslov da je tangencijalna na povrs veze

(7(¢). grad f(x,,2))=0
jer reakcija (otpor) idealne veze ﬁw =Agrad f (x, v, z) je upravna na tangencijalnu povrs idealne veze I
to je sila medjudejstva izmedju materijalne tacke 1 povrsi po kojoj se kre¢e 1 u kojoj lezi brzina \7(t)
materijalne tacke.

Za materijalnu (dinamicku) tacku na koju dejstvuju dve geometrijske, skleronomne idealne
veze oblika f;(x,y,z)=01 f,(x,,z)=0, princip dinamitke ravnoteZe se moze iskazati sledecom
jednaCinom:

i=k
I+ Zﬁl + 4 grad f(x,y,z)+ A, gradf,(x,y,z)=0
i=1
gde su 4, 1 4,nepoznati Lagrange-ovi mnozioci veza fl(x, y,z) =01 f, (x, v, z) =0, a brzina ﬁ(t)
materijalne tatke zadaovoljava uslov da je tangencijalna na obe povrsi veza, odnosno liniju

(7). grad £,(x,y,2))=0 i (9(¢c), grad f(x,y,2))=0

jer reakcija (otpor) idealne veze FW = /A, grad fl(x, y,z)+ A, gradf, (x, y,z) je upravna na tangentu na

presecnu krivu obe povrsi idealne veze 1 to je sila medjudejstva izmedju materijalne tacke i linije po
kojoj se krece .

Na osnovu principa dinamicke ravnoteze u razmatranom slucaju mozemo da piSemo:
I, +mg+Agrad f(x,y,z)=0 i uslov brzine (¥(¢),grad f(x,y,z))=0
ili
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gde je FN. = Agradf (x, y), otpor idealne veze u pravcu normale na liniju veze, odnosno u pravcu

gradijenta na putanju materijalne tacke (parabolu).
Za odredjivanje komponenata sile inercije u prirodnom sistemu koordinata parabole — putanje
kretanja materijalne tacke piSemo:

1, =—-ma=-ma, —ma,
Gde su prirodne komponete vektora ubrzanja:

- A e . . .. odv d’s .
a, =vI =§T tangencijalna komponenta vektora ubrzanja, gde je v = 7 = e =35
4 t
2
ay = VE N normalna komponeta vektora ubrzanja,

J+22) i+ oapie) _

"

y 8p
Element luka s duz parabole — putanje materijalne tacke je:

ds =\ (dx) +(dy) = dx\1+ y"

Na osnovu principa dinamicke ravnoteze u razmatranom slucaju smo napisali:
(—ma)+mg+ Agrad f(x,y,z)=0 i uslov brzine (¥(¢), grad f(x,y,z))=0

a R je polupre¢nik krivine R, =

ili

(— m&N)+ (— chT)+ mg +ﬁN_ =0,

Iz prikazanih vektorskih jednac¢ina moZemo napisati odgovaraju¢i broj skaranih jednacina. Iz
prvohZg zapisa moZemo da napiSemo dve diferencijalne jednacine :

(—mjé)+/1g=0
ox

(- i)+ (-me)+ 2L <0
y

1 uslov za brzinu

x% + y% =0
ox oy
ili kakoje f (x, y) = y—4px® =0, prethodni sistem diferencijalnih jednacina i uslov za brzinu postaju:
(= mx)—8Apx =0
(= my)+(-mg)+A4=0
—8pxx+y=0

U Descartes-ovom sistemu koordinata smo dobili dve diferencijalne jednacine i jedan uslov za
brzinu, iz kojih treba odrediti Lagrange-ov mnozilac veze 1 dve koordinate §to nije tako prost zadatak.
Zato ¢emo se ovde i1 zaustaviti jer je zadatkom trazemo da se napiSu diferencijalne jednacine.

Lagrange-ov mnozilac veze je:

A= m(j}+g)= m(8p)'c2 +8px)'c'+g)

i sila otpora veze je:

ﬁw = ﬁN = A grad f(x,y,z): m(8p)'c2 + 8 pxik + gX— Spxi + ])

Pri tome je potrebno prethodno resiti nelinearnu diferencijalnu jednacinu:

5é+8px(8px2+8pxjé+g)=0 y=4px’

po koordinati x koju smo u Descartes-ovom sistemu koordinata izabrali za generalisanu koordinatu.
Kako je:
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.. ) .. 8px!8p5c2 + g)
il + 64 p*x? )= -8 px|8 px? + xX=-

Sledi da je
. (8pt* +g) 8 pi”(1+64p7x) (8pi*+g)  gli+64px)
_ 2 2.2 _ _ 2.2 _
Z—m(pr M i ear) )T reap) O (lreape) (1 6ap7x)
_[8p¥ +8pi64p’s’ (8pi64p’x’ +g64p’x’) gll+64p’x’))_  8pi’+g
- (1+64p%x?) (1+64p7x%) (1+64p7x?) ) 7 (1+64p°x7)

I kona¢no se za Lagrange-ov mnozilac veze dobija izraz preko kvadeata horizontalne
komponente brzive i1 kvadrata apscise poloZaja materijalne tatke na paraboli.:

dem 8pi’+g
il +64p°x’ ’

Normalna komponenta otpora veze koja dejstvuje na materijalnu tacku pri njenom kretanju po

idealno glatkoj paraboli u vektorskom obliku je:
.2

FW = FN = A grad f(x,y,z)z m(%(— 8px17+])
Sto predstavlja izraz u funkciji zavisnosti od kvadrata horizontalne komponente brzine xi kvadrata
apscise x polozaja materijalne tacke na paraboli.

Intenzitet normalne komponente otpora veze koja dejstvuje na materijalnu tacku pri njenom
kretanju po paraboli

_F, | |=F, =m B r8)

J1+64p°x

1 zavisi samo od kvadrata horizontalne komponente brzine X i kvadrata apscise x polozaja materijalne
tacke na paraboli.

F

w

Drugi pristup je da vektorsku jednacinu dinamicke ravnoteze materijalne tacke koja se krec¢e po
paraboli pod dejstvom sopstvene teZine anliziramo u prirodnom sistemu koordinata njene putanjue. Zato
¢emo razmotriti u drugom obliku istu vektorsku jednacinu dinamic¢ke ravenoteze te materijalne tacke na
paraboli:

(—mdN)+(—mc7T)+ m§+ﬁNA =0

2
. m s . VS ..
Odnosno kakoje a,=vI=8T 1 a, :EN tojei

2

(— m§f)+ [—m%ﬁ}+mg(—sinai—cosa]\7)+ FyN=0

Projektovanjem prethodne vektorske jednadine na ose tangente 7'i notmale N parabole, ose
oskulatorne ravni parabole dobijamo dve skalarne jednacine:
—-m§—mgsina =0, upravcu tangente na putanbju — na parabolu
v .
—-m—-—mgcosa+ F, =0, upravcu normale na putanju - na parabolu
k

gde je polupre¢nik krivine: R, = \/(1 * '),'2)3 = \/(1 - 64p2x2)3 , ds = (a’x)2 + (a’y)2 =dxrJ1+y"7 .

’

y 8p
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Dakle sledi sistem jednacina kretanja i dinamicke ravnoteze, od kojih je prva diferencijalna
drugog reda po generalisanoj koordinati s. a druga omogucava da se odredi otpor veze koja dejstvuje
na materijalnu tacku:
§=-gsina
2
v
Fy=m—+mgcosa
Rk

8px

1 .
gdesu:cosqg =——— i sina = ————
J1+64p7x J1+64p™x?

S obzirom da je sistem konzervativan, iz integrala energije
F,-E,=A=E,-E,
sledi:
2 2

=-mg(y—y,)+ 2v°

my

pa je
v =v; +2g(y, - »)-
Iz druge jednacine dinamicke ravnoteze za pravac normale sledi:
2
Fy =" 2 8 ( e

Vo= )+ ———— .
R, R’ )w/1+64p2x2

Kako je y =4px” to je kvadrat brzune:

v =i+ 37 = 1+ 64p7x7)
Pa imajudi u vidu izraz za poluprecnik krivine izraz za otpor veze mozemo da napisemo u slede¢em
obliku:

2 -2 2.2 .2
FN:mv—+mgcosa:m8px (1+64p X )+mg 1 _ m(8px +g)

R, J+64p22 ) Ji+e6aps?)  |1+64p°5%)

To je identiCan izraz koji smo za silu otpora idealne veze dobili i preko reSavanja zadatka u
Descartes’ovom sistemu koordinata.

Relativno kretanje materijalne tacke po paraboli koja rotira oko vertikalne ose

Prouc¢imo relativno kretanje materijalne tacke mase m koja se kre¢e pod dejstvom sile tezine po
glatkoj, rotioraju¢oj oko svoje vertikalne ose ugaonom brzinom @, paraboli, jednacine y = 4px”, gde je

p [m’l] parametar dimenzione saglasnosti, a pustena je iz poc¢etnog polozaja No(xo, yo) odnosno N, (so)

da pada po paraboli bez pocetne brzine. Napisati jednacine dinamicke ravnoteze relativnog kretanja
posmatrane pokretne materijalne tacke pri njenom kretanju duz te parabole, ako se zna da se parabola
nalazi u rotirajucoj, ugaonom brzinom @ , vertikalnoj ravni. Odtediti Lagrangev mnozplac veze, kao i
koliki je otpor veze koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku - linije parabole u proizvoljnom
polozaju materijalne tacke na paraboli, a koliki u polozaju na temenu te parabole?
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@ =4 px°
B y=ap.

Resenje: Ovde je relativno kretanje materijalne tacke po paraboli, koja je ovde suport koji izvodi
prenosno kretanje konstantnom ugaonom brzinom @ . Prenosno ubrzanje je jednako normalnom
obrzanju pri kruznom kretanju

= _ 2 - = - .

d,y =—XO°, r,=N,cosa+1 sina

Te je sila inercija prenosnog kretanja
LT S
F,y=-ma, =mxor,

Koriolisovo ubrzanje je:

’70 Eo k ds 1+( , )2
a.=205]=2 0 0 o |=2sesna=2Gi0" = 26,502
ssina 0 scosa %

singr = PX

J1+64p°x°

Koriolisova sila inercije je:
_ 1+(».)
F. =-mi, =-2m|®,V,|= -2mé,swsina = —ZmSw#EO = —mjwﬂa)
Vi \1+64p°x’

Vektorsku jednacinu dinamicke ravnoteze materijalne tacke koja se relativno kre¢e po paraboli
pod dejstvom sopstvene tezine, pri ¢emu se parabola obrée konstantnom ugaonom brzinom sastavljamo
u prirodnom sistemu koordinata njene relativne putanjue. Zato za vektorsku jednacCinu dinamicke
ravcnoteZe te materijalne tacke piSemo sledece:

(_ marN)—'_(_ mc—er)—'_(_ mc_ipN)—'_(_ maC)+m§+FN. = O
2
Odnosno kakoje d,=vT =T i dy :;’ N, , tojei
kr

(— msf",) [—m Y ]Vr]erxa)zFO +(-2mé,swsina )+ mg(— sinal, +cosa]\7,)+ F, =0

(— ms]:r) [— m— N,,j —mxw’ (]V, cosa + T sin a)+ (- 2mé swsin )+ mg(— sinal + cos aﬁr)+ F, =0
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Projektovanjem prethodne vektorske jednadine na ose tangente 7'i notmale N parabole, ose
oskulatorne ravni parabole dobijamo dve skalarne jednacine:
—m§ —mgsina —mxw’sina =0, u pravcu tangente na putanbju — na parabolu ?2?2?
Vv ) .
—m—+mxw” cosa —mgcosa + F,,, =0, upravcu normale na putanju - na parabolu
kr
—2msosina + F,. =0

gde je poluprecnik krivine: R, =

ds, =+/(dx) +(dy) =dxy1+y" .
Sada je jednacina relativnog kretanja:
§+gsina+xw’sina=0

\/(1+3/'2)3 _ Jli+64p22) ,

8p

te je diferencijalna jednacina relativnog kretanja nelinearna i u obliku:

—{xq/1+64p2x2} (g+xa) )\/186131%

Iz druge jednacine dinamicke ravnotede u pravcu normale na parabolu odredjujemo komponentu otpora
veze u pravcu normale na parabolu i u ravni parabole. Kako je y =4px” to je kvadrat brzune relativnog
kretanja po paraboli:
2 -2 -2 -2 2.2
VvV, =X"+y =X (1+64p x )
Pa imajudi u vidu izraz za polupre¢nik krivine izraz za otpor veze u pravcu normale na parabolu i u

ravni parabole moZemo da napiSemo u slede¢em obliku:
2

v 2
F\y, =m——mx@” cosa +mgcosa ????
kr
Odnosno,

8p5c2+(g—xa)2)
Fyy = 2222
T v 64y

Iz tre¢e jednaCine odredjujemo izraz za otpor veze u pravcu normale na parabolu i upravno na ravni
parabole u slede¢em obliku:

F, =2mswsina = 2mxw4\/1+ 64 p>x’ 8 =16 pmanx 2???
J1+ 64p2x2

Student koji prvi donese korekciju ili potvrdi tacnost reSenja prethodnog zadatka moZe dobiiti 5 poena
na ime poena kolokvijuma, kao rezervne poene.
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Kretanje materijalne tacke po sferi pod dejstvom Zemljine teZe
Matematicko klatno, sekundno klatno, konusno klatno

Posmatrajmo sada kretanje teske materijalne tacke po sfernoj nepokretnoj povrsi, kako je to
prikazanao na slici. Na materijalnu tacku dejstvuje jedna veza. Usvojicemo dva sistema koordinata sa
koordinatnom pocetku O. Znaci usvajamo jedan Dekartov (Descartes) Oxyz u kome je poloZaj

N (x, y,z) pokretne materijalne tatke odredjen koordinatama x(t), y(t),z(t) 1 drugi ortogonalni
krivolinijki sfernih koordinata Op@y , u kome je polozaj N (p, go,w) pokretne materijalne tacke
odredjen koordinatama p(t), go(t),l//(t). Jednacina veze koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku u
Dekartovom sistemu koordinata Oxyz je

f(x,y,z)zx2 +y’+22-R* =0,
dok je u sfernom sistemu koordinata Op@y jednacina te iste veze

flp.p.y)=p-R=0
1 vidimo da zavisi samo od jedne koordinate. Kako na pokretnu materijalnu tacku dejstvuje samo jedna
veza to znaci da ona ima dva stepena slobode kretanja, pa se njen polozaj u svakom trenutku moze
odrediti dvema nezavisnim koordinatama i tre¢com koja ¢e biti izraZzena pomocu izabranih generalisanih
koordinata.

Ako resimo da zadatak reSavamo u Descartes-vom sistemu koordinata onda mozemo za
generalisane koordinate da izaberemo koordinate x i y, a da treu koordinatu kojom se potpuno

odredjuje polozaj pokretne materijalne tacke izrazimo pomozu izabranih generalisanih koordinata
korisdenjem jednadine veze u obliku: z=+,/R* - x> —* . Na materijalnu tacku dejstvuje sila teZine

G= —mglg , 1 sila otpora dejstvu idealne veze
F'WN = /Imgradf(x,y,z) = 2/1171()cz7 +y+ le)z 2Amp
gde je Am nepoznat Lagrangeov mnozilac veze, i sila inercije
T, =—mé = -ml¥7 + 55 + k)
Na osnovu principa dinamicke ravnoteze mozemo da sastavimo vektorsku jednacinu dinamicke
ravnoteZe pokretne materijalne tacke:
I Tt G+ Ij“wN =0
ili
— m(xf + 37+ zl€)+ 2/1m(xf + oy + zlg)— mglg =0
1 iz te jednacine skalarnim mnozenjem redom ortovima koordinatnih osa, i, ],lg mozemo da dobijemo
tri skalarne jednacine dinamicke ravnoteze pokretne materijalne tacke u obliku:
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X=2Ax
V=24
Z=2z—-g

kojima pridruzujemo jednacinu veze

ey z)=x’+y*+ 22 —R=0 ili z=+/R>—x’ — )"

u kojima su nepoznate tri koordinate tacke i Lagrangeov mnozilac veze Am. Uslov za brzinu v
materijalne tacke je:

(7. gradf (x,y,2))=0
ili za ubrzanje:

(@, gradf (x,,z))+ (V%gradf (x,y,z)J =0
Sto u razvijemom obliku daje:
ﬁ'wN = /Imgradf(x,y,z) = 2/1171()cz7 +y+ le)z 2Amp

WX+ y+iz+it 497+ =0
Te za reSavanje postavljenog zadatka imamo sledeci sistem nelinearnih diferencijalnih jednacina

X=2Ax
y=224
Z=2Az—g

WX+ y+iz+it 497+ =0
iz koga se prvo moze odrediti nepoznati Lagrangeov mnozilac veze Am .
2 Ay -z |2 =0
24
ili
2AR? —zg+ X" + 3" +2° =0
ili
%) ) .2
/,t:zg—(x +y°+z )

odnosno

Otpor veze je sada:
~ Zg—()'c2+j/2+zz
E = Amgradf(x,y,z)=m e

dok su diferencijalne jednacine kretanja:

o Zg—()'c2+y2+z'2)x

X e
= zg—(le;yz +z'2)y
5 Zg—(le—;zyz +Z'2)Z_g

I vidimo da su sve tri spregnute i nelinearne 1 da je problem resiti ih. Zato se sada opredeljujemo za
sferni sistem koordinata da u njemu napiSemo vektorsku jednaCinu dinamicke ravnoteze i ispitamo
mogucnost lakSeg 1 elegantnijeg reSavanja ovog postavljenog zadatka kretanja teSke materijalne tacke po
sferi.

Kako smo se sada opredelili na pokuSaj da postavljeni zadatak reSavamo u ortogonalnom
krivolinijskom sfernom sistemu koordinata, to mozemo za generalisane koordinate da izaberemo
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koordinate ¢ 1 y, a da trecu koordinatu kojom se potpuno odredjuje polozaj pokretne materijalne tacke
izrazimo pomozu izabranih generalisanih koordinata koriS¢enjem jednaéine veze u obliku:
f (p,(p,l//) = p— R =0, odakle sledi da je p = R.Na materijalnu tacku dejstvuje sila tezine

G= —mg/g = —mg(ﬁo cosy + p, sin w),
1 sila otpora dejstvu idealne veze
FWN == wNﬁO
1 sila inercije
l.=-ma= —m(ap,é0 +a.c,+ EZWVO)
Na osnovu principa dinamic¢ke ravnoteze mozemo da sastavimo vektorsku jednadinu dinamicke
ravnoteze pokretne materijalne tacke po sferi je:
I[,+G+F, =0
ili
- m(apﬁo +a,.c,+ &WVO)— mg(V, cosy + p,siny )~ F,, 5, =0
Mnozenjem prethodne vektorske jednacine skalarno redom sa ortovima (,50,50,\70) sfernog sistema
koordinata dobijamo:

a, =—gsin1//—leN
m

a,=0

a, =—gcosy

Ako sada uzmemo u obzir da su koordinate vektora ubrzanja u sfernom sistemu koordinata:

i(pz(/)cosz I//)EO + {ld(pzl/'/% P’ cosy sin 1//}170 5

— . .2 2 .2 —
a=\p- cos iy — +
(5 po v — oy )B, cosy di o

a kako je veza koja dejstvuje na materijalnu tacku sfera, to je p = R = const, te se izrazi za ubrzanje u
sfernom sistemu koordinata upros¢avaju:
a= —R((b2 cos’y + t/)z)ﬁo + L%(gbcosz t//)EO + R[{/) +¢” cosy sin (//]\70 5
cosy

i sada jednacine dinamicke ravnoteze pokretne materijalne tacke mozemo da napiSemo u slede¢em
obliku:

— R(? cos” y +y7*)=—gsiny ——F,,
m

cosy %({bcosz 1//)= 0

R[l/7 +¢” cosy sin y/]= —gcosy
Iz druge diferencijalne jednacine integraljenjem dobijamo da je
@R’ cos’ y =cosnt =2S. = R*C

Gy cos” y, = C
odakle zaklju¢ujemo da je sektorska brzina materijalne tacke za osu z konstantna.
Kako je sada
__C _¢cos’y,
~ cos? v "~ cos? v

gde su @, 1 y,, vrednosti cirkularne ugaone brzine i1 meridionalni ugao u pocetnom trenutku, to

unoSenjem tog izraza u prvu u trec¢u diferencijalnu jednainu prethodnog sistema skalarnih jednacina
dinamicke ravnoteze materijalne tacke na sferi dobijamo silu otpora veze F,, i diferencijalnu jednacinu

Wi

kretanja po meridionalnoj koordinati i , koju smo izabrali za jednu od generalisanih koordinata:
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2
FwN:—mgsiny/erR[ C2 +1/'/2J
cos’

2

g

W+ sinl//+Ecosy/=0

cos’
Iz dobijenih jednacdina vidimo daje poslednja nelinearna diferencijalna jednacina samo po nepoznatoj
meriodionalnoj koordinati - uglu 1//(t) 1 da je nezavisna od ostalih i da se moze nezavisno integraliti, a
da se unoSenjem njenog reSenja u prvu dobija izraz za odredjivanje normalnog pritiska idealne veze ’
sfere, koja dejstvuje kao zadrzavajuca veza na pokretnu materijalnu tacku, a da se unosenjem u integral
koji smo dobili po cirkularnoj koordinati ¢ moze odrediti ugaona brzina gb(t) ¢ime je zadatak
principijelno resen i doveden do *’elegantnijih’’ - jednostavnijih 1 nespregnutih jednacina i izraza nego u
slicaju reSavanja postavljenog zadatka u Dekartovom sistemu koordinata. Medjutim ostaje opsti problem
reSavanja nelinearne diferencijalne jednacine po meriodionalnoj koordinati uglu w(t):

2

g

W+ sinl//+Ecosy/=0

cos’ y

Ona se moze jedamput integraliti u opStem obliku, jer razdvaja promenljive integracije, ali
problem dovodjenja do kona¢nog reSenja ostaje, iako smo izborom sfernog sistema koordinata zadatak
doveli do tog viSeg nivoa blizeg reSenju, u odnosu na problem reSavanja tri spregunte nelinearne
diferencijalne jednacine u Dekartovom sistemu koordinata. Dobijena nelinearna diferencijalna jednacina
po meriodionalnoj koordinati uglu l/l(t) omogucava da lako prouc¢imo neke specijalne njene slucajeve,
¢emu takodje posvetiti paznju, a koji nisu lako vidljivi kada se ovaj zadatak reSava u sistemu Descartes-
ovih koordinata.

Pomnozimo prethodnu diferencijalnu jednainu diferencijalom dy =wdt meridionalne

koordinate i jednacinu prepisimo u slede¢em obliku

dy . c’ . g
——ydt + ——sinpdy +=cosydy =0
a cos’ vey g eosvay
ili
2
2pdy =2— d(cosr//)—chosy/dl//
cos” i R
koja posle integraljenja postaje
. : 1 1 . .
1/12—1//3=C2[ - j+2g(sml//0—s1nl//)
cos"y, cos'y R
odnosno
y)zzy)§+c2[ 1 - 12 J+2g(sim//0—sint//)
cos i, cos'y R
ili

1 1

vuz, =R’ =R + ((/'70 cos’ i, )2( ]+ 2gR(sin W, —sin l//)

COS2 v, COS2 174
Sto predstavlja kvadrat komponente brzine u meridionalnom pravcu. To je 1 drugi integral koji smo
dobili 1 on odgovara integralu energije, jer je sistem konzervativan. Tako smo dobili dva integrala.
integral povrsine. koji odgovara konstantnoj sektorskoj brzini za osu kroz centar sfere i za pravac
paralelan napadnoj liniji sile teZine.

Koriste¢i sada ovaj integral mozemo, da silu otpora pokretne materijalne tacke dejstvu veze, kao

prinudi matarijalne tacke za kretanje po nepokretnoj sferi, napiSemo u obliku:
2
F , =-mgsiny + mR( Cz +y’
cos” i

1 vidimo da je izraZzena samo u funkciji meridionalne koordinate y 1 pocetnih uslova kretanja - ¢, 1 v,
vrednosti cirkularne ugaone brzine i meridionalnog ugla u pocetnom trenutku:
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F,y =-mgsiny +mR M‘H//o + ¢ cos’ %— 12 +2 8 (iny, —siny) |-
cos” cos“y, cos 'y R

I konacno izraz za silu F,, otpora pokretne materijalne tacke dejstvu sferne veze dobijamo u funkciji
meridionalne koordinate y 1 pocetnog poloZaja po meridionalnoj koordinati y, 1 pocetnih ugaonih

brzina meridonalne ¥, i cirkularne ¢, kretanja materijalne tacke u obliku:

F,= mR[lge (=3siny +2siny, )+ (l//(f +@; cos’ y, )}

Kao je brzina materijalne tacke u sistemu sfernih koordinata
Brzina materijalne tacke N(p,(p,w) u sistemu sfernih koordinata (r,gp,l//) je

ﬁ—dr dp# @—'*+ PCOSYC, + PYV,
di dl‘ pd PPy T PPCOSYC, + pYV,,
a za slucaj kretanja po sferi taj izraz se uproséava na:
. dr dp . dr,
V=— + p— = Rl@cosyc, +yv,
=g Pot Pt = Rlgeosyt, +yv,)

te je kvadrat brzine kretanja materijalne tacke po sferi:
v == R2(¢2 cos’ p + y)z)
dok je pocetna brzina:
= R*(gf cos’y, +y;)
te sledi:

F —mR[R( 3smy/+251ny/0) (l/)é+(b§ cos’ ‘//o):|po

2
F, ——mR[R( 3siny +2siny, )+ ;02},00

Za slucaj da meridionalnu koordinatuy , ne merimo od horizontalne ravni, kojoj odgovara nasa usvojena
ravan Oxy, ve¢ je merimo od vertikale, kojoj odgovara nasa usvojena— Oz osa, kada ¢emo tu tako

izabranu meridionalnu koordinatu obeleziti sa 4 1 koje su vezane realcijom 9=y +5 izraz za otpor

veze ¢e biti

F ) v |-
Foy =—mR[R( 3sm(l9—zj+2s1n(l9 _2D+RO})°

2
E,, —mR{R(3cos.9 2cos 9, )+ 02},50

Sada se vracamo na difrencijalnu jednacinu kretanja materijalne tacke po sferi izrazenu pomocu
meridionalne koordinate i koju treba resiti:

w=Jw§+(¢ocos2wo)2[ L j+2§(sinwo—sinw)

2 2
cos“y, cos’y

U kojoj moZemo razdvojiti promenljive integracije te dobijamo:
dy
dt =

\/V)§+(¢ocoszl//0)2[ i _— J+2i(sinl//0—sinz//)

cos’y, cos’y

odnosno
74

dy

t—zo_j
WO\/{/}SJr(gbocoszl//o)z[ b1 ]+21€(Sint//0—sim//)

cos’y, cos’y
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¢ime smo formalno resili zadatak, jer smo u implicitnom obliku dobili zakon ¢ = t(to,w,wo). Medutim

problem ostaje, jer je podintegralom funcija koju ne mozemo direktro integraliti, ve¢ se moraju primeniti
priblizne numeri¢ke metode. Zato ¢emo napraviti kvalitativnu analizu mogucih redenja i prouciti neki od
specijalnih slucajeva. Zato se vraCamo integralu podinegralnoj funkciji

Y= \/1//5 + (¢, cos® !//0)2[1 : j+2§(sinwo —siny)

cos’ v, " cos’ v
Uzmimo smenu & =siny , kao i &=y cosy tako da izraz pod korenom u integralu dobijamo u
slede¢em obliku:

£ =(1—§2){w3 +(p, coszwo)z( S J+2§(sinwo —é)}

cos’ - 1- &2

odnosno u obliku
: g . . 1 g . .
3:vaﬁf@—§ﬁ+@—6%@§+@wmfWJT;;;ZJ+2;$H%}—@%“@W%Y=Z@)
1 vidimo da je to funkcija Z(‘f) polinom treceg stepena po &. Kako je

E=2()

dé
dr =45
e

to je

odnosno

5
t—t,= | _ds_
aNx(©)
ili kako je w =arcsiné to je zadatak reSen.
Kako je, kako smo ve¢ konstantovali, funkcija ;((é ) polinom treceg stepena po & to moze imati

tri korena realna, dva ili jedan ili ni jedan realan koren, ali vazno je i da su ti koreni u intervalu
—1<&, <1. Ovaj uslov je vezan sa domenom povrsi sfere jer je & =siny, 1 koreni koji ne

zadovoljavaju prethodni uslov nemaju fizi¢ki smisao u sadrzaju postavljenog zadatka.. Od toga ce i
zavisiti karakter dobijenog zakona kretanja materijalne tacke, a to zavisi od zadatih pocetnih uslova,
odnosno od ukupne energije, koja je saopStena materijalnoj tacki u pocetnom trenutku kretanja, jer je
sistem konzervativan.

Ako taj polinom ima da realna korena, i oba zadovoljavaju postavljeni uslov, onda ¢e se javiti
oscilatorno kretanja materijalne tacke po sferi i to oscilatorno kretanje po pojasu sfere izmedju dva
uporednika. Na tim uporednicima kada materijalna tacka bude na njima njena brzina ¢e biti jednaka nuli,
te ¢e se ona dizati ili spustati u odnosu na taj uporednik. Ti uporednici mogu biti sa raznih strana
ekvatorijalne ravni z =0 ili sa iste strane. .

Kako je

@cos’ y =@, cos’ y, = C = const
odnosno

C_ _gycos’y,
cos’y  cos’y
to je ugaona brzina ¢ obrtanja u cirkulasrnom pravcu - oko vertikalne ose u odnosu na polje teze

pozitivna 1 obrtanje je uvek u istom smeru. Ako je pocetna vrednost ¢, ugaone brzine ¢ obrtanja u
cirkulasrnom pravcu jednaka nuli, onda se jednacina

R[t/? +¢” cosy sin l//]z —gcosy
ili
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2

. g
siny +<=-cosy =0
4 R 4

W+ —
cos”

svodi na oblik:

1/7+%c0s1//=0, =0

ili za slucaj da meridionalnu koordinatu ¥, ne merimo od horizontalne ravni, kojoj odgovara nasa
usvojena ravan Oxy, ve¢ je merimo od vertikale, kojoj odgovara naSa usvojena —Ozosa, kada je

meridionalna koordinata 4 =y +% prethodna jednacina dobija oblik:

l§+%sin8:03 p=0
1 materijalna tacka po sferi izvodi kretanje po meridijanu i u jednoj ravni meridija sfere, odredjenoj sa
@ = const , a putanja je krug. To je slucaj klatna koje osciluje u polju Zemljine teze i kreée se po krugu
u jednoj ravni ili pak progresivne rotacije ugaonom brzinom i ili ¢ u meridionalnom pravcu zavisno
od pocetne ugaone brzine 90i pocetne ugaone elongacije ¥, u meridionalnom pravcu, odnodno od

energije koja je saopStena materijalnoj tacki u poc¢etnom trenutku. Ako su male pocetna ugaona brzina
&, 1 pocetni ugaoni pomeraj ¥, u odnosu na najnizu tatku na krugu mali onda umesto nelinearne

diferencijalne jednacine g+ £ sin9=0 moZemo koristiti linearizovanu
R

.. g -_
9+29=0, =0
R [

koja je oblika harmonijskog oscilatora
d+w;9=0, p=0
u kojoj je
@, = »
pa imamo slucaj matematickog klatna, ¢ija kruzna frekvencija w,u linearizovanom modelu za male
amplitude oscilovanja, ne zavisi od pocetnih uslova, nego je konstantna, pa je oscilovanje izohrono, kao

1 kod cikloidnog klatna, kod koga nismo vr$ili nikakvu linearizaciju. Period oscilovanja je 7 =27 \/E .
g

Na slucaj kretanja materijalne tacke po krugu u vertikalnoj ravni vrati¢emo se ponovo.

A sada prou¢imo slucaj kada je ugaona brzina u meridionalnom pravcu ¥ =0 jednaka nuli,
odnosno, meridionalni ugao konstantan i jednak vrednosti u pocetnom trenutku kretanja materijalne
tacke l//(l‘o) =y, = const, te materijalna tacka vr$i obrtanje ugaonom brzinom u cirkularnom pravcu:

. 2

(bz‘w:o:%zsv/i/o =@, = const » =0
i ona je konstantna, te je rotacija jednolika, a materijalna tacka prinudjena da se kre¢e po jednom
uporedniku sfere, konstantnom brzinom v, = R¢, cosy, = const, a pri tome treba da je zadovoljen 1
uslov saglasnosti pocetmih uslova, te iz tre¢e jednacine dinamicke ravnoteZze sledi

R[g/? +¢” cosy sin (//]z —gcosy
1 dobijamo da je taj uslov saglasnosti pocetnih uslova oblika:

g g g

) _ —_ —
4 ‘”’20 Rsiny, Rsin(& _ﬂj Rcos
0
2

=@, = const > y =0

Kako vektor poloZaja materijalne tacke, sa polom u centru sfere, pri ovom kretanju opisuje konus ¢iji je
basis krug meridijana polupre€ina » = Rcosy = Rsin$, to je ovo kretanje materijalne tacke nazvano

kretanjem konusnog klatna. Materijalna tacka opise konus - odnosno obide kosus za vreme
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2 Rcos
— — 0k
T;{on - - 27[ o
a)Okon g

jer je ugaona brzina (/52‘1,,:0 u cirkularnom pravcu istovremeno 1 kruzna frekvencija @,,, rotacije

materijalne tacke oko konusa koji opisuje:

.2 g

@’ |jog=——>— =y, =const s Y = 0
Rcos9,,,,

Specijalan slucaj slozenog konusnog klatna je sprega dva konusna klatna, a koja se u masinstvu
upotrebljavaju za regulaciju broja obrtaja 1 poznata su kao Watt-ov regulator.

Sada ¢emo se zadrzati na specijalnom slu€aju kretanja materijalne tacke po krugu u vertikalnoj
ravni kao specijalnom slu¢aju prinudnog kretanja materijalne tacke po sferi kada je:

J+Esing=0, p=0
R

?23dt+2 sin%d3=0

2%9+2Esin 9d9=0
Jednacina faznih trajektorije u faznoj ravni je:
& -9 + 2%(cos190 —cos9)=

Razdvajanjem promenljivih d9 i dt

19=\/1902 —2%(00530 —cos 9)
dg

dt =
\/32 (cos 9, —cos 9)
R

=t ji ;
0
30\/902 25 (cos 9, —cosS)

Ako radi lakSeg razmatranja usvojimo da je materijalna racka u najnizem polozaju stabilne
ravnoteze dobila pocetnu brzinu u nultom trenutku prethodni integral se uproscava i sledi da je:

4
T
s 3, 9
0\/1902—2g(1—0059) ° 1-4 gzsmz—
R RY;
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Zaslucaj daje:4g = RQOZ prethodni integral postaje:

5 4’ 5 a2 . 9+=
2 2 2 2 1
=51 O

00 14 g.zsinz— 0o l—sinzz 0

4g=RY;
1 odnosi se na grani¢ni asimptotski slucaj kretanja materijalne tacke po krugu u vertikalnoj ravni.

Sila u koncu, ili otpor veze na osnovu prethodnih proucavanja kretanja materijalne tacke po sferi,
za ovaj slucaj kretanja materijalne tacke po krugu u vertikalnoj ravni je:

2
F, = —mRng (3cos 9—2cos ) )+ ;{Z}No

Za reSavanje integrala

t—%=f ds

% \/.902 —2%(005190 —cos 3)

mora se koristiti potpuni elipticki integral druge vrste oblika:
3
F( k)zj [t
2) yAl-k’sin® 9
Period oscilovanja se pomocu tog integrala moze dobiti u vidu reda koji je oblika:

2 2 2 2
T=2r R 1+(1J k“{ﬁj k4+(ﬂ) k6+....+(1.3'5”“(2n_1)J K" 4
g 2 2-4 2-4.6 2.4.6---2n

Oscilovanje teske materijalne tacke po krugu nije izohrono ve¢ zavisi od pocetnih uslova

K =sin?
2

Primer: Kretanje materijalne tacke obrtnoj povrsi i po konusu

Vidi vezbe.

1* Slucaj kada je prenosno kretanje obrtanje tela oko nepokretne ose

Slucaj kada je prenosno kretanje obrtanje tela oko nepokretne ose proucicemo u slici i reci. Na sledec¢im
slikama je prikazan model relativnog kretanja pomocu suporta koji rotira oko nepokretne ose ugaonom brzinom

(?)(t): a)(t)k , koja je funkcija vremena t, gde smo izabrali nepkretni koordinatni sistem, tako da je osa z u
pravcu ose rotacije suporta i da se sa njom poklapa. Ose x i y neprokretnog sistema (referentnog) OXyz su
upravne na osu rotacije suporta i lee u ravni upravnoj na tu osu rotacije. Pokretni koordinatni sistem A&ng je

vezan sa suportom i koordinatni pocetak mu se poklapa sa tackom O - koordinatnim pocetkom nepokretnog

. . . -0
koordinatnog sistema Oxyz i sa njim ima zajednicku osu koja se poklapa sa osom rotacije { =z, k =k'=—.
a

Pokretni koordinatni sistem rotira oko ose suporta istom ugaonom brzinom kao i suport @(t) = a)(t)k . Takodje

usvajamo i polarno-cilindricki sistem koordinata Ar@ z koji ée nam biti od koristi pri daljem racunanju.Ugaono

ubrzanje rotacije suporta neka je € = @ = wk . Takodje pretpostavimo da se materijalna tacka krece po suportu
po potnatoj putanji relativnog kretanja koja je odredjena u polarnocilindrickom sistemu koordinata v. =r, (t)?o,
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o, :(o(t) iz, =2z (t) kao i da je vektor njegovog relativnog polozZaja u pokretnom sistemu koordinata

p=riy+ z,]? . Takodje pretpostavimo da nam je poznata projekcija putanje relativnog kretanja r, =r. ((or )
. { A

S a0)

Detalj - kinematicke, vektorske invarijante relativnog kretanja pri
4 obrtnom prenosnom kretanju

Sada mozZemo odrediti brzinu relativnog kretanja:
dok je ubrzanje relativnog kretanja
. )= .. O\ e (e L 1d T
G, =, = (i 1,97 s + (2., 1,65, )6 + 2k =i = r, g2 i + —z(rfqo,ﬁ F, + 2k
v, dt

Odnosno mozemo napisati da je z:

s 2\
arN - (rr _’;¢r )'0

~ . oy 1d(s. )\
arT = (er¢r _rr¢r )CO = V_E(”rz?r )Co

;
a, =zk
Kako su radijalne koordinate materijalne tacke pri relativnom i apsolitnom kretanju jednake, zbog

obrtanja suporta oko nepokretne ose, to se indeks kod radijalne koordinate moze izostaviti, ali se kod cirkularne
koordinate ne sme izostaviti jer se cirkularne koordinate relativnog i prenosnog kretanja sumiraju te je

@, =@, +@,, te o tome moramo voditi racuna.

Kako je prenosno kretanje obrtanje oko nepokretne ose, to su prenosna brzina i ubrzanje
materijalne tacke, koja vrsi relativno kretanje po suportu, jednaki brzini i ubrzanju tacke suporta u kojoj
se pokretna materijalna tacka nalazi pri njenom relativnom kretanju po suportu. Znaci das u njene

polarnocilindri¢ke coordinate u odnosu na suport 7 =r(t)i,, @ =¢(t) i z, =z/(f), a vektor njenog
relativnog poloZaja u pokretnom sistemu koordinata p =77, + Zrlg. Znaci da putanja relativnog kretanja nije
ravna kriva. Prenosna brzina i ubrzanje koje dobija pokretna materijalna tacka usled prenosnog kretanja suporta
koji se obrée oko mnepokretne ose ugaonom brzinom a)(t) = a)(t)k = (ppk i ima ugaono ubrzanje
E=0=wk=¢k,gdeje p, =0, (t) ugao rotacije suporta su:

5, =[8,7]= rol

Eip = [E)’ﬁl]-i_ [a_j’ [a_j’ﬁr ]] = EipT + EipN = l’;a)]_; - I’;G)ZN
jer je referentna taCka 4 nepokretna. Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog
kretanja suporta su:
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iy = 6.5, )= rol =14, T =1,

=[085 1= 10N =17

Koriste¢i izraz za brzinu relativnog kretanja, koju znamo v, = 7.7, + r.@.c, + 2k , te je Koriolisovo
ubrzanje, u obliku:

i, =2a.5,)=2|@.1.7, + 1.6, + 2k |= 2.7 |+ 2,0 [.6, |+ 22|, K |

Odakle sledi da je:

dc = 2[5)"77’] = 21,0C, = 21,,01, = 29, (’;VEO - rr¢;~77()) = dg, +dg,

Koriolisovo ubrzanje, za razmatrani sluc¢aj prenosnog kretanja, leZi u ravni upravnoj na osu rotacije
suporta (nosaca) 1 upravno na vektor brzine relativnog kretanja materijalne tacke po suportu, pri tome
komponenta relativne brzine u pravcu ose rotacije ne uti¢e na intenzitet Koriolisovog ubrzanja, jer je njen
vektorski proizvod sa ugaionom brzinom suporta jednak nuli. Komponente Koriolisovog ubrzanja pokretne
materijalne tacke, koja se relativno kreée po suportu koji rotira oko nepokretne ose po zakonu promene ugla

rotacije ¢, =@, (t) , u cirkularnom i radijalnom pravcu su:

de, = 21,06, = 2,1,

aCr = _2rr¢ra)’70 = _2¢prr¢r;i)

Iz izvedenih izraza mozemo zakljuciti da obe komponente Koriolisovog ubrzanja postoje, kada
je prenosno kretanje rotaciono. Ali moZeno da zaklju¢imo, takodje, da cirkularna komponenta ne postoji
ako je i relativno kretanje rotacija oko ose suporta, ili zavojno kretanje po cilindru oko ose rotacije
suporta.

Sada za ovaj specijalan slucaj, proizvoljnog relativnog kretanja materijalne tacke (u skladu sa
definisanim pretpostavkama proizvooljnosti, r. = rr(t)FO, Q. = go(t) iz =z (t), r.=r, (gor ) ) po suportu,
koji rotira oko nepokretne ose po zakonu promene ugla rotacije ®, =(/)P(t), mozemo napisati izraze za

prenosnu silu inercije (vode¢u silu) F, = —ma, iKoriolisovu silu inercije F,. =-md, = —2m[cT), v,

Izraz u vektorskom obliku za prenosnu silu inercije (vodecu silu) F, =-ma, je:

F,=-ma,= —m[(?),ﬁ,]— m|é.[é, p, ]| = —md,, —md, =-mr,aoT + mr.w’ N = F,+F,

Komponente prenosne sile inercije (vodece sile) £, =-ma, koja dejstvuje na materijalnu tacku

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, po kome se ona relativno krece su:

F=-ma, =-m,p,|=-mnol =-mre,T =—mne,.c,

FpN = —mZIPN = —m[a_j, [a_ja ﬁr ]] = _m(_ rra)2 )N = mrra)zz_\} = _m(_ l’}@;)i{) - mr’(b;FO

Koriolisova sila inercije F. = —mad,. = —2m[@,v,] je sada:
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. =—mi, =-2m[@.5, )= —2m|@. 7,7 + r.0,G, + 2k | = —2mi, [ .7, |- 2mr. 3, [0,6, |- 2m2| .k |
Odakle sledi da je:
ﬁ‘C = —2’7’”’;0)50 + 2mn¢rwﬁ) = _2m¢p (rrEO - rr¢rfb) = _maCc - maCr

Koriolisova sila inercije F,. =—md, = —2m[a3, Vr], za raznatrani slucaj prenosnog kretanja, lezi u ravni

upravnoj na osu rotacije suporta (nosaca) i upravno na vektor brzine relativnog kretanja materijalne tacke po
suportu, i pri tome komponenta relativne brzine u pravcu ose rotacije ne utiCe na intenzitet Koriolisove sile
inercije, jer je njen vektorski proizvod sa ugaionom brzinom suporta jednak nuli. Komponente Koriolisove sile

inercije F., koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku, koja se relativno kre¢e po suportu koji rotira oko

nepokretne ose po zakonu promene ugla rotacije @, =@, (t) , u cirkularnom i radijalnom pravcu su:

Fe. =—mad., =-2mi,ac, = -2me,r.c,
Fe, =—md., =+2mn.@.0n =+2me .o,

Iz izvedenih izraza mozemo zakljuciti da obe komponente Koriolisove sile inercije F,. postoje
kada je prenosno kretanje rotaciono. Ali mozeno da zaklju¢imo, takodje, da cirkularna komponenta
Koriolisove sile inercije ﬁc ne postoji ako je 1 relativno kretanje rotacija oko ose suporta, ili zavojno
kretanje po cilindru oko ose rotacije suporta.

Ako je, naprimer, to zavojno kretanje oko neke ose, koja zaklapa neki ugao « , u odnosu na osu
rotacije suporta, onda postoje obe komponente Koriolisove sile inercije, iako je relativno kretanje po
cilindru, ali projekcija putanje u ravni upravnoj na osu rotacije (polarna ravan) i nije krug, nego neka
kriva sloZzenog oblika 7. =7, (gor,z,).

U slucaju da je relativno kretanje po krugu, ili elipsi, ili ravanskoj krivoj putanji, i u nekoj ravni,
koja je nagnuta pod uglom « u odnosu na osu rotacije suporta, ¢ija projekcija u polarnoj ravni koju smo
definisali sa r. =7, ((pr), onda se za zadatak analize sila inercije prenosne i Koriolisove mogu koristiti prethodni
izrazi i relacije, koje smo dobili u prethodnom proucavanju postavljenog zadatka. .

Da ponovimo, prenosna sila inercije (vodeca sila) Fp =-ma, 1 Koriolisova sila inercije

—

F.=-md=-2m|[®,v,], su izvori sustinske razlike u dinamici apsolutnog i relativnog kretanja

materijalne tacke 1 u ovom slucaju kada je prenosno kretanje obrtanje suporta oko nepokretene ose. U
apsolutnom kretanju materijalne tacke javljaju se samo stvarne sile — aktivne sile i sile veza koje
dejstvuju, dok u relativnom kretanju pored aktivnih sila i sila veze koje dejstvuju na materijalnu tacku,

javljaju se fiktivne sile - prenosna sila inercije (vodeca sila) F, =-ma, 1 Koriolisova sila inercije

FC =-ma = —Zm[c?), 17,], koje smo u ovom specijalnom slucaju odredili.

Sada ma osnovu principa dinamicke ravnoteZe 1 prethodne analize moZemo da napiSemo sledecu
vektorsku jednacinu dinamike relativnog kretanja materijalne tacke po nosacu (suportu), koji izvodi
rotaciju oko nepokretne ose, u slede¢em obliku:

md, =F +F, +F,

ili
mi, =F +F,
gde je F}D =F L+ ﬁc ukupna fiktivna sila, te je, u proucavanom slucaju, vektorska jednacina dinamicke
ravnoteze:
md, =F +F, +F,
ma, = F — mr.a¢, + mr.wF, — 2mr.a¢, + 2mr.g, or,
ili
ma, = F —m(r.o+ 27.0)c, + mr.o(o+2¢, ),
ili
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ma, = F=mlr, + 2.6, +m1,0,(0, +20,

Imajuéi, sada, u vidu izraz za ubrzanje relativnog kretanja mozemo prethodnu vektorsku
jednacCinu relativnog kretanja materijalne tacke po suportu, koji se obrée oko nepokretne ose da
napiSemo u slede¢em obliku:

mli =12 o +m(25.p, — 1., 6, + m2k = F = mlr, s, + 21, )6, + mr.p (@, + 2, F,

m(i —r.? i, + ml%(rfgb, ke, + mzk = F —m(r.3, + 270, , + mr.gp, (¢, +20,
v

I

ili
mli: -1, )=F, + mr,Q, (cb,, +2¢,)
m%%( r2¢r): F - m(rr(ﬁp + Zfr(bp)
mz = Z(t,r,,(p,)

ili
mli 1 9?)=F, + mig, (6, +20,)

1dg,. Ldg,.

mr—z(”f%)z r, —mr—a(”rz%)

mz = Z(t,rr,(pr)
U slucaju kada na pokretnu materijalnu tatku ne dejstvuje aktivna sila 1:1 u cirkularnom pravcu

ili aktivna sila nema tu komponentu u cirkularnom pravcu iz druge diferencijalne jednacine mozemo da
dobijemo slede¢i integral relativnog kretanja:

n 2 lrg,)=-m 2 (75,)

r. dt r. dt

2'SO = (rr2¢r):c _(rr2¢p)
i to predstavlja integral povrsine, koji u ovom slucaju, kaze da je dvostruka sektoska brzina materijalne tacke pri
relativnom kretanju, kada je prenosno kretanje suporta rotacija oko nepokretne ose, jednake, ali suprotnog
znaka, sktorskoj brzini tacke suporta u kojoj je pokretna materijalna tacka koja po tom suportu izvodi relativno
kretanje.

Takodje mozemo napisati i daje

¢ =-0,
Odnosno

¢ +¢,=0
Odnosno

¢r + ¢p = ¢0 = ¢r0 + gppo =cosnt
Specijalni slucajevi proucenog specijalnog slucaja relativnog kretanja materijalne tacke po suportu koji
izvodi rotaciju oko nepokretne ose je: a* kada se materijalna tacka krece po uporednicima ili meridijanima

centralne sfere (Ciji je centar na osi rotacije, kada je ili ». = kR =const,k <1, ili ¢ =const ili b* kada je
kretanje suporta konstantnom ugaonom brzinom ¢p = w = w, = const, a materijalna tatka miruje na suportu;

Kako su to vazni slucajevi koje mozemo razmatrati kao modele koji odgovaraju realnim sistemima dinamike
materijalnih sistema, to ¢emo koriste¢i prethodno izvedene matematicke relacije proanalizirati svaki od th
slucajeva.

Razmotrimo prvo slucaj a*1. kada se materijalna tacka kre¢e po jednom od uporednika centralne sfere
(¢iji je centar na osi rotacije, kada je 7. = kR = const,k <1, z = const .

Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog kretanja suporta su:

:mﬂ —ré¢|  =kR(pC
R kR Do Ol —kr PpCo

— —

apr‘r,.—kR - [a),p,]

l‘y -
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il =lolep]l, =-re’N | =-ré| | =-kRGE
dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:
e kR 27;"a)50|rr—kR - 2¢p};;50‘,",kR =0
Q| == 2n0,0% |, ==20,1 07| | =-2kRG,$;

Vidimo da je komponenta Koriolisovog ubrzanja u cirkularnom pravcu jednaka nuli i da postoji samo u
radijalnom pravcu.

Komponente prenosne sile inercije (vodece sile) F, =—ma, koja dejstvuje na materijalnu tacku

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, po kome se ona relativno krece po jednom od uporednika

centralne sfere (¢iji je centar na osi rotacije, kada je 7. = kR = const,k <1, z = const , su:

pT r,—kR 710r r kR r¢p OrrfkR (Dp 0
E [ S0 A _ 2D _ .
FpN R m[a), [a), Py ]]r R mr,.qopro‘rr w ka(pprO

Koriolisova sila inercije F, =—-ma,. = —2m[a), \7,] je sada:

FCC r kR = _mzr’a)coLr—kR = 2m¢prrco‘rrikR = 0
Fer kR 2mr,(prwro|rr _ir = 2MO, 1P OLW i = 2MKRO,P,1;

Vidimo da je komponenta Koriolisove sile inercije, pri relativnom kretanju materijalne tacke po
uporedniku sfere, u cirkularnom pravcu jednaka nuli i da postoji samo u radijalnom pravcu.
Diferencijalne jednacine relativnog kretanja su sada:

—mkR@? = F, + mkR¢p, (¢, +2,)

mkRp, = F, —mkR{,

z = const

U slucaju kada na pokretnu materijalnu tatku ne dejstvuje aktivna sila Ii u cirkularnom pravcu

ili aktivna sila nema tu komponentu u cirkularnom pravcu, iz druge diferencijalne jednacine mozemo da
dobijemo sledeéi integral relativnog kretanja:

¢r + ¢p = ¢0 = ¢r0 + (DpO =cosnt

zatim uno$enjem u prvu jednacinu dobijamo uslov koji treba da zadovolji radijalna komponenta aktivne sile da bi
se materijalna tacka kretala po uporedniku, a da pri tome ne postoji cirkularna komponenta aktivne sile;

F, =—2mkR¢, = —2mkRo’

Razmotrimo prvo slucaj a*2. kada se materijalna tacka krec¢e po jednom od meridijana centralne sfere
(¢iji je centar na osi rotacije, kada je ¢, = const, kada je: 7. = Rsin$ i z=Rcos#, R poluprecnik centralne
sfere po ¢ijem se meridijanu relativno kre¢e materijalna tacka, a 4 ugao koji zaklapa radijus polozaja metarijalne

tacke u odnosu na pravac ose rotacije suporta. Taj ugao ¢ se moZe usvojiti za koordinatu relativnog poloZaja
materijalne tacke na sferi po kojoj se krece.

Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog kretanja suporta su:
-[6.5]
=l@[a.51, ., =19 =-R¢;sin %,
dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:

dg, =2¢,1.¢, = —2Rp,3cos ¥,

[

= r,oT| = 1.3,G,| = R, sin &,
PT‘% —const @, —const r @, —const 7 ¢P 0 ¢P 0

]
PN @, —const

=27 @@, |
r Olg,

@, =const

@, =const - 27/}(0,0)1”0|% =const - 2¢prr¢rr0 2 =0

. =const

. =const

aCr

Vidimo da je komponenta Koriolisovog ubrzanja u radijalnom pravcu jednaka nuli, i da postoji samo u
cirkularnom pravcu upravnom na ravan meridijana po kome se krece.
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Komponente prenosne sile inercije (vodece sile) £, =—ma,, koja dejstvuje na materijalnu tacku

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, po kome se ona relativno krece, kada se materijalna tacka krece

po jednom od meridijana centralne sfere (€iji je centar na osi rotacije), kada je ¢, = const, kada je: r. = Rsin$ i

z=Rcos9, su:

F, - = —m[a), ,O,LCOW =—mr.oT ‘% = —mr,,(opco‘ =—mR@,sin 9c,
F, =—ml@,[o,p,]]  =mr’F =-mR@*sin
PN @, —const 2L 7 My —const r7’p0 D 0

Koriolisova sila inercije F,. =-ma, = —2m[a), 17,] je sada:

F,

Ce

==2mei.¢, = 2mR(pp9 cos ¥c,

=- 2m7?,a)co|
@, =const @, =const

F,

Cr

= 21, 00T =20,1.0,7| =0
@, =const P @, =const §0p Pl @, =const

Vidimo da je komponenta Koriolisove sile inercije pri relativnom kretanju materijalne tacke po

meridijanu sfere u radijalnom pravcu jednaka nuli, 1 da postoji samo u cirkularnom pravcu upravnom na
ravan meridijana po kome se tacka krece.

Diferencijalne jednacine relativnog kretanja su:
mli, — .97 )= F, +mr.g,(p, +29,)

m ()= Fmm 2 (7,

14

r. dt r. dt

r

mZ:Z(t,r,,(pr)

te je sada:

. .2
mi, = F, +mr,p,

0=F, —m%%(rfgbp)

mZ = Z(t’rr’¢r)

Kako je

@, =const, r.=Rsind i z=Rcos$, to prethodni sistem jednacina relativnog kretanja postaje:
2

mR%(sin 9)=F + mR(/')f, sin

R4 sin* 9)

0=F -m —
sin @ dt

z=Rcos¥4
U slucaju kada na pokretnu materijalnu tacku ne dejstvuje aktivna sila Fcu cirkularnom pravcu

ili aktivna sila nema tu komponentu u cirkularnom pravcu iz druge diferencijalne jednacine mozemo da
dobijemo sledec¢i integral relativnog kretanja:

@, sin’ 9 = const

odakle sledi da je

4 = arcsin CO_nSt
P
r.=Rsin$=R C?nst
Py

Const

P

z=Rcos3=R |1-
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Zatim, unoSenjem prethodno dobijenog resenja, u prvu jednac¢inu dobijamo uslov koji treba da zadovolji radijalna
komponenta aktivne sile da bi se materijalna tacka kretala po meridijanu, a da pri tome ne postoji cirkularna
komponenta aktivne sile;

2
F = mR%(sin 9)- mR ¢, sin 9 = mR— Const mR ¢’ Const

Sada ¢emo razmotriti slucaj b* kada je kretanje suporta konstantnom ugaonom brzinom
¢, = ® =, = const, a materijalna tatka miruje na suportu 7, = kR = const,k <1, ¢, = const .

Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog kretanja suporta su:

i =[c?}*] =rof|  =rpa|  =kRG,E =0
PTlr, kR Pr n-kR " kR PpCo r —kR PpCo
a ‘ a)p]] =—rw'N :—r¢217‘ =—kR’T;
PN r,—kR r r r, —kR TPl kR p'0
dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:
aa _ 2rra)co|r’__kR = 2(01);;00‘1}_“ =0
de, P -2r.¢, a)r0| = —Z(pp;;gorroL = —2kR(pp(prr0 =0

Vidimo da su obe komponente Koriolisovog ubrzanja i u cirkularnom pravcu 1 u radijalnom pravcu
jednake nuli.

Komponente prenosne sile inercije (vodece sile) F, =-ma,, koja dejstvuje na materijalnu tacku

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, na kome ona relativno miruje na centralnoj sferi (¢iji je centar na
osi rotacije, kada je . = kR = const,k <1, ¢ =const. z =const,su:

F ol = —m[a;), 'Br]r,. s —mrr(ﬁpEOLrikR =—kmR¢,c, =0
Fol, y=—mldl6.p]l, ,=mréii| | =kmR@7 = kmRo'F

Koriolisova sila inercije F. =—ma, = —2m[@,7, ] je sada jednaka nuli.
Aktivna sila treba da ima samo radijalnu komponetu jednaku
= —mkR(p; =-mkRa’

da bi materijalna tacka relativno mirovala (7, =kR = const,k <1, ¢ =const. z=const) na sferi pri
prenosnom kretanju, koje je rotacija suporta konstantnom ugaonom brzinom.

Na narednim slikama su prikazani kineticki parametri relativnog kretanja materijalne tacke po sferi, koja
je suport relativnog kretanja.
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P R (e e B

F = —m[(Z), [@,ﬁ]] =ma*rN

P

B s St

= = Y

F,, = 7m[a), [a), p]] =mwrN
| -

- _ a)‘f teriialna tack Kreé dniku ist bizi Kretans Materijalga‘tééka se ne krece irelativno miruje po uporedniku, ali se kre¢e ugaonom

v, = @rl materijaina tacka se krece po uporedniku istom ugaonom brzinom okretanja ' brzinoim okretanja suporta —sfernog nosaca — Zemlje opisujuéi kruzne putanje po

suporta —sfernog nosaca — Zemlje, brzine prenosna, relativna i apsolutna su kolinearne uperedniku, a brzine, prenosna i apsolutna, su kolinearne i jednake, jer je relativna brzina

Relativno kretanje teSke tacke po povrsi Zemlje.

Pod apsolutnom tezZinom tela podrazumevac¢emo njegovu tezinu pod pretpostavkom da Zemlja
miruje, | tada ¢e na povrsi Zemlje, tezina materijalne tacke, koja miruje, biti mg i usmerena ka centru
Zemlje, gde smo sa g oznacili ubrzanje kojim Zemljina teza dejstvuje na materijalnu tacku. Kao §to je

poznato, Zemlja ostvaruje sopstvenu rotaciju, tj. obrée se oko svoje ose ugaonom brzinom o =— gde
je T period vremena za koji napravi jedan obrt:
S22 929107 fsec ]
T 86164

Ptretpostavimo da se osa sopstvene rotacije krece jednoliko translatorno i pravolinijski
(zanemarujemo kretanje po elipticnoj putanji oko Sunca) ve¢ uzimamo u obzir samo uticaj sopstvene
rotacije na relativnu ravnotezu i relativno kretanje materijalne tacke po povrsi Zemlje. Uz takve
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pretpostavke mozemo koristiti nasa prethodna procCavanja relativnog kretanja materijalne tacke po
centralnoj sferi — suportu, koji se obrée oko svoje nepokretne ose konstantnom ugaonom brzinom.
Analizu vektorskih kinematickih (brzina 1 ubrzanja) i vektoprskih kineti¢kih (sile inercije prenosnog
kretanja i Koriolisove sile inercije) invarijanti, koju smo napravili, sada mozemo primeniti za analizu
uslova relativne ravnoteze 1 relativnog kretanja materijalne tacke po povrsi Zemlje, koja je sada taj
sferni suport koji rotira konstantnom ugaonom brzinom @ =729-10" [sec’l]. Na narednim slikama je

dat graficki prikaz sile apsolutne teZine i odgovaraju¢e komponente usled dejstva sile inercije prenosnog
kretanja.

— a4 B} . L —
IZm‘[a),v,,]fO //," Fp:—m[c?),[c?),ﬁ]]:ma)er Fp:—m[w,[w,p]]:mw“rN A

f\ﬁ )
B nl e

| L.

Materijalr)nééka se ne krece i relativno miruje po uporedniku, ali se krece ugaonom

1 brzipom okretanja suporta —sfernog nosa¢a — Zemlje opisujuci kruZne putanje po
upyeedniku, a brzine, prenosna i apsolutna, su kolinearne i jednake, jer je relativna brzina

Materijalna tacka se ne krece i relativno miruje po uporedniku, ali se kre¢e ugaonom brzinom
okretanja suporta —sfernog nosaca — Zemlje opisujuci kruzne putanje po uporedniku, a brzine,
prenosna i apsolutna, su kolinearne i jednake, jer je relativna brzina jednaka nuli - tatka miruje na

Vidimo da na materijalnu tacku koja relativno miruje na povrsi Zemlje, koja je centralna sfera suporta

koji rotira konstantnom ugaonom brzinom te kompletnu analizu relativnog mirovanja materijalne tacke na suportu
u slucaju b* sada mozemo primeniti.

Kretanje suporta konstantnom ugaonom brzinom (bp =w = w, = const, a materijalna tacka miruje na
suportu - povrsi zemlje pa je r. = kR = const,k <1,¢p = const.

Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog sopstvenog obrtnog kretanja Zemlje
(sopstvena rotacija oko sopstvene ose Zemlje) su:

a ‘ :[(?)”] :r,a')T‘ zr"E‘ =kRp ¢, =0
pT v, —kR 9pr r—kR 7 ro—kR r¢)p 0 kR g[)p 0

r.=
| =lae.p]l, ,=-ne’N| =-rei|  =-kR@:
PNy, —kk P L kR r r, —kR R P p0

dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:

aCc

kR 21/;’a)c0|rr—kR - 2¢prrco‘,r__kR =0

aCr

s = 2PN =20, n 0| ==2kRG,,F, =0

Vidimo da su obe komponente Koriolisovog ubrzanja i u cirkularnom pravcu i u radijalnom pravcu
jednake nuli.

r.—

Komponente prenosne sile inercije (vodeée sile) F, , =—mad, koja dejstvuje na materijalnu tacku,

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, na kome ona relativno miruje na centralnoj sferi (¢iji je centar na
osi rotacije, kada je 7. = kR = const,k <1, ¢_=const. z=const,su:

2 z—m[a”)”] :—mr,"E‘ =—kmRp ¢, =0
R apr r.<kR l¢p OV,.—kR ¢p 0

Pry,. _
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Fy

— 15 A _ D _ . 9
o m[a), [60, Py ]]r R mr,.gopro‘r r ka¢pr0 =kmRwr

Koriolisova sila inercije F. = —ma, = —2m[@,v,] u ovom sluéaju je jednaka nuli.

Prenosna sila inercije (vodeca sila inercije) ima komponentu samo u radijalnom pravcu i to
jednaku

F=F, =—mkR¢, =—mkRw’ = —-mR®’ cosy,
gde smo sa , oznaCili ugao koji vektor poloZaja materijalne taCke zaklapa sa ravni polutara (najveceg
uporednika paralelnog uporedniku na kome je materijalna tacka). Ugao i predstavlja geografsku §irinu polozaja
na Zemlji u kojoj se nalazi (miruje) materijalna tacka. Pravac sile apsolutne tezine mg usmeren ka centru

Zemlje zahvata ugao y/, sa ravni polutara Zemlje. Na prethodnoj sl¢ici je dat graficki prikaz.

A

Materijalne tacke se ne krecu i relativno mirujo po po odgovaraju¢em uporedniku, ali se krecu
ugaonom brzinom okretanja suporta —sfernog nosaca — Zemlje opisujuci razli¢ite kruzne putanje po
odgovaraju¢im uporednicima, a odgovarajuce brzine, prenosna i apsolutna, su im kolinearne i
jednake, jer su im relativnaze brzine jednake nuli - tacka miruje na suportu. Kako imaju razlicite
brzine jer su razli¢ito udaljene o dose rotacije, pa su im i prenosna ubrzanja razli¢ita, a sa tim i
vodece sile inercije prenosnog kretanja razlicite, te su i njihove rezultujiée sile relativnih tezina
razli¢ite na razli¢itim geografskim Sirinama i/

Sada vidimo da na materijalnu tacku dejstvuje dve sile:

F‘pr =—Fy= mkR(pffo = mkRw’r, = mR@’ cosy 7,
G, = —mg(?0 cosy, +k sin 1//0)
te je rezultujuca sila pritiska materijalne tacke koja relativno mituje na provrsi Zemlje jednak vektorskom zbiru
ovih sila:

G, =G, +F, =mRa’ cosy,i, — mg(?o cosy, + k sin l//o)

G,=G,+F, = mcosy/o(— Rw’ + g)?o — mgk siny,
i pravac te sile pritiska zaklapa ugao i sa ravni polutara (najveceg uporednika paralelnog uporedniku na kome je
materijalna tacka), a taj ugao Y predstavlja geografsku Sirinu polozaja na Zemlji u kojoj se nalazi (miruje)
materijalna tacka.

Intenzitet ove sile je:

G, = m\/cos2 l//o(— R’ + g)z +g’sin*y, = m\/g2 +R’@* cos’w, —2Rgw’ cos’ v,

G, = m\/g2 + (R2w4 —2Rgw’ )C082 W, =mg,

gde smo sa g, oznaili sledeCi izraz za ubrzanje Zemljine teZe na odgovarajucoj geografskoj Sirini:
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g, = \/gz + (R2w4 -~ 2Rga)2)cos2 W,
Na prethodnoj slici graficki su prikazani pritisci materijalne tacke na dvema raznim geografskim Sirinama
na kojima su ubrzanja razlicita i iznose:

g, = \/gz + (Rza)4 —2Rgw’ )cos2 Yo,
uporedjivanjem njihoviih veli€ina:

g, = Vg + (R0 —2Rgw? )eos* vy, > g, = Vg + (R0 —2Rgw? )eos* v,
Zakljucijemo da je tada

cos’ y,, > cos’ v,

odnosno v, <¥,,, odnosno da su na ve¢im geografskim Siruinama veca ubrzanja, odnosno kada je ugao v,
L . . .. « L . T . y . . .
vedi, to je ubrzanje materijalne taCke vece i1 kada je v, 25, tada je tacka na polu, pa je njeno ubrzanje

g ,=g~9832 [m Sec_z], akada je y, = 0 tada je tacka na ekvatoru (polutaru), pa je njeno ubrzanje jednako:
yZ
2

8,0 =g +(R0* —2Rgw*) ~9,798|msec 2,
Pri ¢emu su uzeti slede¢i podaci: R’ =~ 0,034 [m Sec_z] i poluppre¢nik Zemlje R =64-10 [m] Sa ovim
podacima uo¢avamo da je tezina istog tela na polu oko 5 %o veca od njegove tezine na ekvatoru.

Klero je izveo aproksimativni obrazac

g, = Vg + (R0 —2Rgw* Jeos* v, = g\/l + é(l’%za)4 - 2Rge’ )cos2 W,

g, ~ g\/l -2 0,034 cos’y, = g(l —0,034cos’ 1//0)
g

Prema podatku iz udzbenika D. Raskovi¢, u primeni, umesto prethodnog Kleroovog pribliznog obrasca, je
eksperimentalno dobuijen obrazac:

g, =9,779888 + 0,052210sin” i, —0,000003/

u kome je prikazana i zavisnost 1 od geografske Sirine y 1 od nadmorske visine 7 .

Pravac relativne teze ne prolazi kroz centar Zemlje, ve¢ seCe Zemljinu osu sa suprotne strane od
Zemljine hemisfere na kojoj je polozaj materijalne tacke na Zemlji. Taj pravac predstavlja pravac
vertikale posmatranog mesta u kome miruje posmatrana materijalna tacka, a ravan upravna na taj pravac
je ravan horizonta tog mesta. Ugao y koji €ini taj pravac sa ravni ekvatora je, kao Stp smo ve¢ rekli
geografska Sirina doticnog mesta ().

Da bi smo proucili kretanje teske tacke na Zemlji, usvojimo da je u centru Sunca koordinatni pocetak
referentnog, apsolutnog, nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz, a na povrsini zemlje u tacki, u kojoj je
materijalna tacka, uzmimo koordinatni pocetak pokretnog sistema koordinata AE£nd , koji je vezan sa Zemljom.
Ovaj koordinatni sistem usvojimo tako da njegova osa A{ pada u pravac vertikale posmatranog mesta na Zemlji,
a druge dve ose AEi An usvojimo da padaju u pravee tangenti na meridijan A, odnosno uporednik 477,
redom. Tako usvojeni koordinatni sistem ima ravan A&7 za horizontalnu ravan.

Diferencijalna jednacina relativnog kretanja materijalne tacke je:

ma, = F —m|@,[@, p]| - 2m[@,7, ]
odnosni

G =

r

1
m
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Za slucaj kretanja materijalne tacke u odnosu na Zemlju za aktivnu silu uzimamo silu év, = mgwlg' , a
dvostruki vektorski proizvod ¢emo zanemariti imaju¢i u vidu da je ugaona brzina sopstvenog brtanja
Zemlje veoma mala @ =729-10 [sec_l], te ¢e prethodna jednacina dobiti oblik:
i, ~g,-2[@,7]

Ovo je diferencijalna jednacina relativnog kretanja materijalne tacke pod dejstvom sile teze na
odgovarajucoj geografskoj Sirini 1 s obzirom da je pretpostavljeno da je ugaona brzina sopstvenog
obrtanja Zemlje konstantna, to prethodnu jednac¢inu mozemo integraliti te se dobija:

=g~ 20,51+ G
gde je 61 integraciona konstanta. Ako pretpostavimo da je u poc¢etnom trenutku materijalna tacka imala
sledece pocetne uslove i brzinu:
t=0, 5(0)=0.7,(0)=v,
onda sledi da je
B, + 8,0~ 2@, 7]
Ako sada ovu vrednost za brzinu relativnog kretanja unesemo u diferencijalnu jednacinu
i, ~g, 2.5, + 8,0~ 2o.p]= 8, - 2a.%, ]~ 2lé.g, [+ 4a.[5.5]
ili posle sredjivanja
a, ~g,-2[a,,]-2a.g,]

A

Materijalne tacke se ne krecu i relativno mirujo po po odgovaraju¢em uporedniku, ali se krecu
ugaonom brzinom okretanja suporta —sfernog nosaca — Zemlje opisujuci razli¢ite kruzne putanje po
odgovaraju¢im uporednicima, a odgovarajuce brzine, prenosna i apsolutna, su im kolinearne i
jednake, jer su im relativnaze brzine jednake nuli - tacka miruje na suportu. Kako imaju razlicite
brzine jer su razli¢ito udaljene o dose rotacije, pa su im i prenosna ubrzanja razli¢ita, a sa tim i
vodece sile inercije prenosnog kretanja razlicite, te su i njihove rezultujiée sile relativnih tezina
razli¢ite na razli¢itim geografskim Sirinama i/

Dalje dvostrukim integraljenjem ove diferencijalne jednac¢ine dobijamo:
v~ gt - 2@,7,]-é,8, |+ v,

.7 (A R T
pzgl//3_tz[a)’v)‘O]_?[a)’gl//]_i_ert

I N S
p ~ vrot +E(gt// - 2[a)’vr0])_?[a)’gv/]
Ova vektorska jednaciina predstavlja vektorsku, kona¢nu, jednacinu kretanja materijalne tacke pod

uticajem Zemljine teZe i prenosnog kretanja usled sopstvene rotacije Zemlje. Iz ove jednacine nije tesko
dobiti odgovarajucée skalarne.
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Ugaona brzina sopstvenog obrtanja Zemlje u pokretnom sistemu koordinata je:
&=—-wcosy i’ +wsiny k'
dok je ubrzanje
g, =8,k
1 brzina relativnog kretanja
Voo = éol?' + 770]" + é;ok’
2

3
PVt +%(g} - 2[@,6,01)—%[@@]

p= g+ i
i jr I_C" ;’r jr l_c'!
R A W I . : .
p:(foi’+770j'+§0k’)‘—? g, k'+2-~wcosy 0 wsiny —?—a)cosy/ 0 wsiny
o Mo o 0 0 8y

Iz ove jednacine vidimo da komponenta relativnog ubrzanja u ¢ pravcu ne zavisi od vremena, te
da je konstanta:

2
¢ =¢u-5 e, ~20m,siny)

a,,=¢ = —(gw — 2w, sin 1//) = const

Iz prerthodnih jednacina mozemo prouciti slobodan pad, kao hitac navise ili nanize sa pocetnom
brzinom usmerenom navise ili nanize ili pak pod nekim uglom u odnosu na horizont (povr§ Zemlje), u
bezvazdusnom prostoru za sledece pocCetne uslove: :

p=&' e + K
Z’( }-’/ ];( l_-'r ~71 ]}'(
A . : . .
p= (foi "+, + {Ok'>‘—5 g, k'+2~wcosy 0 wsiny -3 —wcosy 0 wsiny|+p,
o 1o So 0 0 8y
tz ;’1 j/ ]_('! . l_f/ j! ]_('I
p= ) g, k'+2~wcosy 0 wsiny ey —wcosy 0 wsiny|+ k'
0 0 ¢, 0 0 g,
=0
. £
2
n=tw,cosy —?gwa)cosy/
1 s
g :_Egl// +§O :h_Egl//
ili za hitac naviSe ili naniZze sa pofetnom brzinom usmerenom navise ili nanize, u bezvazduSnom
protoru
=0
3
n=1tv ' ocosy =3 8008y
t? t?
é/ = _Egr// + é/O = h _Egl//
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ili za slobodan pad:
=0
3

t
n= —;gwa)cosyf

t2
—h——
d 2

a kada eliminiSemo vreme dobijamo:

1/%(11 -¢)
H)

3

¢
Jﬁj?w—gf

3

8y

0Q

g,wcosy

|
|

g,cosy

9g,m" -8’ cos’y(h—¢ =0

jednacinu putanje kod slobodnog pada u bezvazduSnom prostoru, ali uzimajuéi u obzir uticaj prenosnog
kretanja sopstvene rotacije Zemlje:

9gy/ 2 3
—————n +H{-h)=0
8w” cos’ i 7 HE - h)
Ta putanja predstavlja parabolu razlomljenog eksponenta 3/2 uravni £=0 ili 4n< .
Sa ovom izvedenom vektorskom jednainom

p= G+
l?l jr l_c'l l?r jr l_c'l
R A W S e . ’ . .
p:(.foi’+770j’+g”0k’)t—? g, k'+2~wcosy 0 wsiny —?—wcosy/ 0 wsiny|+ P,
& Mo ¢ 0 0 8y

,0Ze se analizirati i slucaj kretanja materijalne tacke poznat pod imenom kosi hitac $to zavisi od zadatih
pocetnih uslova.

Fukovo klatno

Leon Fuko (Léon Foucault 1819-1868) je 1851. godine razmotrio slucaj kretanja teske
materijalne tacke vezane, na koncu velike duzine ¢ za Zemlju. Takav sistem poznat je pod imenom
Fukovo klatno.

Da bi smo reSili ovaj zadatak usvojimo u sredistu sfere nepokretni sistem koordinata Cxyz,a
pokretni sistem koordinata, vezan za Zemlju, neka je koordinatni sistem koordinata A&£nd pri cemu se
tatka 4 nalazi na Zemlji 1 u¢vrS¢ena za nju. Usvojimo i1 odgovaraju¢i polarno-cilindricki sistem
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koordinata Ar¢g¢ , S obzirom da je za tu tacku ucvrséen konac klatna duzine 7, to ¢e materijalna tacka

na koncu izvoditi relativno kretanje po sferi polupre¢nika /¢, pa je to prinudno relativno kretanje
materijalne tacke po sferi, ¢ija je jednacina u pokretnom sistemu koordinata

fEn)=+n+{ =7 =0 ili f(r¢)=r+¢* =12 =0

Le pendule de Foucault

de I'Université du Luxembourg e

xembourg
a wggénd aux  responssbles
n pendule de Foucault

La suspension
u pendule

Le pendule est suspendu i la
hall dentrée da Btiment de:
S I'Université du Lusembo
Limpertshery)

L. EON FOUCAULT
soN CEUVRE

déplacement
Tapport aa pe

/\-H

Na materijalnu tacku klatna dejstvuju, kao aktivna sila - sila tezine G = —mgv,l;' , sila inercije

vodeca sila inercije prenosnog kretanja usled sopstvenog obrtanja Zemlje ugaonom brzinom sopstvenog
obrtanja:

@& =-wcosy i+ wsiny k'
Koriolisova sila 1 sila dejstva veze konca (na relativno kretanje dejstvuje veza — kretanje po povrsi)-
otpor veze F v koji pada u pravac AN sa smerom ka koordinatnom pocetku. Za sastavljanje jednacina
relativnog kretanja koristi¢emo teoremu o promeni momenta koli¢ine kretanja ili zamahu za osu A<
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L =m ()= M (5[ 2ma5, )
Ovde smo koristili to da je na osnovu teoreme o promeni momenta koli¢ine relativnog kretanja
materijalne tacke ili zamahu za osu ¢ izvod momenta koli¢ine relativnog kretanj materijalne tacke
jednak momentu sila koje dejstvuju na materijalnu tacku, uzimajuéi u obziri aktivne 1 fiktivne sile
inercije i ortora veza. Kako otpor veze F“N seCe osu ¢ to je moment te sile jednak nuli, a moment sile
tezine za tu osu, je takodje jednak nuli, jer je sila tezine paralelna sa tom osom, tako da samo
Koriolisova sila inercije ﬁc = —2m[a3, 17,] daje moment za tu osu A . Zato prvo odredimo njen poment
za pol u koordinatnom pocetku:

i1, =[p.F. |- —2nlp[65 ]

Dok je projekcija M, tog momenta na pravac ose A¢

= ,.5)=(p. B k)= —2m([p.[@,5. 11 k') = —2ml@(5.5,) - v,(5. @) k') = 2m(5,. &'\ 5. &) = 2m{ (5, &)

M, =¥ ,.k')=-2m([p.[6,5, k") = 2mE (5. &) = 2m ot siny
jer su vektori p 1 v ortogonalni, a njihov skalarni proizvod je jednak nuli (/3,\7,): 0. Takodje je i
G.8)=¢.

Sada sledi da je:

L = mi(rng):M = ([,5 [-2mé, v ]| E'): 2mlol siny

: dt ¢ ’ e

Odnosno jednacina dobija oblik

%(rz(p) =2Clwlsiny

Iz jednacine veze odredjujemo koordinatu brzine relativnog kretanja na slede¢i nacin:

frg)=r+g -0

s[5 -3

. ]/' .
R——r
¢ 1
Unose¢i ovu aproksimaciju u prethodnu jednacinu dobijamo :
d

r . .

r —2—rolsiny = -2rr@sin
d ( (/’) / 4 4
%(rng)Jr 2rirwsiny =0
Ova jednacina se moze integraliti, jer razdvaja promenljive
(r2¢§+ r*osiny ~C
gde je Cintegraciona konstanta koja se odredjuje iz pocetnih uslova.

(¢ + wsiny )~ C = r} (¢, + wsiny)
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Le pendule au Panthéon

L'Expérience du Panthéon
en 1851

Sous les voiltes élevées de certains édifices, le phénomeéne devrait
prendre une splendeur magnifique. Nous avons trouvé dans le Panthéon
un emplacement merveilleusement approprié i l'installation d'un
pendule gigantesque: nous avons trouvé pareillement dans
l'administration les dispositions les plus [avorables i l'exécution du
projet que suggérait cette immense coupole. Sur une simple description
du projet de l'expérience, sur I'énoncé des résultats probables qu'elle
fournirait & la science et qu'elle mettrait sous les yeux de tout le monde,
le président de la république résolut que la chose serait faite, et avec la
rapidité de I'éclair, sa haute protection réagissant jusqu'au dernier degré
de I'échelle administrative, on vit, en moins de quinze jours se dresser
les appareils. (Journal des Débats, 31 mars 1851)

L'invention du pendule se répand rapidement dans le monde: simplicité
de son principe, mystére de ce mouvement & grands battements créé
sans intervention extérieure apparente.

L'expérience du pendule renouvelée au Panthéon en 1902
par Camille Flammarion et Berget

Le pendule a I'Université du Luxembourg

]

r

Le pendule contemporain
au Panthéon

10

Kada su pocetni uslovi takvi da je u pocetnom trenutku klatno bilo u koordinatnom pocetku
r, =0 11imalo neku pocetnu brzinu ¢, # 0 onda iz prethodne jednacine sledi da je:

(¢ + wsiny) =0
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Sto daje

Q= —wsiny

Q= —otsiny +c,

Iz poslednje relacije zaklju¢jemo da se ravan klatna obrce u suprotnom smeru od smera
sopstvenog obrtanja Zemlje, a da brzina obrtanja klatna zavisi od geografske Sirine y tacke vezivanja

klatna. Najveca brzina obrtanja ravni klatna je na polu, gde je geografska Sirina y =%, pa je brzina

obrtanja ravni klatna ¢ ~ —® po apsolutnoj vrednosti jednaka ugaonoj brzini sopstvene rotacije Zemlje,
pa ravan klatna za 24 ¢asa napravi jedan pun obrtaj, dok je na ekvatoru ta brzina jednaka nuli ¢ =0 jer

je geografska §irina jednaka nuli, w = 0. Na primer u Beogradu gde je geografska Sirina y = 44°48'13"
ravan klatna se obrne za 10°24' u proteku od jednog ¢asa.

Znaci da se ravan klata obrée sa istoka na zapad. Prvi eksperiment sa klatnom duzine 67[m] i
kuglom mase 30[kg] izveo je Leon Fuko (Léon Foucault 1819-1868) je u Pariskom Panteonu 1851.
godine 1 uocio pojavu obrtanja ravni klatna i time dokazao obrtanje Zemlje. Za geografsku Sirinu od
w =45° ugao za koji se obrne ravan klatna bi¢e ¢ ~10°38' za jedan srednje sunc¢an dan.

Kako sila tezine ima funkciju sile U = mgd
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