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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA IIT - DINAMIKA - KINETIKA

VI. SESTA NEDELJA
Dinamika materijalne facke

Diferencijalne jednacine kretanja materijalne tacke i njihovi integrali, pocetni uslovi.

Pravolinijsko kretanje materijalne tacke. Vertikalni hitac naviSe i nanize. Sila zavisi samo rastojanja: Harmonijsko
kretanje. Slobodan pad sa velike visine. Sila zavisi od rastojanja i brzine: Amortizovano kretanje. Sila zavisi od vremena,
rastojanja i brzine: Prinudne oscilacije.

Krivolinijsko kretanje materijalne tacke u ravni: Horizontalni i kosi hitac.

VII.1. SEDMA NEDELJA

Konzervativno kretanje. Konzervativne sile. Funkcija sile. Cauchy-Reiman-ovi uslovi. Rad konzervativne sile.
Potencijalna energija. Teorema o odrzanju mehanicke energije. Integral energije. Odredjivanje funkcije sile.

Centralna kretanja. Funkcija sile kod centralnih kretanja. Bineov obrazac.

Diferencijalne jednacine kretanja u generalisanom sistemu koordinata. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VII.2. OSMA NEDELJA

Prinudno kretanje materijalne tacke. Veze. Podela veza. Uslovi za brzinu i ubrzanje. Lagrange-ovi mnozioci veza.
Kretanje materijalne tacke po idealnoj povrsi. Lagrange-ove jednacine I vrste. Diferencijalne jednacine kretanja u prirodnom
sistemu koordinata. Integral energije. Kretanje materijalne tacke po obrtnoj povrsi. Prinudno kretanje materijalne tacke po
liniji. Integral energije. kretanje materijalne tacke po krugu u polju zemljine teze. Dinamika relativnog kretanja materijalne

VIL.3. DEVETA NEDELJA
Dinamika sistema materijalnih tacaka

Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tacaka: Geometrija masa. SrediSte sistema masa i njegove osobine.
Diferencijalne jednacine kretanja sistema materijalnih tacaka. Teorema o kretanju srediSta sistema materijalnih tacaka.
Koli¢ina kretanja sistema materijalnih tacaka. Moment koli¢ine kretanja sistema materijalnih tacaka. Kineticka energija
sistema. Koening-ova teorema o kinetickoj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih tacaka. D’ Alamber-ov princip.
Lagrange-ov princip. Lagrange-D’ Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednacine II vrste.

Dinamika relativnog kretanja materijalne tacke

Vektorske invarijante kinematike realtivnog kretanja: vektor brzine v i vektor ubrzanja a
pokretne kinematicke (geometrijske) tacke.

Kada smo u kinematici odredjivali vektorske invarijante kinematike, a i dinamike (dela kinetike)
— vektor brzine v i vektor ubrzanja a pokretne kinematicke (geometrijske) tacke u odnosu na dva
koordinatna sistema, jedan nepokretan (apsolutni, referentni) Oxyz 1 jedan pokretni (relativni)

Aénd pretpostavili smo da je on vezan za neki pokretni nosac (suport). Na prvoj, u seriji od tri slike,
prikazan je taj nosac, kao i dva naznacena koordinatna sistema, nepokretni (apsolutni, referentni) Oxyz i
pokretni (relativni) A<&nd vezan za nosac (suport). Nosac /suport) je prikazan u vidu tela, koje izvodi
opsti slucaj kretanja translatornom brzinom v, referentne tacke tela u kojoj je koordinatni pocetak A

pokretnog, sa njim, ali relativno nepokretnog u odnosu na njega, koordinatnog sistema. Polozaj
materijalne tacke u odnosu na nepokretni koordinatni sistem Oxyz koordinata x, y 1 z odredjen je
vektorom polozaja 7, dok je vektor polozaja koordinatnog pocetka 4 pokretnog sistema koordinata
Aé&nd u nepokretnom sistemu koordinata 7,. Sa p oznacili smo vektor relativnog polozaja materijalne

tacke u odnosu na referentnu tacku suporta A4, odnosno njen vektor polozaja u pokretnom sistemu
koordinata A£n¢ 1 u odnosu na koordinatni pocetak A tog sistema koordinata. Na osnovu toga piSemo

F=F +p
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Kako je vektor polozaja vektorska invarijanta, geometrijskog svojstva, to ova relacija vazi i ako
umesto Descartes-ovih koordinatnih sistema nepokretnog (apsolutnog, referentnog) Oxyz 1 pokretnog

(relativnog) A<&nd .uzmemo opSte sisteme krivolinijskih koordinata ¢,, ¢, 1 ¢,, donosno Oq,q,q; 1
A4,9,4, , odnosno naprimer ortogonalne krivolinijeske sisteme Orgpz i A7 ¢ Z za tj. koordinatne sisteme
polano cilindri¢kih koordinata ili pak koordinatne sisteme sfernih koordinata, Oppw i Appy .

Slika. Dinamika relativnog kretanja materijalne tacke

Brzinu materijalne tacke, kao vektorsku invarijantu, dobijamo diferenciranjem po vremenu
njenog vektora polozaja, te je:

v =F =7+ prlo.pl=7, +[6.5]+7, =7, +7

gdesuv, =v, + [c?), ,5] 1 v. = p komponente brzine materijalne tacke, prenosnog i relativnog kretanja i
opisuju se slede¢im relacijama:

— = - - — - — —(4

vp = rA + [a)’ p] = vp,tmnsl + vp,rut = VA + v](\/ )

‘_;r :/3::0/30 +[é)rel’/_j]

Ubrzanje materijalne tacke, kao vektorsku invarijantu, dobijamo diferenciranjem po vremenu
njegog vektora brzine, te je:

I [,,,) ;-)} [6.5)+ [w ;3} t[ola.p=d,+a, + o5+ [0.5]

Ql
<i-

F=i=d,+|o,p)+[@a.p]+d + a5 ]=a, +d, +a,

Ql
I

gdesu a,, a, i a. komponente vektora ubrzanja materijalne taCke, prenosnog i relativnog kretanja i

Koriolisovog ubrzanja (G. Coriolis — 1792-1849, Mémoire sur les équations du mouvement relatif,
publikovano 1832. godine, ali je prvi relaciju za ovo a,., sada nazvano Koriolisovo, ubrzanje formulisao

Clairaut 1742. godine) usled sprege prenosnog i relativnog kretanja 1 opisuje se slede¢im relacijama:

5r = 5 = p/_jo + |:(Z)rel’b:| + I:a_}rel’ﬁ]—l— [a_jrel’[a_jrel’ﬁ]] = are + EirT + ZirN
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i, =i, +[6.p]+[5.6.5] o =267,

Komponenta a, se javlja samo u slucaju reonomne veze materijalne tacke sa suportom.
Naprimer, ako se materijalna tacka kre¢e po reonomnoj vezi, koja je zadata u pokretnom sistemu
koordinata. U slucaju skleronomne veze ta komponenta je jednaka nuli.

Sada mozemo da rezimiramo: Pri relativnom kretanju materijalne tacke pored relativnog i
prenosnog ubrzanja se javlja i Koriolisovo ubrzanje a. = 2[0?), \7,], koje je dvostruki vektorski proizvod
izmedju ugaone brzine @ prenosnog kretanja i brzine v, relativnog kretanja. Kako je ovo ubrzanje
vektorski proizvod dva vektora ono ¢e biti jednako nuli u slede¢im slucajevima: 1* kada su ta dva
vektora kolinearna; 2* kada je ugaona brzina @ prenosnog kretanja jednaka nuli, odnosno kada se
suport krece translatorno; 3* kada je brzina v relativnog kretanja jednaka nuli, odnosno kada nema
relativnog kretanja.

Imajuéi u vidu da je Koriolisovo ubrzanje vektorski proizvod a,. = 2[(?),12] dva vektora ugaone
brzine @ prenosnog kretanja i brzine v relativnog kretanja, to ono sa tim vektorima obrazuje desni

trijedar tih vektora @, v, d.. Koriolisovo ubrzanje je najveceg intenziteta, kada je ugao 9 izmedju

. . . .. V4
ugaone brzine @ prenosnog kretanja i brzine v, relativnog kretanja jednak 2 odnosno, kada su ta dva

vektora ortogonalna.

Pokretni sa suportom, relativni Aéné

Coriolis>0vo ubryanje

ZiC = 2[@’ ﬁr ]
Re ferentni,apsolutni,nepokretni  Oxyz

Slika. Koriolisovo ubrzanje materijalne tacke pri relativnom kretanju

Na osnovu principa dinamicke ravnoteze sastavljamo slede¢u vektorsku jednacinu:
i=k

I+ F+F, +F,; =0
i=1

Ne gubeci opstost polazimo od vektorske relacije iskaza principa dinamicke ravnoteze u jednostavnijem
obliku za slobornu materijalnu tacku

(cma(t)+ F =0

u prethodnoj jednagini za slu¢aj relativnog kretanja @ je apsolutno ubrzanje, a F aktivna sila, koja
dejstvuje na na materijalnu tacku. U slucaju prinudnog kretanja materijalne tacke na koju dejstvuju veze,
ta sila je rezultujuca sila aktivnih sila i sila veze.

Problem dinamike relativnog kretanja materijalne tacke sastoji se u tome da se pomocu poznatih
pocetnih uslova — poznatog pocetnog polozaja materijalne tacke i njene pocetne relativne brzine u
pocetnom trenutku proucavanja kretanja, kao 1 poznatog zakona kretanja nosaca (suporta) 1 poznatih sila
koje dejstvuju na tu materijalnu tacku, odredi zakon njenog relativnog kretanja. Sada na osnovu principa
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dinamicke ravnoteze sastavljamo sledecu vektorsku jednacinu dinamike relativnog kretanja materijalne
tacke:
ma, =ma —md, —ma

ili

mai, = mi - ml, + |, p |+ [@.[@, pll|- 2m[@,7,]

U prethodnim obrascima su @ ugaona brzina i @ ugaono ubrzanje prenosnog kretanja, i
pretpostavljeno je da su usmereni u direktnom smeru obrtanja (suprotno od smera kazaljke na
casovniku).

Aktivne sile F i sile veze su stvarne sile jer za njih moZemo pokazati izvore iz kojih dejstvuju.
Medjutim, kako u svom udzbeniku dinamika piSe Raskovi¢, za sile —ma, :Fp 1 —mad, :ﬁc, ne

mozemo pokazati izvore i zato ih nazivamo fiktivnim i tipa su sila inercije i to: F, =—ma, prenosna sila

inercije (vodeca sila) i ﬁc =-md, :—2m[c?),\7,] Koriolisova sila inercije. Obe ove sile su suprotno
usmerene od odgovarajucih ubrzanja, a, prenosnogi d. = 2[(7), 17,] Koriolosovog.

Prenosna sila inercije (vodeca sila) ﬁp =-ma, 1Koriolisova sila inercije F. =-md=-2m|®,7, ]
su izvori sustinske razlike u dinamici apsolutnog i relativnog kretanja materijalne tacke. U apsolutnom
kretanju materijalne tacke javljaju se samo stvarne sile — aktivne sile i sile veza koje dejstvuju, dok u
relativnom kretanju pored aktivnih sila i sila veze koje dejstvuju na materijalnu tacku, javljaju se
fiktivne sile - prenosna sila inercije (vodeca sila) ﬁp =-ma, 1 Koriolisova sila inercije

—

F. =—-ma, :—Zm[c?)i,]. Na osnovu principa dinamicke ravnoteZe 1 prethodne analize moZemo da
napiSemo sledecu vektorsku jednacinu dinamike relativnog kretanja materijalne tacke po nosacu
(suportu) u slede¢em obliku:

ma, =F+F, +F,
ili

mi, =F + F,
gde je ﬁq) =I3p +13C ukupna fiktivna sila. Na osnovu poslednje vektorske jednacine mozemo da
iskazemo princip dinamicke ravnoteze relativnog kretanja materijalne tacke na nosacu:

Proizvod mase slobodne pokretne materijalne tacke i ubrzanja njenog relativnog kretanja po
nosacu jednak je zbiru aktivnih sila i fiktivnih sila.

Proizvod mase pokretne materijalne tacke podvrgnute dejstvu veza i ubrzanja njenog relativnog
kretanja po nosacu jednak je zbiru aktivnih sila, sila otpora veza i fiktivnih sila.

mi, =F+F,+F, +F +F,

Specijalan slucaj je kada se suport (nosac) krece jednoliko translatorno, tj. konstantnom brzinom,
1 tada su prenosno ubrzanje i Koriolisovo ubrzanje jednaki nuli, pa su 1 fiktivne sile jednake nuli,
Fq) =0, pa vazi da je:

* za slobodnu materijalnu tacku

ma, = F

* za materijalnu tacku na koju dejstvuju neidealne veze posredstvom otpora veza F, + F

le

otpor sredine F, :

mc_ir = ﬁ +EvN + EVT +Evv
1 jednacine su iste kao i u slucaju apsolutnog kretanja. Pokretni koordinatni sistemi koji se krecu
jednoliko translatorno, tj. u kojima vaze prethodne vektorske jednacine relativnog kretanja su inercijski

sitemi.
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Kada se suport (nosac) krece jednoliko translatorno, tj. konstantnom brzinom, i tada su prenosno

ubrzanje i Koriolisovo ubrzanje jednaki nuli, pa su i fiktivne sile jednake nuli, ﬁq) =0 1 istovremeno pri
prinudnom kretanju materijalne tacke na koju dejstvuje jedna neidealna hrapava skleronomna

geometrijska veza f (§ NN ) =0 vektorska jednacina relativnog kretanja je:
md, = F + Agrad f — ulAgrad f|~ - bv
%

Kada se suport (nosac) krece jednoliko translatorno, tj. konstantnom brzinom, i tada su prenosno
ubrzanje 1 Koriolisovo ubrzanje jednaki nuli, pa su i fiktivne sile jednake nuli, Fq) =0 1 istovremeno pri

prinudnom kretanju materijalne tacke na koju dejstvuju dve neidealne hrapave skleronomne
geometrijske veze fl.(cf,n,;’ )= 0, i =1,2 vektorska jednacina relativnog kretanja je:

I v Voo
ma, = F+ A, grad f, —,ul|/11gradﬁ|;+/12gradf2 —,uz|/12gradf2|;—bv

Kada se suport (nosa¢) krece jednoliko translatorno, tj. konstantnom brzinom, i tada su prenosno
ubrzanje 1 Koriolisovo ubrzanje jednaki nuli, pa su i fiktivne sile jednake nuli, F‘q) =0 1istovremeno pri

prinudnom kretanju materijalne tacke na koju dejstvuje jedna neidealna hrapava reonomna
nestacuinarna geometrijska veza f (f 1,8, t) =0 vektorska jednacina relativnog kretanja je:

— — t ‘7 —
ma, =F+F, +/1gradf—,u|igmdf|;—bv

Kada se suport (nosac) krece jednoliko translatorno, tj. konstantnom brzinom, i tada su prenosno
ubrzanje 1 Koriolisovo ubrzanje jednaki nuli, pa su i fiktivne sile jednake nuli, Fq, =0 1 istovremeno pri

prinudnom kretanju materijalne tacke na koju dejstvuju dve neidealne hrapave reonomne nestarionarbne
geometrijske veze f,.(.f,n, 4 ,t) =0, i=1,2 vektorska jednacina relativnog kretanja je:

- = T ‘_; ‘_; =
ma, = F + F, + Agrad f, —lul|llgradf1|;+ﬂzgmdf2 —,u2|/lzgradf2|;—bv

gde su F ; 117“; fiktivne sile inercije koje poti¢u od reonomnih nestacionarnih veza.
Kada se pokretna materijalna tacka nalazi u relativnom mirovanju (dinamickoj ravnotezi) na
pokretnom nosacu (suportu) tada su v. =0, a, =0, pa sledi i da je Koriolisovo ubrzanje jednako nuli.

Prema tome uslov relativne ravnoteze materijalne tacke, odnosno relativnog mirovanja na
pokretnom suportu je izraZzen slede¢om vektorskom jedna¢inom:

F“+F“p =0
ili
F+(-ma,)=0

Teorema o promeni kineticke energije relativnog kretanja. Integral energije relativnog
kretanja

Razmotrimo prvo slucaj kada je prenosno kretanje suporta (nosaca za koji je vezan koordinatni
sistem A&nd ) stacionarno. Kada je prenosno kretanje stacionarno, onda se pokretni trijedar A&ng

kre¢e translatorno 1 jednoliko konstantnom brzinom v, =c¢ =const koordinatnog pocetka 4 1 njeno
ubrzanje je tada jednako nuli @, =0, 1 jednoliko obrée oko koordinatnog pocetka 4 konstantnom

ugaonom brzinom @ =c¢, = const, kada je @=0. Tada, materijalna tacka. koja se krece relativno po

tom suportu (u odnosu na tu referentnu tacku — koordinatni pocetak A, odnosno relativni sistem
koordinata 4<£n¢ ), dobija ubrzanje usled dejstva suporta, koji se krece 1 njegovog prenosnog kretanja

i, =, +|.p). +lala.p]=[a.a.5]
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jer je {ﬁ .+ [c?), ﬁ]}mc =0. Mozemo zakljuciti da je tada ubrzanje stacionarnog prenosnog kretanja koje
dejstvuje na materijalnu tacku jednako normalnom (centripetalnom) ubrzanju. 1z ovoga sledi da je
vodeca sila inercije prenosnog kretanja ﬁp =-—ma, ili prenosna sila inercije (vodeca sila) pokretne

materijalne tacke, koja se krece po suportu jednaka:

F,=-ma, =-m|éd,[®,p]]

Ova vodeca sila inercije za slucaj stacionarnog prenosnog kretanja ima suprotan smer od
centripetalnog ubrzanja i nazivamo je centrifugalna ili aksifugalna sila. Pored ove vodeée prenosne sile,
inercije 1 za slucaj stacionarnog prenosnog kretanja, javlja se i1 Koriolisova sila inercije

F.=-mid,. =-2m|d,v, ]

Na osnovu prethodne analize za slucaj stacionarnog prenosnog kretanja, koje smo definisali, iz
principa dinamicke ravnoteze za materijalnu tacku koja se relativno krece po tom suportu stacionarnog
kretanja, moZeno da napiSemo sledecu vektorsku jednacinu dinamike relativnog kretanja:

mad, = F —m[é,[é, p]| - 2m[@, 7]

To je osnovna vektorska jednacina dinamike relativnog kretanja materijalne tacke po suportu
koji izvodi stacionarno prenosno kretanje.

N(x,y,z)=N(&7.¢)

Detalj - kinematicke, vektorske invarijante relativnog
kretania

Ozna¢imo sa ds =vdt element luka duz putanje apsolutnog kretanja materijalne tacke, sa
ds,=v,dt prenosnog kretanja, a sa ds, =v,dt njenog relativnog kretanja. OCugledno je da za element
luka putanje pokretne materijalne tacke pri njenom prenosnom i relativnom kretanju je: ds = ds, +ds, .
Sada pomnozimo prethodnu vektorsku jednadinu dinamike relativnog kretanja materijalne tacke po
suportu koji izvodi stacionarno prenosno kretanje. skalarno sa elementom luka ds, =v dt duZz putanje
relativnog kretanja te dobijamo:

ma, = F —m|@,[@, p]|-2m|@,,]/- ds, = .dt

(ma,.v,dt) = (F.ds,)- m((@.[@. ]l s, )- 2m([a) 5 17.dr)

Kako je meSoviti proizvod ([@,,]

—

vV ) tri vektora od kojih su dva kolinearna jednak nuli,
d.,v,dt) mozemo napisati u obliku

o
zatim imajuci u obzir da skalarni proizvod (
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o @, N o [V
(mar,vrdt) = (m 7 ,v,dtj = (mdvr,vr) = d[m 5 j ,
kao i da mozemo transformaisati &lan — m([é,[@, p[}, 45, ) na sledeci oblik
-m(®.|@,plds,)=-m(@. |6, plLdp,) = -m((@, s} |dp. &) = —m(®, sl d|p. &) =
~nllo.p}dlo. )= a| 2o} |
to se prethodna jednacina svodi na sledeci oblik:

d(m%J - d{% @, ,3]2} = (F.ds,)

I na kraju mozemo da napiSemo sledecu relaciju

d{[m%—[g[@,ﬁﬂ}:(ﬁ,d@)

Koja je matematicki iskaz teoreme o promeni kineticke energije relativnog kretanja ili teoreme o promeni
’Zive sile’’ relativnog kretanja materijalne tacke po suportu koji izvodi stacionarno slozeno kretanje.

U slucaju da aktivna sila ima funkciju sile U (cf,l],é’ ) ili U (p) tada se aktivna sila moze izraziti kao
F = gradU (f,?},é’ ) ili F= gradU (p), te je elementarni rad te sile na elementarnom pomeranju duz putanje
relativnog kretanja:

(glj“,dﬁr)z (grad U7 dt)=(gradU,dp)= dU
te matematicki iskaz teoreme o promeni kineticke energije relativnog kretanja ili teoreme o promeni ’’Zive sile’’

relativnog kretanja materijalne tacke po suportu, koji izvodi stacionarno slozeno kretanje u slucaju da su aktivne
sile konzervativne 1 imaju fukciju sile dobija oblik:

(e ot

Sto posle integraljenja u kona¢nom obliku daje relaciju:
v mr_. - v my_. -
(2 )-(30p )| )- (210 | -0

%(vf—[c?),ﬁ]z)=U+h

ili

Ovo je integral energije relativnog kretanja materijalne tacke pri stacionarnom prenosnom
kretanju i dejstvu konzervativnih sila. Moze se iskazati i kao teorema o promeni kineticke energije -
Zive sile’’ energije relativnog kretanja materijalne tacke pri stacionarnom prenosnom kretanju i
dejstvu konzervativnih sila.

Za slucaj relativnog kretanja u ravni ovaj prethodni integral se moze napisati u slede¢em obliku:

2y =U+Zwp*+h
2 2

pri ¢emu je kvadrat potega p’ =& +7°, relativnog rastojanja materijalne tacke od referentnog
koordinatnog pocetka jer, je ¢ =0, dok je ugaona brzina prenosnog kretanja sa sledeéim
komponentama: @, =®, =0, @=a®,. Poslednji integral za sluCaj ravanskog relativnog kretanja u
literaturi je poznat kao Jakobijev integra (Ch. G. Jacobi 1894-1651).
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Specijalni slucajevi relativnog kretanja materijalne tacke.
1* Slucaj kada je prenosno kretanje obrtanje tela oko nepokretne ose

Slucaj kada je prenosno kretanje obrtanje tela oko nepokretne ose proucicemo u slici i reci. Na sledecim
slikama je prikazan model relativnog kretanja pomocu suporta koji rotira oko nepokretne ose ugaonom brzinom

c?)(t)z a)(t)k, koja je funkcija vremena t, gde smo izabrali nepkretni koordinatni sistem, tako da je osa z u
pravcu ose rotacije suporta i da se sa njom poklapa. Ose X i y neprokretnog sistema (referentnog) Oxyz su
upravne na osu rotacije suporta i leZe u ravni upravnoj na tu osu rotacije. Pokretni koordinatni sistem A&ng je

vezan sa suportom i koordinatni pocetak mu se poklapa sa tackom O - koordinatnim pocetkom nepokretnog

—

, . .. - o
koordinatnog sistema Oxyz i sa njim ima zajednic¢ku osu koja se poklapa sa osom rotacije =z, k =k'=—.
a

Pokretni koordinatni sistem rotira oko ose suporta istom ugaonom brzinom kao i suport C?)(t) = a)(t)k . Takodje

usvajamo i polarno-cilindricki sistem koordinata Ar@ z koji ée nam biti od koristi pri daljem racunanju.Ugaono

ubrzanje rotacije suporta neka je & = @ = @k . Takodje pretpostavimo da se materijalna tacka kreée po suportu
po potnatoj putanji relativnog kretanja koja je odredjena u polarnocilindrickom sistemu koordinata 1. =7, (1)770,

o, Z(D(t) i z,=2z, (t) kao i da je vektor njegovog relativnog polozaja u pokretnom sistemu koordinata

p=ri+ zr1€ . Takodje pretpostavimo da nam je poznata projekcija putanje relativnog kretanja r. =r, (q)r )

A

z=g

Detalj - kinematicke, vektorske invarijante relativnog kretanja pri
obrtnom prenosnom kretanju

Sada mozemo odrediti brzinu relativnog kretanja:
V. =T +r.c, +zk
dok je ubrzanje relativnog kretanja

-~ . .2\ .. N L 1d a7
ar = vr = (rr - ’/;¢r2 )VO + (erwr - rr¢r )CO + Zk = (rr - 7’;,@,,2 )VO + _z(rrzgor )Co + Zk
r.oat

Odnosno mozemo napisati da je z:

- .. A

arN = (rr - riqpr )fO

- .. v Ld(,.

d,r =270, 1.9, ), =——\r" o,

T ( ) 0 r’ dt( }.0

a_=zk

Kako su radijalne koordinate materijalne tacke pri relativnom i apsolitnom kretanju jednake, zbog
obrtanja suporta oko nepokretne ose, to se indeks kod radijalne koordinate moze izostaviti, ali se kod cirkularne
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koordinate ne sme izostaviti jer se cirkularne koordinate relativnog i prenosnog kretanja sumiraju te je
@, =@, +@,, te o tome moramo voditi racuna.

Kako je prenosno kretanje obrtanje oko nepokretne ose, to su prenosna brzina i ubrzanje
materijalne tacke, koja vrsi relativno kretanje po suportu, jednaki brzini i ubrzanju tacke suporta u kojoj
se pokretna materijalna tacka nalazi pri njenom relativnom kretanju po suportu. Znac¢i das u njene

polarnocilindricke coordinate u odnosu na suport 7 =r.(t)i,, @ =o(t) i z =z(t), a vektor njenog

relativnog poloZzaja u pokretnom sistemu koordinata p =r.7, + Zr];. Znaci da putanja relativnog kretanja nije
ravna kriva. Prenosna brzina i ubrzanje koje dobija pokretna materijalna tacka usled prenosnog kretanja suporta

koji se obrée oko nepokretne ose ugaonom brzinom a)() ()k o, ki ima ugaono ubrzanje

E=0=ok = (ﬁpk ,gdeje 9, =@, (t) ugao rotacije suporta su:
=@, 5]=r.oT
a,= c?),p,]+ [@.p.]]= A,r+d,y= rol —r.o’N

jer je referentna tacka A4 nepokretna. Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog
kretanja suporta su:

a,r =\®,p, —ra)T—r(ppT:rrgprO

i,y =1.[@.p,]|= 10’ N =147,

Koristeéi izraz za brzinu relativnog kretanja, koju znamo v, = /-7, + r.».¢, + k , te je Koriolisovo
ubrzanje, u obliku:

i, =2a.5,)=2|@.17, + 1.6, + 2k | = 28,7 |+ 2, [3.6, )+ 22|, K |

Odakle sledi da je:

de = 2[@,‘7r] = 27.c, = 21,01, = 2¢p (’;rEO - ’”r(bjo) =dg, +d,

ﬁC:72m[@’ﬁr,] :

Koriolisovo ubrzanje, za razmatrani slucaj prenosnog kretanja, leZi u ravni upravnoj na osu rotacije
suporta (nosaca) i upravno na vektor brzine relativnog kretanja materijalne tacke po suportu, pri tome
komponenta relativne brzine u pravcu ose rotacije ne utiCe na intenzitet Koriolisovog ubrzanja, jer je njen
vektorski proizvod sa ugaionom brzinom suporta jednak nuli. Komponente Koriolisovog ubrzanja pokretne
materijalne tacke, koja se relativno kre¢e po suportu koji rotira oko nepokretne ose po zakonu promene ugla

rotacije @, =@, (t) , u cirkularnom i radijalnom pravcu su:
ce = 2F.0c, = 2¢pl;;‘c0
éCr = _2rr¢ra)’7b = _2¢prr¢r?0

Iz izvedenih izraza moZemo zakljuciti da obe komponente Koriolisovog ubrzanja postoje, kada
je prenosno kretanje rotaciono. Ali mozeno da zaklju¢imo, takodje, da cirkularna komponenta ne postoji
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ako je 1 relativno kretanje rotacija oko ose suporta, ili zavojno kretanje po cilindru oko ose rotacije
suporta.

Sada za ovaj specijalan slucaj, proizvoljnog relativnog kretanja materijalne tacke (u skladu sa
definisanim pretpostavkama proizvooljnosti, 7. =r.(tV,, @, =(t) i z, =z.(¢), r. =r.(p,)) po suportu,
koji rotira oko nepokretne ose po zakonu promene ugla rotacije ?, =(pp(t), mozemo napisati izraze za
prenosnu silu inercije (vodecu silu) F ", =—ma, 1Koriolisovu silu inercije FC =-ma, = —2m[cT), \7,].

Izraz u vektorskom obliku za prenosnu silu inercije (vodecu silu) F, =-ma, je:

—

F,=-ma,= —m[c?),[),]— m|é.[é, p, ]| = —md,, —md,, =-mraoT + mr.w’ N = F+ FPN

Komponente prenosne sile inercije (vodeée sile) F , =—mad, koja dejstvuje na materijalnu tacku
usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, po kome se ona relativno krece su:
F,,=-mad, =-m|\®,p,|=-mnal =-mry,T =-mrp,c,

—

FpN = _mapN = —I’I’l[C?), [5)3 ﬁr ]] = —I’I’l(— rra)z )N = mrra)zﬁ = _m(_ rr¢127 )’_{) = mr”¢!27’76

Koriolisova sila inercije F, =—-ma,. = —Zm[a), \7,] je sada:

F. =—mi, = -2m|,7,]= —2m|@.1.7, + 1,9,8, + 2k |= —2mi[&.7, |- 2mr,,[.6, ] - 2m2|.k |
Odakle sledi da je:
ﬁC = _2ml/;"a)50 + 2m7}¢ra)fb = _2m¢p (rrEO - rr¢r]_;0) = _mziCc - mZiCr

Koriolisova sila inercije F,. =—md, = —Zm[c?), Vr], za raznatrani slucaj prenosnog kretanja, lezi u ravni

upravnoj na osu rotacije suporta (nosaca) i upravno na vektor brzine relativnog kretanja materijalne tacke po
suportu, i pri tome komponenta relativne brzine u pravcu ose rotacije ne utiCe na intenzitet Koriolisove sile
inercije, jer je njen vektorski proizvod sa ugaionom brzinom suporta jednak nuli. Komponente Koriolisove sile

inercije F., koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku, koja se relativno krec¢e po suportu koji rotira oko

nepokretne ose po zakonu promene ugla rotacije @, =@, (t) , u cirkularnom i radijalnom pravcu su:

Fe. =—mag, ==2mi.a¢, = =2me,r.c,

FCr = _maCr = +2m7;¢r0)7_"6 = +2m¢prr¢r70

Iz izvedenih izraza mozemo zakljuciti da obe komponente Koriolisove sile inercije F,. postoje
kada je prenosno kretanje rotaciono. Ali mozeno da zaklju¢imo, takodje, da cirkularna komponenta
Koriolisove sile inercije F,. ne postoji ako je 1 relativno kretanje rotacija oko ose suporta, ili zavojno

kretanje po cilindru oko ose rotacije suporta.

Ako je, naprimer, to zavojno kretanje oko neke ose, koja zaklapa neki ugao « , u odnosu na osu
rotacije suporta, onda postoje obe komponente Koriolisove sile inercije, iako je relativno kretanje po
cilindru, ali projekcija putanje u ravni upravnoj na osu rotacije (polarna ravan) i nije krug, nego neka
kriva slozenog oblika 7. = 7.(¢p,,z, ).

U slucaju da je relativno kretanje po krugu, ili elipsi, ili ravanskoj krivoj putanji, 1 u nekoj ravni,
koja je nagnuta pod uglom « u odnosu na osu rotacije suporta, ¢ija projekcija u polarnoj ravni koju smo
definisali sa r. =7, ((/)r), onda se za zadatak analize sila inercije prenosne i Koriolisove mogu koristiti prethodni
izrazi i relacije, koje smo dobili u prethodnom proucavanju postavljenog zadatka. .

Da ponovimo, prenosna sila inercije (vodeca sila) F,=-ma, 1 Koriolisova sila inercije

P

F.=—-ma =—2m[67),\7,], su izvori suStinske razlike u dinamici apsolutnog i relativnog kretanja

materijalne tacke i u ovom slucaju kada je prenosno kretanje obrtanje suporta oko nepokretene ose. U
apsolutnom kretanju materijalne tacke javljaju se samo stvarne sile — aktivne sile 1 sile veza koje
dejstvuju, dok u relativnom kretanju pored aktivnih sila i sila veze koje dejstvuju na materijalnu tacku,
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javljaju se fiktivne sile - prenosna sila inercije (vodeca sila) F, =-ma, 1 Koriolisova sila inercije

F.=-ma= —2m[(?), 17,], koje smo u ovom specijalnom slucaju odredili.

Sada ma osnovu principa dinamicke ravnoteze i prethodne analize mozemo da napiSemo slede¢u
vektorsku jednacinu dinamike relativnog kretanja materijalne tacke po nosacu (suportu), koji izvodi
rotaciju oko nepokretne ose, u slede¢em obliku:

ma, =F+F, +F,
ili
mi, =F +F,
gde je ﬁq, = ﬁp + ﬁc ukupna fiktivna sila, te je, u proucavanom slucaju, vektorska jednacina dinamicke
ravnoteze:
ma, =F+F, +F,
ma, = F — mr.@c, + mr.o’r, — 2mr.ac, + 2mr.g,or,
ili
mi, = F — m(r,a') + Zfra))é'o + mr,a)(a) + 20, )170
ili
md, = F —mlrg, +2i-¢, 6, + mrg (6, +2¢, ),
Imaju¢i, sada, u vidu izraz za ubrzanje relativnog kretanja mozemo prethodnu vektorsku

jednacinu relativnog kretanja materijalne tacke po suportu, koji se obrée oko nepokretne ose da
napiSemo u slede¢em obliku:

mli =12V + m25p, — 1.3, ), + m2k = F = mlr,is, +27-, )6, + mr, (0, + 29,

m(l; - 1’,(0,2)170 + m%%(rf(pr )50 +mzk = F — m(rr(ﬁp +21.9, )ZO +mr, ((pp + 2@)}70
ili

ml — 1.7 )= F, +mr, (0, +29,)

mi%( 29,)= F, - mlrp, +2:9,)

mz =Z(t,1,,0,)
ili

m(if', - r,gb,z)= F.+mnp, ((bp + 2@)

L (r2g,)= F-m 2 (7, )

r r

mz = Z(t,r,,(p,)
U slucaju kada na pokretnu materijalnu tacku ne dejstvuje aktivna sila FCu cirkularnom pravcu

ili aktivna sila nema tu komponentu u cirkularnom pravcu iz druge diferencijalne jednacine mozemo da
dobijemo sledec¢i integral relativnog kretanja:
1dy,. 1dy,.
m——I\r, =-m——I\r,
L g )L,
2. 2.
2S0 = (rr (or):c _(rr (Dp)
i to predstavlja integral povrsine, koji u ovom slucaju, kaze da je dvostruka sektoska brzina materijalne tacke pri
relativnom kretanju, kada je prenosno kretanje suporta rotacija oko nepokretne ose, jednake, ali suprotnog
znaka, sktorskoj brzini tacke suporta u kojoj je pokretna materijalna tacka koja po tom suportu izvodi relativno

kretanje.
Takodje mozemo napisati i daje

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Predavanja VII Skolska 2006-2007

Str. 12 0od 28
P, ==,
Odnosno
@ +¢,=0
Odnosno

¢r + ¢p = ¢0 = ¢r0 + gppo =cosnt
Specijalni slucajevi proucenog specijalnog slucaja relativnog kretanja materijalne tacke po suportu koji
izvodi rotaciju oko nepokretne ose je: a* kada se materijalna tacka krece po uporednicima ili meridijanima

centralne sfere (Ciji je centar na osi rotacije, kada je ili ». = kR =const,k <1, ili ¢ =const ili b* kada je
kretanje suporta konstantnom ugaonom brzinom ¢p = w = w, = const, a materijalna tacka miruje na suportu;
Kako su to vazni slucajevi koje mozemo razmatrati kao modele koji odgovaraju realnim sistemima dinamike

materijalnih sistema, to ¢emo koriste¢i prethodno izvedene matematicke relacije proanalizirati svaki od th
slucajeva.

Razmotrimo prvo slucaj a*1. kada se materijalna tacka kre¢e po jednom od uporednika centralne sfere
(¢iji je centar na osi rotacije, kada je 7. = kR = const,k <1, z = const .
Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog kretanja suporta su:

r—kR = I:a)apr ]r = ]’;Q)T‘ —k = rrgopco‘ kR = kRgopCO

a
pT kR r,—kR -
Gyl =lofe.p] ,=-ne’N  =-rglh|  =—kR@:
PN r, kR L e Wy _kr r r.—kR rpo r —kR p'0
dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:
Aeel, i = 2”ra)co|,r_kR = 2¢pnco‘rr._kR =0
aCl‘|rr —kR == 27}¢ra)r0|ry —kR = _2¢pn¢rr0‘r IR = _2kR¢p¢rr0

Vidimo da je komponenta Koriolisovog ubrzanja u cirkularnom pravcu jednaka nuli i da postoji samo u
radijalnom pravcu.

Komponente prenosne sile inercije (vodece sile) ﬁp =-ma, koja dejstvuje na materijalnu tacku

p
usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, po kome se ona relativno kre¢e po jednom od uporednika
centralne sfere (¢iji je centar na osi rotacije, kada je 7. = kR = const,k <1, z = const , su:

= —m[a? 0 ] =—mr.g ¢ ‘ =—kmR® ¢
r.—kR ’pr r.—kR l¢p Orr—kR gop 0

=—ml@[6.5,]], ,, =mréF|

pT
F = kmR Ty

‘rr —kR

r.—kR

Koriolisova sila inercije F. = —mad,. = —2m[@,v,] je sada:

= -m2FwG,|, . =—2m@,iE,| =0

Ce r,—kR r.—kR

7. —kR

FC r

=2mngn| . =2me | = 2mkRe,¢F,

r.— . —ki

Vidimo da je komponenta Koriolisove sile inercije, pri relativnom kretanju materijalne tacke po
uporedniku sfere, u cirkularnom pravcu jednaka nuli i da postoji samo u radijalnom pravcu.
Diferencijalne jednacine relativnog kretanja su sada:

—mkR@? = F, + mkR¢, (¢, +2¢5,)

mkR@, = F, —mkR @,

Z = const

U slucaju kada na pokretnu materijalnu tacku ne dejstvuje aktivna sila F’Cu cirkularnom pravcu

ili aktivna sila nema tu komponentu u cirkularnom pravcu, iz druge diferencijalne jednacine mozemo da
dobijemo sledec¢i integral relativnog kretanja:

¢r +¢p :¢0 :¢r0 +¢p0 = cosnt
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zatim unoSenjem u prvu jednacinu dobijamo uslov koji treba da zadovolji radijalna komponenta aktivne sile da bi
se materijalna tacka kretala po uporedniku, a da pri tome ne postoji cirkularna komponenta aktivne sile;

F, =—=2mkR¢, = -2mkRo’
Razmotrimo prvo slucaj a*2. kada se materijalna tacka krece po jednom od meridijana centralne sfere
(¢iji je centar na osi rotacije, kada je ¢, = const, kada je: . = Rsin8 i z=Rcos#, R polupre¢nik centralne

sfere po ¢ijem se meridijanu relativno kre¢e materijalna tacka, a 3 ugao koji zaklapa radijus poloZaja metarijalne
tacke u odnosu na pravac ose rotacije suporta. Taj ugao ¢ se moze usvojiti za koordinatu relativnog polozaja
materijalne tacke na sferi po kojoj se krece.

Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog kretanja suporta su:

apT\% = 6.5, L =r,oT o = 1,Co| = R, sin 56,
Q) =065, ., =-10)7 =R sin G,
dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:
ZiCC o, =const 21/;0)50 o, =const 2¢P’;VEO - _2R¢p‘9008 '960
Gl oy =200,00), =200 =0

Vidimo da je komponenta Koriolisovog ubrzanja u radijalnom pravcu jednaka nuli, i da postoji samo u
cirkularnom pravcu upravnom na ravan meridijana po kome se krece.

Komponente prenosne sile inercije (vodece sile) £, =—ma,, koja dejstvuje na materijalnu tactku

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, po kome se ona relativno krece, kada se materijalna tacka krece

po jednom od meridijana centralne sfere (¢iji je centar na osi rotacije), kada je ¢, = const, kada je: r. = Rsin$ i
z=Rcos9, su:

F, = —m[a?, ,5,] =— mrra')T‘ = —mrr(ﬁpEo‘ =-mR¢, sin9c,
@, —const @, —const @, —const

o _ > [- - _ 22— _ LD . s

F,y oot m[a), [a), P, ]]%_const =mr@, 1, =—mR@, sin g,

Koriolisova sila inercije F,. =—-ma, = —Zm[a), 17,] je sada:

Fe,

¢ ‘
@, =const

= — 2mF.c, = -2mg,i-¢, = 2mR ¢, 9cos 9,

@, =const

—

FCr

= 21,0, 0% =20,1.0,7| =0
@, =const P ¢, =const gpp Pl @, =const

Vidimo da je komponenta Koriolisove sile inercije pri relativnom kretanju materijalne tacke po
meridijanu sfere u radijalnom pravcu jednaka nuli, i da postoji samo u cirkularnom pravcu upravnom na
ravan meridijana po kome se tacka krece.

Diferencijalne jednacine relativnog kretanja su:
mli; — 1,92 )= F, + mr.p, (6, +26,)

1d(,. 1dy,.
m——I\r. =F -m——Ir,

rrdt(’gor) ‘ rrdt(r%)

mz = Z(t,rr,(pr)
te je sada:

Kako je
@. =const, r.=Rsind i z=Rcos$, to prethodni sistem jednacina relativnog kretanja postaje:
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2

mR%(sin 9)=F + mR(/')f, sin

R d(. .,
0=F — — 9
‘ msinSdt((ppsm )
z=Rcos$

U slucaju kada na pokretnu materijalnu tacku ne dejstvuje aktivna sila F“Cu cirkularnom pravcu

ili aktivna sila nema tu komponentu u cirkularnom pravcu iz druge diferencijalne jednacine mozemo da
dobijemo sledec¢i integral relativnog kretanja:
®, sin® & = const

4 = arcsin C().nst
P
odakle sledi da je
r.=Rsin$=R C?nst
Py

Const
P,

z=Rcos%=R |1-

Zatim, unoSenjem prethodno dobijenog resSenja, u prvu jednacinu dobijamo uslov koji treba da zadovolji radijalna
komponenta aktivne sile da bi se materijalna tacka kretala po meridijanu, a da pri tome ne postoji cirkularna
komponenta aktivne sile;

2
F :mR%(sinS) mR¢’ sin 9 = mR— Const mR, Co.nst

Sada ¢emo razmotriti slucaj b* kada je kretanje suporta konstantnom ugaonom brzinom
@, = ® = @, = const, a materijalna tacka miruje na suportu 7, = kR = const,k <1,¢, = const .

Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog obrtnog kretanja suporta su:

:r,a}f‘ =1$,6,|  =kRp,E, =0
r, kR [ ’pr],kR 7 ro—kR rgop Or,—kR gop 0

apr

- 2 %7 _ s _ D
apN‘r,—kR a) pr ]] —rLo N‘rr—kR - rr¢pr0‘rr kR kR¢prO
dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:

= 2r,,a)c0| = 2gopr,c0‘r._kR =0

aCC r.—kR . —kR

2r ¢ra)r0| 2¢pn¢rr0‘ _kR = _2kR¢P¢'J_{) - O

aCV 7, —kR
Vidimo da su obe komponente Koriolisovog ubrzanja i u cirkularnom pravcu i u radijalnom pravcu
jednake nuli.

Komponente prenosne sile inercije (vodeée sile) F, , =—mad,, koja dejstvuje na materijalnu tacku

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, na kome ona relativno miruje na centralnoj sferi (¢iji je centar na
osi rotacije, kada je . = kR = const,k <1, ¢. =const. z =const, su:

ﬁPT R (@, Pr ]r,—kR - —mr,,(prO‘r._kR =—kmR,c, =0
FPNLV,,CR - [ [a’ yop ]] R m”(ppro‘ s ka(/');FO = kmRo’F

Koriolisova sila inercije F,. =—md,. = —Zm[c?), 17,] je sada jednaka nuli.

Aktivna sila treba da ima samo radijalnu komponetu jednaku

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Predavanja VII Skolska 2006-2007

Str. 15 od 28

F, =—mkR¢, = —mkRo’

da bi materijalna tacka relativno mirovala (7. =kR =const,k <1, ¢ =const. z=const) na sferi pri
prenosnom kretanju, koje je rotacija suporta konstantnom ugaonom brzinom.

Na narednim slikama su prikazani kineti¢ki parametri relativnog kretanja materijalne tacke po sferi, koja
je suport relativnog kretanja.

o wiai)=0 A s s
FC:Zm‘[a),vr]:mezr F, = —m|@|o, 5] = motrN .- F,= m|@,[@, p]]= ma’rN

i (eekEt O TN

~ = . . , I . . Materijalpatacka se ne krece i relativno miruje po uporedniku, ali se kre¢e ugaonom
v, = wrT materijalna tatka se kreée po uporedniku istom ugaonom brzinom okretanja [N s . % PR -
r 1 brzipom okretanja suporta —sfernog nosaca — Zemlje opisujuéi kruzne putanje po

suporta —sfernog nosaca — Zemlje, brzine prenosna, relativna i apsolutna su kolinearne upgredniku, a brzine, prenosna i apsolutna, su kolinearne i jednake, jer je relativna brzina

Relativno kretanje teSke tacke po povrsi Zemlje.

Pod apsolutnom tezinom tela podrazumevacemo njegovu tezinu pod pretpostavkom da Zemlja
miruje, I tada ¢e na povrsi Zemlje, tezina materijalne tacke, koja miruje, biti mg i usmerena ka centru
Zemlje, gde smo sa g oznacili ubrzanje kojim Zemljina teza dejstvuje na materijalnu tacku. Kao §to je
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. . e , . . 2
poznato, Zemlja ostvaruje sopstvenu rotaciju, tj. obrce se oko svoje ose ugaonom brzinom @ = - gde

je T period vremena za koji napravi jedan obrt:

S22 929107 sec ]
T 86164

Ptretpostavimo da se osa sopstvene rotacije krece jednoliko translatorno i pravolinijski
(zanemarujemo kretanje po elipti¢noj putanji oko Sunca) ve¢ uzimamo u obzir samo uticaj sopstvene
rotacije na relativnhu ravnotezu i relativno kretanje materijalne tacke po povrsi Zemlje. Uz takve
pretpostavke moZemo koristiti naSa prethodna procavanja relativnog kretanja materijalne tacke po
centralnoj sferi — suportu, koji se obrée oko svoje nepokretne ose konstantnom ugaonom brzinom.
Analizu vektorskih kinematickih (brzina i1 ubrzanja) i vektoprskih kinetickih (sile inercije prenosnog
kretanja i Koriolisove sile inercije) invarijanti, koju smo napravili, sada mozemo primeniti za analizu
uslova relativne ravnoteZe i relativnog kretanja materijalne tacke po [povréi Zemlje, koja je sada taj

sferni suport koji rotira konstantnom ugaonom brzinom @ =729-107 ecfl]. Na narednim slikama je

dat graficki prikaz sile apsolutne tezine i odgovaraju¢e komponente usled dejstva sile inercije prenosnog
kretanja.

. s L
F.L£2m|a,v. |=0 L 4 o[ - — = . 2 =
cT [%.7,] .- E, =-m[@,[®, p]|= ma*rN F, =-m[@,|6,p]l=me’rN | 4
| .-
: e
Mdterudlnd'tdckd se ne krece i relativno miruje po uporedniku, ali se krece ugaonom Materijalna tacka se ne krece irelativno miruje po uporedniku, ali se kre¢e ugaonom brzinom
! 1 brzinom okretanja suporta —sfernog nosada — Zemlje opisujuéi kruzne putanje po okretanja suporta —sfernog nosaca — Zemlje opisujuci kruzne putanje po uporedniku, a brzine,
upm:ednlku a brzine, prenosna i apsolutna, su kolinearne i jednake, jer je relativna brzina prenosna i apsolutna, su kolinearne i jednake, jer je relativna brzina jednaka nuli - tacka miruje na

Vidimo da na materijalnu tacku koja relativno miruje na povrsi Zemlje, koja je centralna sfera suporta
koji rotira konstantnom ugaonom brzinom te kompletnu analizu relativnog mirovanja materijalne tacke na suportu
u slucaju b* sada mozemo primeniti.

Kretanje suporta konstantnom ugaonom brzinom gbp = w = w, = const, a materijalna tacka miruje na
suportu - povrsi zemlje pa je 7. = kR = const,k <1,¢, = const .

Komponente ubzanja materijalne tacke usled prenosnog sopstvenog obrtnog kretanja Zemlje
(sopstvena rotacija oko sopstvene ose Zemlje) su:

—|&. 5 =mf\ =r"5\ — kR & =0
r kR [ ’pr]r,—kR r r,—kR rgop Or,‘—kR gop 0

a,

a ‘ a)p]] =—rw'N :—r(/)zf‘ =—kR@’T,
PN r, —kR r r ro—kR rt’p'o 1 —kR p 0

dok su komponente Koriolisovog ubrzanja:

=0

r.—kR

acc r.—kR = 2’/"0)00|rr —kR = 2¢P7"CO
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aCr r, —kR == 2’/;”¢ra)r0 7, —kR = _2¢pn‘¢l‘r0‘

Vidimo da su obe komponente Koriolisovog ubrzanja i u cirkularnom pravcu 1 u radijalnom pravcu
jednake nuli.

= ~2kR, 4,7, =0

l‘y -

Komponente prenosne sile inercije (vodece sile) F, =—-ma, koja dejstvuje na materijalnu tacku,

usled prenosnog obrtnog kretanja suporta, na kome ona relativno miruje na centralnoj sferi (¢iji je centar na
osi rotacije, kada je . = kR = const,k <1, ¢ =const. z =const,su:

FpT r kR = _m[a); P, ]r,.kR = _m7r¢pco‘rr i = —ka¢pCO =0
F = INd » _ 22— _ .0 0.
o P m[a), [60, yon ]]rﬁkR = mr,,(ppro‘rr_kR = kmR@, 1, = kmRaor

Koriolisova sila inercije F, =—-ma,. = —2m[(?), 17,] u ovom sluc¢aju je jednaka nuli.
Prenosna sila inercije (vodeca sila inercije) ima komponentu samo u radijalnom pravcu i to
jednaku
_ _ -2 2 _ 2
F, =F, =-mkR¢, =—-mkRw"~ =-mRw" cosy,

P
gde smo sa , oznaCili ugao koji vektor poloZaja materijalne taCke zaklapa sa ravni polutara (najveceg
uporednika paralelnog uporedniku na kome je materijalna tacka). Ugao v predstavlja geografsku $irinu polozaja
na Zemlji u kojoj se nalazi (miruje) materijalna tacka. Pravac sile apsolutne tezine mg usmeren ka centru

Zemlje zahvata ugao y/, sa ravni polutara Zemlje. Na prethodnoj sl¢ici je dat graficki prikaz.

F,=-m|@,[d,p]l=moN | 4

Materijalne tacke se ne krecu i relativno mirujo po po odgovaraju¢em uporedniku, ali se krecu
ugaonom brzinom okretanja suporta —sfernog nosaca — Zemlje opisujuéi razli¢ite kruzne putanje po
odgovaraju¢im uporednicima, a odgovarajuce brzine, prenosna i apsolutna, su im kolinearne i
jednake, jer su im relativnaze brzine jednake nuli - tacka miruje na suportu. Kako imaju razli¢ite
brzine jer su razli¢ito udaljene o dose rotacije, pa su im i prenosna ubrzanja razli¢ita, a sa tim i
vodece sile inercije prenosnog kretanja razlicite, te su i njihove rezultujice sile relativnih tezina
razli¢ite na razli¢itim geografskim Sirinama

Sada vidimo da na materijalnu tacku dejstvuje dve sile:

F,=-F,= mkR(p;?O = mkR@’7, = mR@’ cosy 7,

G, = —mg(?o cosy, +k sin Wo)

te je rezultujuca sila pritiska materijalne tacke koja relativno mituje na provrsi Zemlje jednak vektorskom zbiru
ovih sila:

|
|

.+ F, =mRe’ cosy,, - mg(?o cosy, + k sin l//O)

v
- - - 5 N -
, =G, +F, = mcosyfo(— Ro™ + g)ro —mgk siny,
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i pravac te sile pritiska zaklapa ugao  sa ravni polutara (najveceg uporednika paralelnog uporedniku na kome je

materijalna tacka), a taj ugao | predstavlja geografsku Sirinu polozaja na Zemlji u kojoj se nalazi (miruje)
materijalna tacka.
Intenzitet ove sile je:

G, = m\/cos2 l//o(— R’ + g)2 +g’sin*y, = m\/g2 +R’@" cos’w, —2Rgw’ cos’ v,

G, = m\/g2 + (R2w4 —2Rgw’ )C082 W, =mg,

gde smo sa g, oznaili sledeCi izraz za ubrzanje Zemljine teZe na odgovarajucoj geografskoj Sirini:

g, = \/g2 + (R2w4 —2Rgw’ )0032 W,
Na prethodnoj slici graficki su prikazani pritisci materijalne tacke na dvema raznim geografskim Sirinama
na kojima su ubrzanja razlicita i iznose:

g, = \/gz + (R2w4 - 2Rga)2)cos2 Vo

g, = \/gz + (R2w4 —2Rgw’ )cos2 Vo
uporedjivanjem njihoviih veli¢ina:

g, = \/gz + (Rza)4 —2Rgw’ )cos2 Wor > &1 = \/gz + (sz4 —2Rgw’ )cos2 Vo,
Zakljucijemo da je tada

cos’ y,, > oS’ Y,

odnosno , <¥,,, odnosno da su na ve¢im geografskim Siruinama veca ubrzanja, odnosno kada je ugao v,
ve€i, to je ubrzanje materijalne taCke vece 1 kada je v, :E’ tada je tacka na polu, pa je njeno ubrzanje

g ,=g~9832 [m Sec_z], akada je y, = 0 tada je tacka na ekvatoru (polutaru), pa je njeno ubrzanje jednako:
yr

[}

8y-0 = \/g2 + (R2w4 - 2Rga)2) ~ 9,798 [m sec_z],
Pri ¢emu su uzeti sledeéi podaci: Rw® ~ 0,034 [m sec_z] i poluppreénik Zemlje R =64-10° [m] Sa ovim
podacima uoc¢avamo da je tezina istog tela na polu oko 5 %o veca od njegove tezine na ekvatoru.

Klero je izveo aproksimativni obrazac

g, = Vg + (R0 —2Rgw?* )eos* v, = g\/l + é(Rza)4 —2Rgo’ )cos2 A

g, ~ g\/l -2 0,034 cos’ y, ~ g(l —0,034cos” 1//0)
g

Prema podatku iz udzbenika D. Raskovi¢, u primeni, umesto prethodnog Kleroovog pribliznog obrasca, je
eksperimentalno dobuijen obrazac:

g, =9,779888 + 0,052210sin’ y, —0,000003%

u kome je prikazana i zavisnost 1 od geografske Sirine ¥ i od nadmorske visine 4 .

Pravac relativne teze ne prolazi kroz centar Zemlje, ve¢ se€e Zemljinu osu sa suprotne strane od
Zemljine hemisfere na kojoj je polozaj materijalne tacke na Zemlji. Taj pravac predstavlja pravac
vertikale posmatranog mesta u kome miruje posmatrana materijalna tacka, a ravan upravna na taj pravac
je ravan horizonta tog mesta. Ugao i koji ¢ini taj pravac sa ravni ekvatora je, kao $tp smo ve¢ rekli
geografska Sirina doticnog mesta ().

Da bi smo proucili kretanje teske tacke na Zemlji, usvojimo da je u centru Sunca koordinatni pocetak
referentnog, apsolutnog, nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz, a na povrsini zemlje u tacki, u kojoj je
materijalna ta¢ka, uzmimo koordinatni poCetak pokretnog sistema koordinata A£n¢ , koji je vezan sa Zemljom.

Ovaj koordinatni sistem usvojimo tako da njegova osa A¢ pada u pravac vertikale posmatranog mesta na Zemlji,
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a druge dve ose A&i An usvojimo da padaju u pravce tangenti na meridijan A&, odnosno uporednik 477,

redom. Tako usvojeni koordinatni sistem ima ravan A&7 za horizontalnu ravan.
Diferencijalna jednacina relativnog kretanja materijalne tacke je:
mad, = F —m[@,[@, p]|- 2m[@,v ]

odnosni

B :%F—[@,[@,ﬁ]]—z[@,v,,]

I

Za slucaj kretanja materijalne taCke u odnosu na Zemlju za aktivnu silu uzimamo silu GW = mgwlg', a
dvostruki vektorski proizvod ¢emo zanemariti imajuci u vidu da je ugaona brzina sopstvenog brtanja
Zemlje veoma mala @ =729-107" [secfl], te ¢e prethodna jednacina dobiti oblik:

i, ~g,-2[@,7 ]
Ovo je diferencijalna jednacina relativnog kretanja materijalne tacke pod dejstvom sile teze na

odgovarajucoj geografskoj Sirini 1 s obzirom da je pretpostavljeno da je ugaona brzina sopstvenog
obrtanja Zemlje konstantna, to prethodnu jednac¢inu mozemo integraliti te se dobija:

= g,0- 206,51+
gde je 5'1 integraciona konstanta. Ako pretpostavimo da je u poc¢etnom trenutku materijalna tatka imala
sledece pocetne uslove 1 brzinu:
t=0, 5(0)=0.7,(0)=7,
onda sledi da je
%7+ 80— 2. ]
Ako sada ovu vrednost za brzinu relativnog kretanja unesemo u diferencijalnu jednacinu
i, ~g, - 20,5, + 3,0~ 20, pl|= g, -2[a.5,]-2a.8, |+ 4a.[a,5]
ili posle sredjivanja
i, ~g, ~2a.v,]-25.g,]

F,] = —m[c?), [cf), ,5]] =mao* N | 4

Materijalne tacke se ne krecu i relativno mirujo po po odgovaraju¢em uporedniku, ali se krecu
ugaonom brzinom okretanja suporta —sfernog nosaéa — Zemlje opisujuéi razli¢ite kruzne putanje po
odgovarajuéim uporednicima, a odgovarajuce brzine, prenosna i apsolutna, su im kolinearne i
jednake, jer su im relativnaze brzine jednake nuli - ta¢ka miruje na suportu. Kako imaju razli¢ite
brzine jer su razli¢ito udaljene o dose rotacije, pa su im i prenosna ubrzanja razlicita, a sa tim i
vodece sile inercije prenosnog kretanja razlicite, te su i njihove rezultujice sile relativnih tezina
razli¢ite na razli¢itim geografskim $irinama

Dalje dvostrukim integraljenjem ove diferencijalne jednacine dobijamo:
Vo~ gt 2@,5,]-]@,8, ]+ v,

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Predavanja VII Skolska 2006-2007

Str. 20 od 28
- - -
p ~ gl// __tz[a)"_}.rO]_?[a)’gl//]_i_ ‘7}'01

I o £ .

p ~ erZ +E(gl// - 2[a)’vr0])_?[a)’gl//]
Ova vektorska jednaciina predstavlja vektorsku, kona¢nu, jednacinu kretanja materijalne tacke pod
uticajem Zemljine teZe i prenosnog kretanja usled sopstvene rotacije Zemlje. Iz ove jednacine nije tesko

dobiti odgovarajuce skalarne.
Ugaona brzina sopstvenog obrtanja Zemlje u pokretnom sistemu koordinata je:

& =-wcosy [ +wsiny k'
dok je ubrzanje

g, =-gk
1 brzina relativnog kretanja

er = éolﬁ + 7707 + é;ol;’

) 3
PRV +%(§V/ - 2[5)"7)‘0])_%[5)’§V/]

pore s
Z’( }-’/ ];r Z’r }-’/ ]}'(
P A . r .
p:(foi'+770j'+§0k'>‘—? g, k'+2-wcosy 0 wsiny —?—a)cosw 0 wsiny
& o <o 0 0 8y

Iz ove jednacine vidimo da komponenta relativnog ubrzanja u ¢ pravcu ne zavisi od vremena, te
da je konstanta:

2
¢ = é;ot_%(gw -2wn, Sinl/’)

a,, = l = —(gy, - 2w, sint//)z const

Iz prerthodnih jednacina mozemo prouciti slobodan pad, kao hitac navise ili nanize sa po¢etnom
brzinom usmerenom navise ili nanize ili pak pod nekim uglom u odnosu na horizont (povrs Zemlje), u
bezvazdusnom prostoru za sledece pocetne uslove: :

p= &'+ dF
;’! jr l_c'! l‘-’r jr l;,
I P A A . ’ . -
p= (foi’+770j'+§0k’)‘—? g, k'+2-wcosy 0 wsiny -3 —wcosy 0 wsiny|+ p,
o Mo o 0 0 8y
, ZTV ]r ];, . Z’r ]! ]_C”
p= —% g./,lg'+2—a)cosy/ 0 wsiny -3 —wcosy 0 wsiny +§Ol€'
0 0 £, 0 0 g,
¢=0
. 3
n=t'wl,cosy 3 gy@cosy
£’ t
é’ :_Egy/ +é’0 :h_?gy/
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u bezvazduSnom

ili za hitac naviSe ili nanize sa pocetnom brzinom usmerenom navise ili nanize,
protoru

=0
2 r
n==xv,t a)cosy/—ggy,a)cosy/
£’ £
CI—E&, +¢ =h—3g,,,

ili za slobodan pad:

=0
3
n=——g,0cosy
tZ
g=h 78

a kada eliminiSemo vreme dobijamo:

ZZW
Ji@—:z

3

)
Jﬁj?w—gf

3

oQ

g,®cosy

|
|

g,cosy

9g,m" -8’ cos’y(h—¢ =0

jednacinu putanje kod slobodnog pada u bezvazdusnom prostoru, ali uzimajuéi u obzir uticaj prenosnog
kretanja sopstvene rotacije Zemlje:

9gy/ 2 3

————n +H{-h)=0

8w” cos’ i 7 HE - h)

Ta putanja predstavlja parabolu razlomljenog eksponenta 3/2 uravni £=0 ili 4n< .
Sa ovom izvedenom vektorskom jednainom

p= &+ &F
;’! jr lg, l‘-’r jr l;,
P A ae . £ . -
p:(§0i’+770j'+§0k’)‘—? g, k'+2-wcosy 0 wsiny —?—a)cosw 0 wsiny|+ p,
& Mo So 0 0 8,

,0ze se analizirati i1 slucaj kretanja materijalne tacke poznat pod imenom kosi hitac $to zavisi od zadatih
pocetnih uslova.
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Fukovo klatno

Leon Fuko (Léon Foucault 1819-1868) je 1851. godine razmotrio slucaj kretanja teSke
materijalne tacke vezane, na koncu velike duzine ¢ za Zemlju. Takav sistem poznat je pod imenom
Fukovo klatno.

Da bi smo resili ovaj zadatak usvojimo u sredistu sfere nepokretni sistem koordinata Cxyz,a
pokretni sistem koordinata, vezan za Zemlju, neka je koordinatni sistem koordinata A&nd pri Cemu se
tatka A4 nalazi na Zemlji i u¢vrS¢ena za nju. Usvojimo i odgovarajuéi polarno-cilindricki sistem
koordinata Arp( , S obzirom da je za tu tacku ucvrSéen konac klatna duZine 7, to ¢e materijalna tacka

na koncu izvoditi relativno kretanje po sferi poluprecnika ¢, pa je to prinudno relativno kretanje
materijalne tacke po sferi, ¢ija je jednacina u pokretnom sistemu koordinata

fEng)= +n’+¢7 =0 =0 li Frne)=r+2

Le pendule de Foucault
de I'Université du Luxembourg

des.
PUniversité  du Lusembourg [ 19

(Limpertsbe saggéré  aux  respomsables
imstallstion d'un pendule de Foucault

La suspension
du pendule

lEEEGNEE OUEAULT
sSON CEUVRE

3 Lasphire
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200 mem, Elle e fi trémité
3 |'||||Jnl|.||m|nc Jullrl mgueur de 16 m.

I.; fleche mobile visible &
cram ¢f la trace Ay
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déplacement du pc‘nllrlr par
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MasSinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Predavanja VII Skolska 2006-2007
Str. 23 od 28

Na materijalnu tacku klatna dejstvuju, kao aktivna sila - sila teZine G= —mgwl;’ , sila inercije

vodeca sila inercije prenosnog kretanja usled sopstvenog obrtanja Zemlje ugaonom brzinom sopstvenog
obrtanja:

&=—-wcosy i’ +wsiny k'
Koriolisova sila i sila dejstva veze konca (na relativno kretanje dejstvuje veza — kretanje po povrsi)-
otpor veze FN koji pada u pravac AN sa smerom ka koordinatnom pocetku. Za sastavljanje jednacina

relativnog kretanja koristi¢emo teoremu o promeni momenta koli¢ine kretanja ili zamahu za osu A&

L, :m%(rz(p):M; = ([p [-2ma,v ]] k )
Ovde smo koristili to da je na osnovu teoreme o promeni momenta koli¢ine relativnog kretanja
materijalne tacke ili zamahu za osu ¢ izvod momenta koli¢ine relativnog kretanj materijalne tacke
jednak momentu sila koje dejstvuju na materijalnu tacku, uzimajuéi u obziri aktivne 1 fiktivne sile
inercije i ortora veza. Kako otpor veze F“N seCe osu ¢ to je moment te sile jednak nuli, a moment sile
tezine za tu osu, je takodje jednak nuli, jer je sila tezine paralelna sa tom osom, tako da samo
Koriolisova sila inercije ﬁc = —2m[a3, 17,] daje moment za tu osu A . Zato prvo odredimo njen poment
za pol u koordinatnom pocetku:

M, =|p.F.]=-2mlp,[5.5,]

Dok je projekcija M, tog momenta na pravac ose A¢

= ,.5)=(p. B k)= —2m([p.[@,5. 11 k') = —2ml@(5.5,) - v,(5. @) k') = 2m(5.. &'\ 5. &) = 2m{ (5, &)

M, =¥ ,.k')=-2m([p.[6,5, k") = 2m¢ (5. &) = 2m ot siny
jer su vektori p 1 v ortogonalni, a njihov skalarni proizvod je jednak nuli (/3,\7,): 0. Takodje je i
G.8)=¢.

Sada sledi da je:

L = mi(rng):M = ([,5 [-2mé, v ]| E'): 2mlol siny

: dt ¢ ’ e

Odnosno jednacina dobija oblik

%(rz(p) =2Clwlsiny

Iz jednacine veze odredjujemo koordinatu brzine relativnog kretanja na slede¢i nacin:

S g)=r+ =07 =

s[5 -3

. ]/' .
R——7
¢ 1
Unose¢i ovu aproksimaciju u prethodnu jednacinu dobijamo :
d

r . .

r —2—rwlsiny = -2rr@sin
dr ( (/’) / 4 4
%(rng)Jr 2rirwsiny =0
Ova jednacina se moze integraliti, jer razdvaja promenljive
(r2¢§+ r*osiny ~C
gde je Cintegraciona konstanta koja se odredjuje iz pocetnih uslova.

(¢ + wsiny )~ C = r} (¢, + wsiny)
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Le pendule au Panthéon

L'Expérience du Panthéon
en 1851

Sous les voiites élevées de certains édifices, le phénoméne devrait
prendre une splendeur magnifique. Nous avons trouvé dans le Panthéon
un emplacement merveilleusement approprié 4 l'installation d'un
pendule gigantesque; nous avons trouvé pareillement dans
l'administration les dispositions les plus favorables 4 l'exécution du
projet que suggérait cette immense coupole. Sur une simple description
du projet de l'expérience, sur I'énoncé des résultats probables qu'elle
fournirait 4 la science et qu'elle mettrait sous les yeux de tout le monde,
le président de la république résolut que la chose serait faite, et avec la
rapidité de I'éclair, sa haute protection réagissant jusqu'au dernier degré
de I'échelle administrative, on vit, en moins de quinze jours se dresser
les appareils. (Journal des Débats, 31 mars 1851)

L'invention du pendule se répand rapidement dans le monde: simplicité
de son principe, mystére de ce mouvement & grands battements créé
sans intervention extérieure apparente.

L'expérience du pendule renouvelée au Panthéon en 1902
par Camille Flammarion et Berget

Le pendule & 'Université du Luxembourg

[

Le pendule contemporain —
au Panthéon

EE
=

f: .". [ |

NI
|

Kada su pocetni uslovi takvi da je u pocetnom trenutku klatno bilo u koordinatnom pocetku
7, =0 11imalo neku pocetnu brzinu ¢, # 0 onda iz prethodne jednacine sledi da je:

(¢ + wsiny )= 0
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Sto daje

Q= —wsiny

Q= —otsiny +c,

Iz poslednje relacije zaklju¢jemo da se ravan klatna obrce u suprotnom smeru od smera
sopstvenog obrtanja Zemlje, a da brzina obrtanja klatna zavisi od geografske Sirine y tacke vezivanja

klatna. Najveca brzina obrtanja ravni klatna je na polu, gde je geografska Sirina y =%, pa je brzina

obrtanja ravni klatna ¢ ~ —® po apsolutnoj vrednosti jednaka ugaonoj brzini sopstvene rotacije Zemlje,
pa ravan klatna za 24 ¢asa napravi jedan pun obrtaj, dok je na ekvatoru ta brzina jednaka nuli ¢ =0 jer
je geografska §irina jednaka nuli, w = 0. Na primer u Beogradu gde je geografska Sirina y = 44°48'13"
ravan klatna se obrne za 10°24' u proteku od jednog ¢asa.

Znaci da se ravan klata obrée sa istoka na zapad. Prvi eksperiment sa klatnom duzine 67[m] i
kuglom mase 30[kg] izveo je Leon Fuko (Léon Foucault 1819-1868) je u Pariskom Panteonu 1851.
godine i1 uocio pojavu obrtanja ravni klatna i time dokazao obrtanje Zemlje. Za geografsku Sirinu od
w = 45" ugao za koji se obrne ravan klatna bi¢e ¢ ~10°38' za jedan srednje sunéan dan.

Kako sila tezine ima funkciju sile U = mgd

APPENDIX
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