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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA IIT - DINAMIKA - KINETIKA

V.PETA NEDELJA
Stabilnost kretanja i mirovanja.
Kriterijumi stabilnosti.

VI. SESTA NEDELJA
Dinamika materijalne tacke

Diferencijalne jednacine kretanja materijalne tacke i njihovi integrali, pocetni uslovi.

Pravolinijsko kretanje materijalne tacke. Vertikalni hitac navise i nanize. Sila zavisi samo rastojanja: Harmonijsko
kretanje. Slobodan pad sa velike visine. Sila zavisi od rastojanja i brzine: Amortizovano kretanje. Sila zavisi od vremena,
rastojanja i brzine: Prinudne oscilacije.

Krivolinijsko kretanje materijalne tacke u ravni: Horizontalni i kosi hitac.

VIL.1. SEDMA NEDELJA

Konzervativno kretanje. Konzervativne sile. Funkcija sile. Cauchy-Reiman-ovi uslovi. Rad konzervativne sile.
Potencijalna energija. Teorema o odrzanju mehanicke energije. Integral energije. Odredjivanje funkcije sile.

Centralna kretanja. Funkcija sile kod centralnih kretanja. Bineov obrazac. Diferencijalne jednadine kretanja u
generalisanom sistemu koordinata. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VIIL.2. OSMA NEDELJA

Prinudno kretanje materijalne tacke. Veze. Podela veza. Uslovi za brzinu i ubrzanje. Lagrange-ovi mnozioci veza.
Kretanje materijalne tacke po idealnoj povrsi. Lagrange-ove jednacine I vrste. Diferencijalne jednacine kretanja u prirodnom
sistemu koordinata. Integral energije. Kretanje materijalne tacke po obrtnoj povrsi. Prinudno kretanje materijalne tacke po
liniji. Integral energije. kretanje materijalne tacke po krugu u polju zemljine teze. Dinamika relativnog kretanja materijalne

Centralna kretanja
(Kretanje materijalne tacke u polju centralnih sila).

Uvod

U jednom od prethodnih predavanja definisali smo pojam momenta impulsa kretanja
L def
materijalne tacke L, = [17 , 13] za pol u stalnoj tacki, a napomenuli smo i da se koriste i nazivi kineticki

moment, kao i zamah. Na narednim slikama je dat graficki, geometrijski prikaz vektora momenta
L def
impulsa kretanja materijalne tacke L, = [17 , [9] za pol u stalnoj tacki O, koji je upravan na ravan, koju

¢ine vektor polozaja materijalne tacke F(Z) u odnosu na momentnu tacku - pol O i vektor impulsa

kretanja te materijalne tacke ﬁ(t), a tu ravan smo obelezili sa R; ;ili R; ;.

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta L, materijalne tacke, za pol O i odgovarajucih

kinematickih i kinetickih vektorskih invarijanti..
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. . T O (ot I . : .
Pokazali smo i vezu sektorske brzine S, =E[r,v] i vektora momenta impulsa kretanja materijalne

. def
tacke L, =[17, 13], za pol u stalnoj tacki O. Ta veza je u obliku dvostrukog proizvoda mase pokretne
materijalne tacke i vektora sektorske brzine te materijalne tacke i pomocu iste se moze napisati u

obliku:
. def

L, =[F, pl=m[F,v]=2mS,
” . P O . o .
Znaci da je, sektorska brzina S, :E[r,v] za pol u stalnoj tacki O, pomnozena dvostukom
masom pokretne materijalne tacke jednaka vektoru momenta impulsa kretanja materijalne tacke
. def

L,= [F,ﬁ], za pol u toj stalnoj tacki O.

L, = [ =] —F . er e .
tO =L, :[r,F ]:Mg koja je matematicki iskaz leme o promeni

Izveli smo 1 relaciju
momenta impulsa (kolicine) kretanja, koju re¢ima moZemo formulisati u slede¢em obliku:
Lema o promeni momenta impulsa (kolic¢ine) kretanja: Prvi izvod po vremenu vektora momenta

_ def
impulsa (kolicine) kretanja slobodne pokretne materijalne tacke nepromenljive mase, L, 2[17, [9] za
pol u stalnoj tacki O jednak je momentu aktivne sile F koja dejstvuje na slobodnu materijalnu tacku za
isti pol O, kao momentnu tacku.

Sada na osnovu relacije ZO :2m§0, tj. veze vektora momenta impulsa (kolicine) kretanja tj.

o def
zamaha pokretne materijalne tacke nepromenljive mase, L, 2[17, f)] za pol u stalnoj tacki O, i

. . : T . o
kinematicke odrednice sektorske brzine S, = E[r,v] mozemo da napisemo:
dL,
dt
odnosno kada je masa slobodne pokretne materijalne tacke nepromenljiva i ona nije pod dejstvom veza,

=L, =2mS, +2mS,

ve¢ samo aktivnih sila F mozZemo da napiSemo:

cg_;:zo —omS, = [r,F|= 017
odakle sledi da je:

dL, = L

7tO:LO =2mS, =M}

C o <IN
Znaci da je, sektorsko ubrzanje S, ZE[r,a] za pol u stalnoj tacki O, pomnozeno dvostukom

masom pokretne materijalne tacke jednako izvodu vektora momenta impulsa kretanja materijalne tacke
. def
L, = [17, ]3], za pol u toj stalnoj tacki O, odnosno, momentu sile koja dejstvuje na slobodnu materijalnu
tacku za isti pol za koji se uzima to sektorsko ubrzanje.

Ovaj iskaz predstavlja lemu o povrsini, jer sektorska brzina predstavlja povrsinu, koju opisuje u
jedinici vremena, vektor poloZaja pokretne materijalne tacke u odnosu na neki pol O, pri njenom
kretanju.

Ako je moment sila, koje dejstvuju na materijalnu tacku, jednak nuli za neku nepokretnu tacku —
L dof
pol, onda je moment impulsa kretanja L, = [;7, 13] za taj pol konstantan (nepromenljiv) u toku kretanja te

tacke.
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- invarijapitna ravan

Znaci mozemo da formulisemo sledeéi zakljucak: Kada je moment sile koja dejstvuje na
pokretnu materijalnu tacku, za neku stalnu tacku jednak nuli, tada je i zamah za tu tacku konstantan.

To je lema o odrzanju momenta impulsa (koli¢ine) kretanja pokretne materijalne tacke.
Graficka ilustracija prethodnog zakljucka — leme prikazana je na prethodnoj slici.

Centralne sile

Centralna sila je sila c¢ija napadna linija, pri dejstvu sile na pokretnu materijalnu tacku, uvek
prolazi kroz jednu stalnu tacku — centar sila.

Ovde treba razlikovati pojam centralne sile 1 centripetalne sile, kao i njihova svojstva.

Centripetalna sila ima svojstvo da njen pravac uvek prolazi kroz odgovarajuci centar krivine
putanje, a tih centara u opStem sluCaju krive linije sa razliCitim krivinama ima vise, tako da 1
centipetalna sila menja tacku — centar krivine kroz koji prolazi zavisno od toga na kom je delu putanje
pokretna materijalna tacka. Jedini slucaj, kada centripetalna sila prolazi kroz jednu fiksnu tacku centar
krivine koji se ne menja je kada se materijalna tacka kre¢e po krugu. Centripetalna sila je usmerena ka
centru krivine. Suprotna ovoj sili je centrifugalna sila. Naprimer kod ravnomernog kruznog kretanja,

kada se materijalna tacka kre¢e po krugu konstantnom brzinom, onda je ta centripetalna sila jednaka
2

F, =m%, gde je R poluprecnik krivine. Pojam centripetalne sile uveo je Kristijan Hajgens

publikujuéi ovu formulu u svom delu “’ Horologium oscilatorium’’ publikovanom 1683.godine u Parizu.

Kao $to smo definisali osnovno svojstvo centralne sile, a to je da njena napadna linija uvek
prolazi kroz centar sila C jednu stalnu tacku, to je moment centralne sile za tu stalnu tacku jednak nuli.
Imajuci u vidu prethodne teoreme o promeni momenta impulsa kretanja materijalne tacke, kao i lemu o
odrzanju momenta impulsa (koli¢ine) kretanja pokretne materijalne tacke mozemo zakljuciti da je
moment impulsa kretanja meterijalne tacke, koja se krec¢e pod dejstvom centralne sile, za momentnu
tacku u centru sila, konstantan.

L, =[F, plt)]=2mS, = const Mmp =, F]: 0

Ij(, = [F.i)(z)] = 2m§n = const

kojoj lezi pjltanja
materijalnf tacke -
- invarijapitna ravan

- invarijajitna ravan
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Mnogobrojna ispitivanja svojstava centralnih sila koje se javljaju u prirodi i u naSem Sirem
okruzenju, pokazuju da gotovo u svim znacajnim slucajevima centralne sile zavise od rastojanja
materijalne tacke od centra sile. Opravdano je da se zaklju¢i da od svih centralnih sila, koje se javljaju u
u prirodi, da su najvaznije one ¢iji intenzitet zavisi samo od rastojanja pokretne materijalne tacke od
centra sila. Svakako treba istac¢i da u centralna kretanja spadaju najvaznija kretanja u prirodi. Kretanje
planeta, prirodnih i vestackih satelita, a takodje i Cestica atomskih razmera, odvija se pod dejstvom
centralnih sila. Istorijski posmatrano, kretanje materijalnih sistema pod dejstvom centralnih sila bilo je
inspiracija mnogih istrazivaca, $to je i dovelo do utemeljenja racionalne mehanike, kao racionalnog dela
fizike. Poseban interes je bio izrazen u izucavanju kretanja nebeskih tela.

Ako se vektor poloZaja materijalne tatke odredjuje u odnosu na centar sila, kao §to je to
pokazano na prethodnim slikama, gde smo sa C oznacili centar sile, to se centralna sila moze u
vektorskom obliku izraziti sledeCom relacijom:

r

F(F)=f0) = 1)

gde je f (r) zakon dejstva centralne sile, a ¥, je ort vektora poloZaja materijalne tacke u odnosu na

centar sila. U slucaju da vektor poloZaja nije u centru sila C, nego je u nekoj tacki O u odnosu na koju
je centar sila odredjen vektorom polozaja p., a polozaj materijalne tacke odredjen vektorom polozaja

p to je onda vektor polozaja 7 materijalne tacke u odnosu na centar sila 7 = p. — p te se tada centralna
sila moze vektorski izraziti u obliku:

FF)=1()2=2

Centralna sila koja zavisi od rastojanja konzervativna je i ima funkciju sile. Funkciju sile
odredjujemo integraljenjem:

U(r)zjf(r)dr-i—C

Ako se kretanje odvija pod dejstvom veceg broja centralnih sila sa odgovaraju¢im centrima C,,

i=1,2,3,...,c onda je rezultujuca sila dejstva na materijalnu tacku:

—

F7)= 3 £r) 22

7

Funkcija sile je tada:
Ut rynear )= D[ 1) +C
i=1

Centralne sile mogu biti priviacne (atraktivne) i odbojne (repilzivne) u zavisnosti od znaka
funkcije f(r)>0ili f(r)<0, odnosno

F7)= /0 =40

U radovima Rudjera Boskovi¢a nalazimo teoriju o dejstvu prirodnih sila i njihovom dvojakom dejstvu
priviacnom (atraktivnom) i odbojnom (repilzivnom) zavisno od rastojanja na kojima su Cestice materije.

Kao §to smo u pocetku izlaganja zakljucili, ako je kretanje materijalne tatke pod dejstvom jedne
centralne sile, onda ta centralna sila prolazi kroz centar sila, pa je moment sile za momentnu tacku u
centru sila, te sledi da je moment koli¢ine kretanja te materijalne tacke za momentnu tacku u centru sila
konstanta, a putanja materijalne tacke je ravna kriva, koja lezi u ravni koju smo nazvali invarijantna
ravan. Zbog veze momenta impulsa kretanja sa sektorskom brzinom za pol u centru sila sledi da je
kretanje materijalne tacke pod dejstvom jedne centralne sile sa konstantnom sektorskom brzinom u
odnosu na pol u centru sila.

dj,to :ZO =2m§0 = [?,F]:Mg =0=> ZO =[17,]3]:m[7,\7]:2m§0 =C =const

28, =r*¢p =1 ¢, = const
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Ovo je i integral povrsine. Pomoc¢u ove relacije moguce je odrediti putanju materijalne tacke,
koja se kre¢e pod dejstvom jedne centralne sile.
Ako je brzina v, kretanja materijalne tacke u poc€etnom trenutku vremena cinila sa njenim

vektorom polozaja 7, ugao 9, onda je na osnovu prethodnog integrala povrsine, dvostruka sektorska

brzina:

28, = 2%: r*¢ =[F,v] =7, v,] = rv, cos 9, = const = C

Sto posle integraljenja daje:
A= 1 Ct+ 4,
2

a na osnovu ¢ega formuliSemo slede¢i zakljucak:

Povrsina koju prevlaci vector polozaja pokretne materijalne tacke, pod dejstvom centralne sile u
odnosu na centar sile, srazmeran je viemenu njenog kretanja.

Pored integrala povrSine za kretanje materijalne tacke pod dejstvom jedne centralne sile mozemo
primeniti i integral Zive sile u obliku:

E -E,=U-U,

2

kako je U(r)= .[f(i")d}"-i- C, a kinetika energija E, :mTv’ pri ¢emu je v =v’ +v) =" +7r°9° to je

integral energuije:

{5 42 )25 i 03)= U ) -U ) = | 1o

Ili
%(’;2 +”2¢2):U(”)_U(”o)+%(’}02 +’”02(b§):jlf(7’)d”+%(’}oz +7’02¢02)
ili
g = 2U(r)+2E,
m
Kako je 2S5, =r’p=Ctoje ¢= % S$to unocenjem u prethodni integral energije daje:
r
2 2
e O 2028, \/Mc_ L des dr
r m m r \/ 2U(r)+2E, C*
m r
Odakle sledi da je:
t—t, =+ dr 2
t \/ 2U(r)+2E, C*
m r’

¢ime je zadatak kretanja materijalne tacke pod dejstvom centralne sile reSen, jer smo odredili zavisnost
radijus vektora od vremena » = r(t), pa nije tesko odrediiti i polarni ugao u funkciji vremena:

o0 _j Cdt
Loy
¢ime smo dobili parametarske jednadine putanje u funkciji vremena r» = r(t) 1= (p(t), te na osnovu

toga mozemo napisati vektor polozaja pokretne materijalne taCke u invarijantnoj ravni kretanja u
funkciji vremena ¢:

7(¢)=r(e)ii cos (t)+ v sin (¢ )]
Drugi put reSavanja ovog zadatka je da se iz integrala energije i inetegrala povrSine
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dt =+ dr i d9_C
\/ 2W(r)+2E, C* dt 7’
m r
elimini$e vreme pa se dobija:
dp=+ Cdr
E \/2U(r)+ 2E, C*
m r
odakle dobijamo
f Cdr
P—=Q, = i_[ >
o \/2U(r)+ 2E, C
p2 [T AR
m r

zavisnost radijus vektora r = r((p) od polarnog uglag, pa smo u polarnom sistemu koordinata » 1 @
dobili jednacinu putanje: r:r(go), te na osnovu toga mozemo napisati vektor polozaja pokretne
materijalne tacke u invarijantnoj ravni kretanja u funkciji polarnog ugla ¢ :

?(qp) = r(qp)[ﬁ cos @ +vsin gp]
Kepler-ovi zakoni o kretanju planeta.

Kepler-ovi zakoni o kretanju planeta odnose opisusju svojstva kretanja planeta pod dejstvom
centralnih sila pa ¢emo ih ovde ponoviti iako su oni izloZeni kada smo proucavali i definisali zakone
dinamike.

Slika. Elipti¢ne putanje planeta pri obilasku oko Sunca.

Johan Kepler (1571-1630) je bio naslednik Tiho Brahea u zvanju dvorskog astronoma i
matemati¢ara na dvoru u Pragu. Na osnovu mnogobrojnih podataka iz posmatranja kretanja nebeskih
tela 1 posebno Marsa, koje mu je ostavio prethodnik Tiho Brahe, Kepler je nastavio posmatranja kretanja
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Marsa i Zemlje. U svom delu ’’Astronomia nova de motibus stellae Martis’’, koje je publikovano 1609,
postavio je svoja prva dva zakona kretanja planeta, a u delu ’Harmonices mundi’’ 1619 i svoj treci
zakon.
Kepler-ovi zakoni o kretanju planeta glase:

1* Planete opisuju oko Sunca elipticke putanje; u zajednickoj Zizi tih elipsi nalazi se Sunce.

P
l1+&cosep
je jednacina elipse u polarnim koordinatama (r, go) 1 sa poluosama (b,c), dok je parametar elipse
& b -é
b b

a linearna ekscentri¢nost je

e=\b*—c*=eb,e<bh, e<]1.

2* Vektor polozaja planete u odnosu na Sunce prevlaci u jednakim delovima vremena jednake
povrsine.

Ovaj zakon tvrdi da je sektorska brzina kretanja planeta konstantna te je u polarnom sistemu
koordinata (r,(p) ta tvrdnja izraZena (iskazana) slede¢om relacijom:

2S:r2gb:r2@=C=c0nst
dt
3* Kvadrati vremena obilazenja planeta oko Sunca srazmerni su kubovima velikih poluosa
elipticnih putanja planeta.
Na osnovu prethodnog drugog Kepler-ovog zakona pomocu sektorske brzine dolazi se do trec¢eg
zakona koji izrazavamo relacijom:

gde je k broj koji vazi za sve planete, a 7 vreme jednog obilazenja planete oko Sunca.

Ova sva tri zakona ne odredjuju silu medjudejstva planeta, pa direktno ne spadaju u grupu
zakona dinamike, kako smo ih definisali, ali su osnova na kojoj je Newton odredio silu privlacenja
izmedju planeta.

Ve¢ smo u prethodnom poglavlju razmotrili pojam centripetalne sile, onako kako ju je uveo
Kristijan Hajgens (Christian Huygens (1629-1695)) 1 objavio, kao formulu u svom delu ‘’Horologium
oscilatorium’® publikovanom 1683.godine u Parizu. Danas, poznata kao Hajgensova, teorema kaze da

materijalna tacka koja se krece po kruznoj limzniji konstantnom brzinom podvrgnuta je (podleze) samo
2

normalnom (centrifugalnom) ubrzanju a, = VE koje je uvek usmereno ka sredistu kruga.

[Briljantni holandski naucnik Kristijan Hajgens (Christian Huygens (1629-1695)) je izucio i opisao kretanje matematickog klatna i
uveo je pojam i objasnio svojstva centrifugalne sile i time se upisao u zasluzne nauénike za dalji razvoj Dinamike i Teorije oscilacija. Te
rezultate je opisao u svom delu ”Horologium oscillatorium” koje publikovano 1638 godine.]

Na osnovu navedene Hajgensove teoreme tri engleska naucnika Kristofer Vren (Christofer Wren
1692-1723), Robert Huk (Robert Hooke 1635-1703) i Edmond Halej (Edmond Halley 1656-1742 god.)
nezavisno jedan od drugog, i skoro uporedo, izveli su slede¢i zakljucak: Kada se pretpostavi da se zbog
malih odstupanja ekscentricnosti planetarnih putanja, planete krecu po kruznim linijama, normalno
ubrzanje kretanja planeta je:

2 2
a, =%= Rw’ = R(%’[)

gde je T vreme jednog obilaZzenja planete oko Sunca. Uzimaju¢i sada u obzir Kepler-ov tre¢i zakon ,
normalno ubrzanje se moZe napisati u sledecem vidu:
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2 2 2
ay = Y - R’ = R[z—”J = 47[2k
R T R

te se mozZe zakljuCiti sledece: Planete podleiu normalnom ubrzanju usmerenom ka Suncu, a po
intenzitetu obrnuto srazmernom kvadratu poluprecnika kruzne putanje.

Francuski matematiéar i astronom Zak Filip Marie Bine (Jacque Philipe Marie Binet 1786-1856)
na drugi nacin je izrazio ovo ubrzanje i taj obrazac je u literaturi poznat pod imenom Bineov obrazac.

Binet-ov obrazac — Binet-ova jednacina

JednacCine kretanja materijalne tacke u polarnom sistemu koordinata su:
Ubrzanje materijalne tacke N (r, o, z) u sistemu polarno-cilindri¢nih koordinata je:
i =it = re? i, + (20 + rp)c, + 2k

gde su (}70,50,1() jedini¢ni vektori u radijalnom, cirkularnom i aksijalnom pravcu.

Sila inercije I F (t) materijalne tacke N (r, gp,z), mase m, Ciji je polozaj u prostoru, u trenutku
vremena t, odredjen vektorom polozaja F(t) u sistemu polarno-cilindri¢nih koordinata je

jF = —m(f —rg’ )170 - m(ZI?(b + rgb)Eo —mzk
sa komponentama
L, ==mlF-rg?)  I..=-mQi¢+r$) I, =-m:
Sistem jednacCina kretanja slobodne materijalne tatke u polarno-cilindri¢kom sistemu koordinata pod
dejstvom centralne sile:
m(if'—rgbz): (F‘,Fo)z F
m(2rp+rp)=(F.é,)=F =0
m'z'=(1*:’,l€)=Fz =0
Iz druge diferencijalne jednacine dobijamo integral povrsine

2S=r2¢=r2%:C:const

koji kaze da je sektorska brzina konstantna. 1zvodi vektora poloZaja su sada:
i _drde_drC__cd(1)_ g

"Td dpdi dpr  dp

2 2
r:_Cii(ljdi:_C_z d 5 (lj:_c2u2un
do dp\r) dt re de” \r

r
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gde smo uveli smenu pomocu relacije u =—. UnoSenjem izvoda potega (radijalne koordinate) 7 1 #po
r
vremenu, koje smo transformisali preko izvoda po cirkularnoj koordinati ¢ 1 nove recipro¢ne potegu

: 1 . .. . . y : : .
koordinate u =— u prvu jednacinu kretanja materijalne tacke pod dejstvom centralne sile dobijamo:
r

m(if'—rgbz): (ﬁ',?o)z F
odnosno
1 1
—Cuu"—=Cu* =—F.(r)
u m
ili u transfoirmisanom obliku jednacina kretanja materuijalne tacke u radijalmoom pravcu pod dejstvom
centralne sile je:
1
~Cu " +u)=—F.(r)
m

ili
—Chu*(u" +u)= —iF,,(r)
m

Pri ¢emu se prva diferencijalna jednaCina sa znakom plus ispred centralne sile odnosi na priviacnu
(atraktivnu) centralnu silu, dok se poslednja diferencijalna jednacina sa znakom minus ispred centralne
sile odnosi na odbojnu (repulzivnu) centralnu silu.

Radijalno komponenta ubrzanja je sada:

2
a, = —Cz(%j{d—z(ljJrl} =—Clu*(u" +u)= iiF,(r)
ro)lde \r) r m

S obzirom da smo iz druge diferencijalne jednacine za cirkularni pravac dobili da je sektorska
brzina konstantna, to sa sobom povlaci da je komponenta ubrzanja u cirkularnom pravcu iednaka nuli,
kod kretanja materijalne tacke pod dejstvom centralne sile.

S obzirom da je kretanje planeta pod dejstvom centralnih sila, to mozemo zakljuciti da je
kretanje planeta sa ubrzanjem u cirkularnom pravcu jednakom nuli 1 da su izlozene samo dejstvu
radijalne komponente ubrzanja.

Francuski matematicar i astronom Zak Filip Marie Bine (Jacque Philipe Marie Binet 1786-1856)
je izveo ovaj obrazac za ubrzanje u radijalnom pravcu i taj obrazac je nazvan Bineov obrazac, dok je
prethodna jednacina Bineova diferencijalna jednacina.

Izvedeni, Bineov obrazac omogucéava da, ako se zna putanja materijalne tacke r = r((o), da se

odredi zakon dejstva centralne sile f (r) Omogucava i obrnuto, da ako se zna zakon promene centralne
sile u funkciji radijusa f (r) da se odredi trajektorija — putanja materijalne tacke u polarnim
koordinatama r=r(p).

Kako smo pokazali iz druge jednacine dinamicke ravnoteze za cirkularnu koordinatu, to postoji
integral povrsine, odnosno sektorska brzina je konstantna, to je Bineova jednacina, koju smo izveli i
diferencijalna jednacina kretanja materijalne tacke u ravni pod dejstvom centralne sile.

Analizom integrala povrSine u slede¢em obliku

2S:r2¢:r2%:rvsin9:vc:h:C:const

gde smo uveli oznaku ¢ = rsin$, §to predstavlja rastojanje centra privlacenja od tangente na putanju u
polozaju pokretne tacke.

Na osnovu principa rada za elementarni rad i teoreme o promeni kineticke energije mozemo da
napisemo:

d[’”—vzj - d(%f—jj M€ )= (F () dF )= ()

2 2
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Na osnovu prethodnog se za centralnu silu moze napisati sledece
mC’ d!c"2 )
2 dr

a takodje moZemo radijalnu kompionentu ubrzanja pokretne materijalne tacke pod dejstvom centralne
sile da napisemo u obliku:

)-C d ()
2 dr
Moze se uspostaviti i sledeca veza:

o= j{ ik (l}l}=_c2u2(u"+u)=%2d("2)=ila(r)

r_zdgozr r

£F(r)=

a.(r

kojoj lezi pyitanja
materijalng tacke -
- invarijayitna ravan

Vazi sledeca relacija:

AL () o)

Sila opSte gravitacije poznata kao Njutnova gravuitacuona sila, takodje, pripada klasi centralnih

sila.

Kretanje materijalne tacke pod dejstvom sile opSte gravitacije.
Vestacki sateliti

Kao §to smo vec ranije konstantovali, kada smo govorili o zakonima dinamike, sada ponovimo
da je iz Kepler-ovih zakona o kretanju planeta Newton osmislio dalekoseznije zakljucke i publikovao ih
sa dokazima u svom delu “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (Matematicki principi
prirodne filozofije) koje je publikovano maja 1687 godine i kojim je dao jak oslonac daljem razvoju
Dinamike. On je iz Keplr-ovih zakona o kretanju planeta odredio komponentu ubrzanja a, u

radijalnom pravcu (pravac od planete do centra privlacenja — Sunca) u obliku:
. AL
a, = 7'2 o
Ovo je i zakon Vrena (Christofer Wren 1692-1723), koji vazi i za stvarne, a ne samo za kinematicke
elipti¢ne putanje.

Newton se ne zaustavlja na ovome, ve¢ svojim genijalnim umom uopstava prethodni rezultat i na
ostala nebeska tela, koriste¢i pri tome 1 rezultate Galileo Gelileya da materijalna tacka na povrsi Zemlje
ima ubrzanje g .

Odredio je silu kojom Sunce privlaci planete:
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- - A .
F =—-ma, =-m—r,
r
gde je m masa te planete, » radijus u radijalnom pravcu (pravac od planete do centra privlaenja —
Sunca), a 7, jedini¢ni vektor orjentacije tog pravca planeta - Sunce.

Po tome zakonu dejstva i protivdejstva mase planete i mase Sunca se dolazi do zakona o sili
uzajamnog privlac¢enja Sunca i planete u obliku:

~ mM, _
E = _f 2 * 1
r
. A Arnx . L.
gde je M masa Sunca, m masa planete, /' =—— =—— univerzalna konstanta koja vaZi za sve planete

N N

Suncevog sistema. Time je Newton doSao do zakona o opS$toj univerzalnoj gravitaciji, koja vazi za svaka
dva deli¢a materije, kao 1 za celu Vasionu.

Newton-ov zakon o opStoj univerzalnoj gravitaciji ima slede¢u formulaciju:

Svako materijalno telo u Vasioni privlaci drugo silom koja pada u pravac spojne prave tih tela,
intenziteta srazmernog proizvodu masa tela, a obrnuto srazmernog kvadratu rastojanja:

= mm, _

F,=—f ;2 27

gde je f univerzalna gravitaciona konstanta (po Gauss-u). Njena vrednost je odredjena eksperimentalno

(po Kevendisu - Cavendish 1798.godine) i iznosi f =6,6710" [gr *!em? sec"z] 1 ona je privlacna sila
dveju masa od po jednog [gr *] na rastojanju od jednog [cm] 1izrazena je u dyn-ima.

Kako se nebeska tela kre¢u pod dejstvom, prethodno prikazanih, sila koje zavise od radijus
vektora poloaja planeta u odnodu na Sunce, to su sile opsSte gravitacije centralne i konzervativne.
Intenzitet tih sila je obrnuto srazmeran kvadratu njihovog rastojanja.

Sada ¢emo resiti obrnuti zadatak, da odredimo putanju planete, koja se kre¢e pod dejstvom
centralne sile tipa Newton-ove sile opSte gravitacije, a pri tome ¢emo koristiti Binet-ov obrazac.

Zato u Binet-ov obrazac

. :_cz(Lj{ d” (l}l} )=+ L E ()

)l de*\r) r m

unosimo radijalno ubrzanje a, = —izfo = —Au’7, i time smo dobili neophodnu diferencijalnu jednacinu:
r
— Cu*(u" +u)=—Au’
koja je u upros¢enom obliku:
n ﬂ’
(M + M) = F
Obicna diferencijalna jednacina drugog reda, nehomogena, ¢ije je reSenje sastavljeno od partikularnog
resenja 1 reSenja homogene jednacine:
u((p)= Acosp+ Bsingp+§

u kome su 4 i B integracione konstante koje se odredjuju iz pocetnih uslova polozaja planete na
putanji i njene brzine.
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Za =0, r(0)=b—¢ za (0=%, r(%)=\/cz—e2 ili za @ =7, r(7)=b+epa unosenjem ovih

podataka u prethodnu jednacinu dobijamo:

1 A

el =y o=
1 A
R e

pasledi da je:
1 A _C-J2b+ie_ 1 A 1 b P
b—e C* C*(b-e) (b—e)[ CZ( e)} b(l—g){ CZ( 8)} T ECosP

L —

02_62 —F=F€Sin¢0
l—[L—i}cos + A sin +i
Flb—e T [ T
1 2 1
—=Zlt+scos(p—g,)]=—[1+ecoslp - g, )]

r C P
L <
i [1+&cos(p—g,)] =

e p
)

c [;_1}1 1
i b—e C2 «\/cz—ez C2

C? 1Y 1 A AY 1 1 2
E=— -2 —2+2—2 + 3 2+2 —
A \\b-e b—eC C c"—e \/02_626'

1 A
Je-& C
[b—e _Cz}

Na kraju jednacinu putanje planeta, pri kretanju oko Sunca, pod dejstvom centralne sile opste
gravitacije dobijamo u obliku:

.= p
[1 te& COS((” ~—® )]

2
gde je parametar putanje planeta u polarnim koordinatama p = C—, dok je ekscentricitet elipse

2 2 2
e:C— ( ! j -2 ! iz+2(izj + 21 >+2 ! 4 =<
A \\b-e b—eC C c

—e \/62 _ F b
1 pocetni ugao @,

1 A
Je-& &
[b—e _Cz}
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Kada je pocetni ugao ¢, jednak nuli jednacina putanje planeta je:
p=— P
l1+&cosp
atojeza ¢ <1 jednacina elipse u polarnim koordinatama (r,go) 1 sa poluosama (b,c), dok je parametar
elipse
¢ b -é

a linearna ekscentri¢nost je
e=~b*—-c*=¢b.
Prethodno dobijena jednacina
r= P
[1+&cos(p—g,)]

se moze proucavati i u opstijem obliku, kada ona predstavlja jednacinu krive drugog reda, odnosno,
konusnog preseka i to za slucaj:

3

* kada je <1 toje elipsa,

* kada je e =1 to je parabola,

* kada je & >1 to je hiperbola,

* kada je & =0 te se radi o kruznoj liniji.

Obrnutim pristupom zadatku, pod pretpostavkom da je poznata putanja tipa konusnog preseka
pomocu Binet-ovog obrasca moguée je dokazati da je centralna sila koja proizvodi takvo kretanje
obrnuto srazmerna kvadratu rastojanja planete (materijalne tacke) od centra privlacenja sile odnosno
Sunca.

Ako pak, posmatramo kretanje materijalne tatke pod dejstvom centralne sile koja je obrnuto
proporcionalna kvadratu rastojanja materijalne tacke od centra privlacenja, na osnovu prethodno

izvedene jednacine putanje » = P

[1 + ECOS((p —® )]
£ <1, parabola za ¢ =1, hiperbola za £ >1 i kruzna linija za £ =0, tj. jedna od linija drugog reda tipa
konusnih preseka u zavisnosti od ekscentriciteta ¢ .

Kad su u pitanju kretanja vestackih, zemljinih satelita, njih takodje mozemo smatrati
materijalnim tackama u odnosu na Zemlju, a takodje da se oni kre¢u pod dejstvom centralne sile
usmerene ka centru Zemlje, kao i da je ta centralna sila obrnuto srazmerna kvadratu rastojanja r
vestackog Zemljinog satelita od njenog centra:

~ mM .

Fg = _f r2 rO

gde su M masa Zemlje, m masa veStackog satelita, f univerzalna gravitaciona konstanta (po Gauss-

, mozemo zakljuciti da ta putanja moze biti elipsa za

u). Njena vrednost je odredjena eksperimentalno (po Kevendisu - Cavendish 1798.godine) i1 iznosi
f=6,6710"° [gr *em? sec‘z] 1 ona je privlacna sila dveju masa od po jednog [gr *] na rastojanju od
jednog [cm] 11zrazena je u dyn-ima.

Kako je na povrsini Zemlje ova privlacna centralna sila jednaka mg tezini veStackog satelita, to
mozemo naci sledecu relaciju:

= M _ -
F(R)=—1 "™ 5, = g

4 2

Odakle sledi:
M = gR?
te je:
P R, 2.
g = Mgy =M1
r r
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gde je sada A =gR’. Dalji postupak opisivanja kretanja vestackog satelita oko Zemlje svodi se na

prethodno matematicko opisivanje i rezmatranje kretanja planete oko Sunca, te iz Binet’ovog obrasca
mozemo pisati sledecu diferencijalnu jednacinu:

— Cu*(u" +u)=—Au’
koja je u upros¢enom obliku:

. A
(M +M):F

Obic¢na diferencijalna jednacina drugog reda, nehomogena, ¢ije je reSenje sastavljeno od partikularnog
reSenja i reSenja homogene jednacine:

u(go): Acosgo+Bsin(p+§

u kome su 4 1 B integracione konstante, koje se odredjuju iz pocetnih uslova kretanja vesStackog
satelita u odnosu na Zemlju.

Neka su pocetni uslovi zadati time, da je veStacki satelit izbaCen iz polozaja udaljenog od
povrSine Zemlje za h (visina polozaja) i da mu je saopStena pocetna brzina v,. €iji pravac zaklapa sa
horizontom ugao ¢«,. To su dva pocetna uslova iz kojih se mogu odrediti dve nepoznate integracione
konstante. Radijalna komponenta brzine u o€etnom trenutku je:

v,(0)=#0)=v,sinq,

Dok je cirkularna komponenta brzine u pocetnom trenutku jednaka:

v, (O) =10, = (R + h)(/')o =V, cosq,

te odatle odredjujemo izvod cirkularne koordinate po vremenu u poc¢etnom trenutku:
_V,cosq,

I h)
te je sada lako odrediti sektorsku brzinu:

28, =2, = (R+hP 2222% _ (R4 by, cose, =C

(R+h)
Kako smo ranije odredili izvod vektora polozaja po vremenu, to je sada:
Hg,)=—Cu'(p,) = v, sina, = —Asin g, + Bcos g,

: A
u((po):m: Acosg, + Bsing, +F

Prethodni sistem se moze napisati u slede¢em obliku:
— Asing, + Bcos @, = v,sina,

Acos¢0+Bsin¢0:m—§
odakle sledi da je:
A:{;—i}cosw — v, sin &, sin ¢, :Eicosq) — v, sin &, sin g,
R+h C2 0 0 0 0 C2 0 0 0 0
B:[L—i}sinw + v, sin ¢, cOS @, :Eisin(o + v, sin &, oS @,
R+h C2 0 0 0 0 Cz 0 0 0 0

Sada, jednacinu trajektorije (putanje) vesStackog satelita, mozemo napisati u slede¢em obliku:

u((p) = [E%cos% —V, sin, sin (oo}cosqh{gécos% +v,sing, COS(pO}Sin¢+§

A - ) )
u(go) = F[l +& cos(¢ -9, )]+ Vo sing, s1n(¢ - goo)
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r(p)= 4

[1+&cos(p—¢,)]+ VOSi;%sin(co—%)

gde je parametar putanje satelita u polarnim koordinatama

B C_2 3 (R+h)vi cos’ a,
P A gR’ ’

jerje: A=gR*, C =(R+h)v,cosa,. Kako je

™

te je sada

_ {(R +h)vicos’a, _1}

gR*(R+h)

Ova se jednacina trajektorije moze transformisati na slede¢i oblik:

_ V4
rlp)= [1+& cos(p— g, )]+ & sin(p - ¢,)

~ _V,sina,

gde je g, = . Ako sada uvedemo nove oznake
2
[ (R+h)vcos’ a, vy sin’ a,
EXE +E = -1 #2—=—-9
! \/[ gR* (R + 1) P’
~ & v, sing,
1P, =—= = T
g J(R+n)Vcos’a, _
P R (R + h)
to ee jednacina putanje vestackog satelita dobija u obliku:
4
14 =
) L+ ecoslp—9, -]

1 takodje je kriva drugog reda — konusni presek i zavisno od vrednosti i znaka parametra ekscentri¢nosti
& moze biti:

* kada je e <1 toje elipsa,
* kada je g =1 toje parabola,
* kada je g>1 toje hiperbola,
* kada je e =0 teseradio kruznoj liniji.
Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih

Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Predavanja VI Skolska 2006-2007
Str. 16 od 27

Obrnutim pristupom zadatku, pod pretpostavkom da je poznata putanja tipa konusnog preseka po
kojoj se krece vestacki satelit, to pomoc¢u Binet-ovog obrasca moguée je dokazati da je centralna sila,
koja proizvodi takvo kretanje obrnuto srazmerna kvadratu rastojanja vestackog satelita (materijalne
tacke) od centra privlacenja sile, odnosno centra Zemlje. Takodje se moze odrediti na osnovu poznate
putanje, kojom btzinom i sa koje visine treba lansirati vestacki satelit da bi se kretao po odredjenoj
putanji.

Kako se kretanje vestackog satelita odvija u polju centralne sile, koja je i konzervativna, pa je i
kretanje sistema sa konstantnom ukupnom energijom, pa je zato mogucée postaviti relaciju teoreme o
odrzanju ukupne energije sistema kretanja vestackog satelite, pa mozemo napisati 1 sledeci iskaz te
teoreme:

2 2
mv, mA mv-  mA

w2 (R+h) 2 r
Na osnovu prethodne relacije odredjujemo
2
Vv :2—E+2:vc2 +V: =7+ =7 +C—2
m r r

E=[E +E,]

odakle je:
. \/ZE 24 C?
F=L ===

m r 1’2

ili razdvajanjem promenljivih:

di — dr
\/2E 24
m r r
odnosno
t—t,= | dr

2

Roi \/2E L2 C
m r r
pa time dobijamo zavisnost r:r(t), a iz integrala povrSine - sektorske brzine mozemo odrediti

: c .. o . .. o .
(o(t) = m , ¢ime smo dobili parametarske jednacine kretanja vestackog satelita.
re\t

Prethodna relacija za kvadrat brzine vestackog satelita se moze napisati i u slede¢em obliku:

Vv :2—E+2:v€2 +V: =i+ =Cu” + Cu’ :2—E—2&u
m 7 m
ili u obliku
, \/ 2 2u
= S+ —u
mC C
ili
dp= du
\/ 2E 2u
R
mC C
Ili
uel
o—0 = " du
0 | 2E 2Au
“Em e T "

U ovom prethodnom integralu, podintegralnu funkciju moZemo transformisati i napisati isti u slede¢em
obliku:
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&

Ovaj integral nije teSko integraliti, te moZemo napisati i sledece:

A L) fead)
C? r C? R+h C?
2E  F 2E  F

+7 - -
mC*  C* do=— mC*  C* mC* C*
R+h

(

R+h Czj
26 X
mC*>  C*
odakle sledi da je jednacina putanje vestackog satelita u polarnom sistemu koordinata u obliku:

rlp)= 1
¢ (Rih_éij

i-ﬁ* 2E +i2 COS — + arccos

| Yool b M 2 £
PRy
mC”- C

Ako uvedemo sledecie oznake: parametar putanje satelita u polarnim koordinatama
2 (R+h\vicos’a, . .
:%: (R+4) \;gzcos % ierje: A=gR?, C= (R+h)v,cosa,,
&

@ — @, = arccos = arccos —arccos

1A 2E X
mC*  C*

- + +—} cos| @ — ¢, + arccos
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kao 1 ekscentricitet

C? 2E 1
e=— || —5+—=
A mC- C

kao 1

IRy
mC” C
odakle sledi da je jednacina putanje vesStaCkog satelita u polarnom sistemu koordinata u klasi¢nom
obliku krive drugog reda — konusnog preseka:

(i T p——y |

Na osnovu izvedenih jednacina kretanja u konacnom obliku korisno je analizirati neke specijalne
sluicajeve kineti¢kih parametara kretanja.

Prvo postavimo pitanje, koliku pocetnu brzinu treba saopstiti vesStaCkom satelitu da bi se on
kretao po kruznoj putanji oko Zemlje, jer je taj slucaj znacajan za praksu upotrebe vestackih satelita. Da
bi putanja bila kruzna, pri kretanju materijalne tacke — satelita potrebno je da su kineticki parametri takvi
da je ekscentrcitet ¢ jednak nuli.

4 2
2= 22 A,
2 \mc* c*

odavde sledi da je:

_0 2E X - omr
=0 LeTTe BTy
[ ] mA  mv; mA
E=|E +E, h—Rihe=0 | A2 N
2¢ 2 (R+h)
o 24 _E
* (R+n) C?

Kako je A=gR*> i C :(R+h)v0 cosa, to iz uslova da putanja veStackog satelita bude kruzna
dobijamo sledecu relaciju:
2 R’
v, = gR’ - &
(R+h) (R+h) Vv, COS™

Odnosno bikvadratnu jednac¢inu po pocetnoj brzini:

vy 2v; gR’

2 h + > 5 =0
gR (R+ ) (R+h) cos” a,
4 zng 2 g2R4 =0

v, — vy +
* (R+h) " (R+h)cos’q,
koju nije tesko resiti, tako da dobijamo par korena u obliku zavisnosti pocetne brzine vestackog satelita
u zavisnosti od visine polozaja lansiranja veStackog satelita 1 ugla pod kojim se lansiranje vrsi:

Vz _ ng . ng 2 B g2R4
0(1,2) (R + h) (R + h) (R + h)2 cos’ o,
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Specijalan slucaj je, kada se lansiranje vr$i sa poloZaja male visine u odnosu na poluprec¢nik Zemlje 1 da
se lansiranje vr$i u horizontalnom pravcu, pa je R+h~R 1 a,=0, kada prethodna karakteristicna

jednacina postaje:
vy —2gRv; +g°R* ~ 0
te je potrebna brzina v,, =,/gR . Kako je polupre¢nik Zemlje R =6370 [km], a g=981 [m sec‘z] to je

potrebna brzina za taj slu¢aj horizontalnog lansiranja v,, = 7,9 [km / h] . To je prva kosmicka brzina.

Drugo, postavimo pitanje, koliku pocetnu brzinu treba saopstiti vestackom satelitu da bi se on
kretao po paraboli¢noj putanji oko lansirnog polazaja na Zemlji ka vasioni, jer je i taj grani¢ni slucaj
znaCajan za praksu ispitivanja svemira. Da bi putanja bila parabola, pri kretanju materijalne tacke —
satelita potrebno je da su kineticki parametri takvi da je ekscentrcitet ¢ jednak jedinici.

, C'(2E X
& = —2+—4 =1
A \mC” C

odavde sledi da je:

B 2E X X B
e oo Pl
mv? mA
E:[Ek +El’]r:R+h,g:1 - 20 _(R+h):
i 22
* (R+h)

Kako je A=gR*> i C :(R +h)v0 cosa, to iz uslova da putanja veStatkog satelita bude parabola

dobijamo sledecu relaciju:

28R’
v, =
(R+h)
Specijalan slucaj je kada se lansiranje vrsi sa polozaja male visine u odnosu na polupre¢nik Zemlje 1 da
se lansiranje vrSi u horizontalnom pravcu, pa je R+h=R 1 a,=0 kada prethodna karakteristicna
brzina postaje v,, =+/2gR . Kako je poluprecnik Zemlje R = 6370 [km], a g=928I [msec'z], to je

potrebna brzina za taj slu¢aj horizontalnog lansiranja v,, = 11,2 [km/ h] To je druga kosmicka brzina.

Imajuci u vidu prethodne analize o karakteru putanje kretanja materijalne tacke pod dejstvom
centralne sile opSte gravitacije, mozemo zakljuciti o granicama pojedinih oblika putanje, koje pripadaju
krivama drugog reda, konusnim presecima, kada su u pitanju putanje kretanja vestackih satelita.

a* Ako je pocetna brzina lansiranja vestackog satelita sa Zemlje poCetnom brzinom paralelnom
horizontu 1 ako je ta brzina manja po intenzitetu od prve kosmicke brzine v, <v,, = 7,9 [km/ h] vestacki
satelit se vraca na povrs Zemlje.

b* Ako je pocetna brzina lansiranja vestackog satelita sa Zemlje pocetnom brziniom paralelnom
horizontu i ako je njena brzina po intenzitetu jednaka prvoj kosmickoj brzini v, = 7,9 [km/ h] vestacki
satelit ce se kretati po kruznoj putanji, oko Zemlje, ne napustajuci tu kruznu putanju.

.c* Ako je pocetna brzina lansiranja vesStackog satelita sa Zemlje pocetnom brziniom paralelnom
horizontu 1 ako je njena brzina po intenzitetu u opsegu izmedju prve kosmicke brzine v,, ~ 7,9 [km/ h] i
druge kosmicke brzine v,, ~11,2[km/h], odnosno v,, <v,<v,,, vestalki satelit ce se kretati po
elipti¢noj putanji, oko Zemlje, ne napustajuéi tu eliptiénu putanju.

.d* Ako je pocetna brzina lansiranja vestackog satelita sa Zemlje pocetnom brziniom paralelnom
horizontu 1 ako njena a brzina po intenzitetu veca od druge kosmicke brzine v, >v,, =11,2 [km/h],
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vesStacki satelit ce se kretati po hiperboli¢noj putanji, oko Zemlje, napustajuci po toj hiperbolickoj
putanji Zemljino gravitaciobo polje.
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