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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA IIT - DINAMIKA - KINETIKA

IV. CETVRTA NEDELJA

Principi mehanike.
Princip ravnoteze. Princip rada. Princip dejstva. Princip prinude. Newton-ovi principi. Primeri.

Teoreme mehanike.

Teorema o promeni impulsa kretanja. Teorema o promeni kineticke energije. Promena Hamiltonijana.
Teorema o promeni mehanicke energije. Teorema o upravljivosti kretanja. Teoreme o optimalnom kretanju
upravljivih sistema i optimalnom upravljanju kretanjem. Newton-ovi zakoni.

V. PETA NEDELJA
Stabilnost kretanja i mirovanja.
Kriterijumi stabilnosti.

V1. SESTA NEDELJA
Dinamika materijalne facke

Diferencijalne jednacine kretanja materijalne tacke i njihovi integrali, pocetni uslovi.

Pravolinijsko kretanje materijalne tacke. Vertikalni hitac navise i nanize. Sila zavisi samo rastojanja: Harmonijsko
kretanje. Slobodan pad sa velike visine. Sila zavisi od rastojanja i brzine: Amortizovano kretanje. Sila zavisi od vremena,
rastojanja i brzine: Prinudne oscilacije.

Krivolinijsko kretanje materijalne tacke u ravni: Horizontalni i kosi hitac.

VIIL.1. SEDMA NEDELJA

Konzervativno kretanje. Konzervativne sile. Funkcija sile. Cauchy-Reiman-ovi uslovi. Rad konzervativne sile.
Potencijalna energija. Teorema o odrzanju mehanicke energije. Integral energije. Odredjivanje funkcije sile.

Centralna kretanja. Funkcija sile kod centralnih kretanja. Bineov obrazac. Diferencijalne jednadine kretanja u
generalisanom sistemu koordinata. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VIIL.2. OSMA NEDELJA

Prinudno kretanje materijalne tacke. Veze. Podela veza. Uslovi za brzinu i ubrzanje. Lagrange-ovi mnozioci veza.
Kretanje materijalne tacke po idealnoj povrsi. Lagrange-ove jednacine I vrste. Diferencijalne jednacine kretanja u prirodnom
sistemu koordinata. Integral energije. Kretanje materijalne tacke po obrtnoj povrsi. Prinudno kretanje materijalne tacke po
liniji. Integral energije. kretanje materijalne tacke po krugu u polju zemljine teze. Dinamika relativnog kretanja materijalne

Teorema o promeni kineticke energije

Kineticka energija ili ‘Ziva sila’’ je mera kretanja materijalnog sistema kojm se ispoljava
svojstvo transformacije jednog kretanja u drugo, ekvivalentno.

Definicijom 5. smo uveli skalarnu invarijantu dinamike elementarni rad sile F na stvarnom
elementarnom pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke kao skalarni proizvod te

sile F i elementa stvarnog elementarnog pomeranja ds =dr duz putanje s kretanja i to pisemo u

_ def /s _,
obliku dA" =(F,ds).
Na sonovu te definicije skalarne invarijante, uveli smo i ukupan rad sile F na stvarnom putu -

pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke, kao ukupan zbir svih elementarnih radova
_ def [, -
dA" :(F ,ds ) ili integral skalarnog proizvoda te sile F i elementa stvarnog elementarnog pomeranja

ds =dr duz putanje s kretanja i to pisemo u obliku:
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(7.

0

def def 5,

AF = jdAF N

Definicijom skalarnog odredjenja - skalarne invarijante - elementarnog rada sile F na
stvarnom elementarnom pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke uspostavljena je

skalarna veza izmedju sila (aktivne F , ili reaktivne ﬁw odnosno sile inercije ~) 1 pomeranja duz puta s

“_ il
dt

materijalne tacke m .

Imajuéi u vidu definiciju sile inercije 1, - (t) =—m , kao vektorske invarijante 1 jednog od

osnovnih odredjenja dinamike, kao i definiciju rada sile kao skalarne invarijante za rad sile inercije
I - (t) na stvarnom putu, pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke, m koja se krece brzinom

v odredili smo sledecu relaciju:
;. % ( dv o m
A" = I(IF,f) J( mz vdtj mj(v,dv)z —5(\/2 —vé):—(Ek —Eko)
; ‘
i time doveli rad sile inercije u veztu sa kinetickom energijom.

Za rad sile inercije T r (t) na stvarnom putu, pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke
m , koja se krec¢e brzinom v, a u po¢etnom polozaju je imala pocetnu brzinu jednaku nuli, v, =0 izveli
smo 1 sledecu relaciju

ef S, ! p
A" dij(@,ﬁ):j( e vdt} m|[(5.d7)= - =,
5 , dt 0 2
iz koje smo izveli zakljucak: Rad sile inercije I F (t) na stvarnom putu - pomeranju duz putanje s
kretanja materijalne tacke m koja se krece brzinom v, a u pocetnom polozaju je imala pocetnu brzinu
jednaku nuli, v, =0, jednak je negativnoj vrednosti njene kineticke energije E, .

Kineticka energija se naziva i imenom “Ziva sila’’.

Takodje smo analizirali i izvod po vremenu rada sile F na stvarnom putu pomeranju duz
putanje s kretanja materijalne tacke m , koja se kre¢e brzinom v 1 uveli pojam snaga ili efekat rada
sile, koja se iskazuje slede¢om matematickom relacijom:

pt = (F.9)

dt

Zakljugili smo da je snaga ili efekat rada sile F na stvarnom putu - pomeranju duZ putanje s
kretanja materijalne tacke m, koja se krece brzinom v, i brzina vr§enja rada, i da je to skalarni

proizvod sile F koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku i brzine v kretanja te materijalne tacke
duz njene putanje.

Ove definisane skatarne invarijante - definisane pomoc¢u vektorskih invarijanti dinamike,
dovoljne su da se definiSe teorema o promeni kineticke energije po vremenu.

Teorema o promeni kineticke energije po vremenu materijalne tacke: Promena kineticke
energije materijalne tacke po vremenu, konstantne mase, koja se krece brzinom v, i na koju dejstvuje

sila F, jednaka je snazi P te sile. Tu teoremu mozemo izraziti sledecom relacijom:

dAF - n=3-s a ) Jj=n=3-s ]
Z ( ’V): F, . g |= 204,
j=1

=1 = 0q j
gde su
0 - 7 o7 { g ,i =1,2,3 (krivolinijski sistem koordinata)
! " g i) W4isi=1.,n; n=3-s; s <3 (sistem generalisanih koordinata)
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sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama ¢,, i =1,2,3 1 dejstvuju na materijalnu tacku. Njihov

broj zavisi od toga da li su one samo kordinate polozaja materijalne tacke u generaliasnom sistemu
krivolnijskih koordinata, kada ih ima 3, ¢,, i =1,2,3, ili su to nezavisne koordinate pokretne materijalne

tacke kada ith ima n=3-s5s , ¢q,, i= 1,..,n(= 3—S), gde je s<3 broj stacionarnih geometrijskih
holonomnih veza koje dejstvuju na tu pokretnu tacku. Ako je pokretna materijalna tacka slobodna, onda
ima tri generalisane coordinate ¢,, i =1,2,3 1 tri generalisane sile Q,, i =1,2,3, ili u slu¢aju kada nije

slobodna ve¢ je podvrgnuta vezama 1 tada postoje dve ili jedna generalisana sila zavisno da li je
podvrgnuta jednoj ili dvema vezama (prinudno kretanje po povrsi odnosno liniji) kada ima dva stepena
slobode kretanja (prinudno kretanje po povrsi, g, 1 O,, za i=1,2), odnosno, jedan stepen slobode

kretanja (prinudno kretanje po liniji, ¢, 1 Q,,).

Teorema o promeni kineticke energije po vremenu sistema materijalnih tacaka: Promena
kineticke energije sistema materijalnih tadaka po vremenu, konstantnih masa, koje se krecu brzimana v,

na koje dejstvuju sile 15 jednaka je snazi P tih sila. Tu teoremu mozemo izraziti sledecom relacijom:

dedeAF N N an3N‘sa ) j=n=3N-s
PSS o) 1Y T ) S,

i=1 i=1 j=l j

0 = N[~ oF q,,1=1,2,3,....3N (krivolinijski sistem koordinata)
’ f q:.,1=123,...,n;, n=3N —s (sistem generalisanih koordinata)
sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama ¢,, i=1,2,3,...,.3N 1 dejstvuju na materijalnu tacku.

Njihov broj zavisi od toga da li su one samo kordinate polozaja materijalnih tacaka u generaliasnom
sistemu krivolnijskih koordinata, kada ih ima 3N, ¢,, i=1,2,3,...,.3N, ili su to nezavisne koordinate

pokretnog sistema pokretnih materijalnih tacaka, kadathima n=3N-s , ¢q,, i=1,.., (= 3N - s), gde je

s <3N broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na taj sistem ili pojedinacno na
neku njegovu pokretnu materijalnu tacku. Analizu bi smo ri tome sproveli na slede¢i nacin: Prvo bi smo
analizirali broj stepeni slobode kretanja svake materijalne tacke sadrzane u sistemu pojedinacno, a zatim
svake u odnosu na svaku drugu iy sistema. Na osnovu toga bi smo zakljucili koliki je minimalno
potreban minimalni broj n =3N —s nezavisnih koordinata ¢,, i =1,..,n da potpuno odredo jednoznac¢no
polozaj svake pokretne materijalne tacke materijalnog sistema u tom krivolinijskom sistemu koordinata.
Sistem generalisanih koordinata (nezavisnih) moze biti izabran i u Descartes-ovom sistemu koordinata.
Naprrimer, analizu bi smo poceli sa pojedinacnim materijalnim tatkama. Ako je pokretna materijalna
tacka u tom sistemu slobodna, onda ona ima tri generalisane coordinate ¢,, i =1,2,3 1 tri generalisane

sile O., i=1,2,3, ili u slu€aju kada nije slobodna ve¢ je podvrgnuta vezama 1 tada postoje dve ili jedna
generalisana sila zavisno da li je podvrgnuta jednoj ili dvema vezama (prinudno kretanje po povrsi
odnosno liniji) kada ima dva stepena slobode kretanja (prinudno kretanje po povrsi, g, 1 Q,,za i=12),
odnosno, jedan stepen slobode kretanja (prinudno kretanje po liniji, ¢, 1 Q,,). Zatim se sabere broj tako
dobijenih nezavisnih koordinata, pa se od tog zbira oduzme broj koji odgovara broju medjuveza izmedju
tih materijalnih taaka i koordinata.analiziraju veze izmedju. Kao rezultat se dobija broj n=3N —s
nezavisnih koordinata, koje nazivamo generalisanim koordinatama pokretnog materijalnog sistema g¢,,
i= 1,..,n(= 3N —s), gde je s<3N ukupan broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje
dej stvuju na taj sistem ili pojedina¢no na neku njegovu pokretnu materijalnu tacku. Broj generalisanih
sila O,, i=1,..,n koje dejstvuju na mehanicki sistem materijalnih tacaka je jednak broju generalisanih

koordinata n =3N —s.
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Dokaz ovih teorema se moze izvesti pomocu principa dinamicke ravnoteze
i=k
I, +Y F+F, +F,; =0
i=1
Ne gubecdi opstost postavljanja dokaza teoreme o promeni kineticke energije po vremenu polazimo od

vektorske relacije iskaza principa dinamicke ravnoteZe u jednostavnijem obliku za slobornu materijalnu
tacku

(— il )j +F=0

dt
Skalarnim mnoZenjem prethodne vektorske relacije brzinom v materijalne tatke dobijamo
(—md:l—(t),vj+ (F.v)=0

t
odakle sledi:

def 2
Kako je po definiciji kineticka energija E, = m% , to sledi relacija
dE,
dt

Sto je trebalo 1 dokazati.
Kada materijalna tacka nije slobodna onda prethodna relacija ukljucuje i sile otpora veza:

%:P:(ﬁ,ﬁ)+(ﬁmv) (WN9 ) ”ng g, + jiéwfvf‘qfrj:iéwﬁq'f
J= J=

U zaklju¢ku moZemo teoremu o promem kmetlcke energije da formulidemo na slede¢i nacin:
Prvi izvod kineticke energije mehanickog sistema jednak je snazi sila koje na njega dejstvuju.

:P:(ﬁ"j): SQ/“L‘

j=n=3—

J=1

Teorema o odrianju mehanicke energije pokretne materijalne tacke

Kada materijalna tacka nije slobodna relacija teoreme o promeni kineti¢ke energije je oblika:
dE, =P= (F V) (F»»T’v)+ (F;VN"_;)

dt

a* Slobodna materijalna tacka b* Idealne veze i konzervativne sile c* Idealne veze i konzervativne sile
i dejstvo konzervativne sile na materijalnu tacku dejstvuje jedna veza na materijalnu tacku dejstvuju dve veze

Slika. Razni slucajevi kretanja materijalne tacke u polju konzervativnih sila — slobodna od dejstva veza i pod dejstvom jedne
(povrs) i dve stacionarne geometrijske veze (linija)

Sada prelazimo na analizu svakog od ¢lanova na desnoj strani prethodne relacije. Zato
pretpostavimo da:
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* aktivne sile F koje dejstvuju na materijalnu tatku imaju funkciju sile U (x, y,z) 1 da se mogu

izraziti kao gradijent te skalarne funkcije u obliku:

F :gradU(x,y,z):a—Uf-Fa_Uj.,.a_U/;

ox oy 0z
pa je snaga te sile pri njenom dejstvu na materijalnu tacku ili brzina vrsenja rada jednaka
P (& oU. oU . oU. dU dE
P =\F,v)=0,gradU(x,y,z))=— %+ —p+—zs=—=——2
(7.5)=G. oy 2)) = g e = =

* na materijalnu tacku dejstvuju dve stacionarne geometrijske veze fl(x. y.z) =01 fz(x. y.z) =0

usled ¢ega se javljaju sile otpora F,,, 1 F,, upravcu normala na povrsi veza oblika:

ﬁle =/Lgradf1(x,y,z):/11 %;4-%]4_%1;
8)6 8y 82

Yo7, %5, %g
ox oy 0z

Fle =2, .grad f, (x, Vs ‘Z‘)

Form= _,uzuzg’"adfz

ﬁwNz :/12g”adf2(x’y’z):ﬂ“z(

ﬁ(t) = gradU(x,y,z)

A wl 2 ﬁle FWNI -«
Z - FwT\_f m B ﬂ‘
FwNZ F
r\x,y.z ds
_ N(x, v,z N
P 5
0 ] z fz()@y,z)zo
7 Y
x X FWNZ = ﬂ'zgradfz (xay7z)

Slika. Kretanje materijalne tacke po hrapavoj liniji (na materijalnu tacku dejstvuju dve neidealne veze) u polju
konzervativnih sila i sredini u kojoj se javlja otpor kretanju lineano proporcionalan brzini kretanja materijalne tacke

gde su A, 1 A,Lagrangeovi mnozioci veza, pa je snaga tih sila otpora veza pri dejstvu veza na
materijalnu tacku ili brzina vrsenja rada jednaka nuli

P =46 o= 4G 2= 2 B

ZLy+=Lz1=0
ox ny azzj

phw: — A (\7, F, ): AV, grad f,(x,y,2))= 1, (%x + %j/ + %zj =0
ox y 0z

Sto sledi iz uslova ortogonalsnosti brzina i gradijenta na povrsi odredjene stacionarnim geometrijskim
vezama..

* na materijalnu tacku dejstvuju dve stacionarne geometrijske neidelane veze fl(x.y.z)=0 1
s (x. y.z): 0 usled cega se javljaju pored dveju normalnih komponenti me i #WNzi dve tangencijalne
komponente sila otpora veza F,, i F,.,. Ako pretpostavimo da su te tangencijalne komponete tipa sila
trenja usled dejstva neidealnih veza grani¢ne vrednosti veli¢ine suvog trenja pri mirovanju F“Wn i F -

w.

proporcionalne veli¢ini sile odgovarajueg normalnog otpora (pritiska) veze F,,,, odnosno, F,,,
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1 koeficijenta trenja klizanja 1 mirovanja

izmedju materijalne tacke (tela) i hrapave povrsi veze
u;,i=1,2,koji je bezdimenzioni broj:

F‘wn =-uF

wN1

¢<|<‘

=—u|A, grad f,(x,y, Z)I%

. v v
Fory=—1hF, ; = _/uz|/12 gradfz(x,y,zl;
pa je snaga tih tangencijalnih komponenti sila otpota neidealnih veza pri dejstvu veza na materijalnu
tacku ili brzina vrsenja rada, pojedinacno jednaka

(v,7)

P = (v’ﬁwﬂ )= —pE = _IUIM' gradfl(x,y, Zlv <0

<

Pﬁm = (V’Fsz)z Y N = —,u2|ﬂ2 grad fz(X,y,z)v <0
* sila otpora sredine kretanju materijalne tacke zavisi linearno proporcionalno od brzine u obliku
F, . —bv,
1 da ima Relijevu funkciju rasipanja CD(\7 ) u obliku:
1

- R
OW)==by,v)==bv".
()= 6.5)-
Rad sile otpora proporcionalne brzini ﬁwT —bv, na stvarnom putu pomeranju duz putanje s

kretanja materijalne tacke m, koja se kre¢e brzinom v u jedinici vremena je jednak dvostrukoj
vrednosti Relijeve funkcije rasipanja sa negativnim znakom ili matemati¢kom relacijom opisano, kao:

Fur
A _ 20(7)<0
dt

1 predstavlja snagu sile otpora proporcionalne brzini FﬂwT —bv.

Mozemo da zaklju¢imo da snaga aktivnih sila moze biti ili pozitivna ili negativna, a da je snaga
reaktivnih (otpornih) sila negativna.

Sada, kada materijalna tacka nije slobodna, na osnovu relacija teoreme o promeni kineticke

energije, a uzimajuéi u obzir prethodnu analizu o snazi aktivnih sila i sila veze, koje dejstvuju na
materijalnu tacku mozemo da napisemo::

% =P =(F.)+(F,,.5)+(F,.7)
% = P= Pl 4 PP 4 pfwve g ph y phrs 4 phur

ﬁwm =4, -grad f, (x,y,z)

F(¢)= gradU(x, y,z)

$

///é

S

x ﬁwwz :ﬂzgradfz()@ysz)

Slika. Kretanje materijalne tacke po hrapavoj liniji (na materijalnu tacku dejstvuju dve neidealne veze) u polju
konzervativnih sila i sredini u kojoj se javlja otpor kretanju lineano proporcionalan brzini kretanja materijalne tacke
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Odnosno
dz’f = ‘;—(t]— 20(V)- w|A grad f,(x,y,2)v——p,|4, grad f,(x,y,z)v
ili:
dz’f + % =20()- w|A grad f,(x,y,2)v——,|4, grad f,(x,y,z)v

gde je E=E, +E, ukupna energija sistema u stanju kretanja materijalne tacke, koja ukljucuje dejstvo

konzervativnih sila. Na osnovu poslednje relacije mozemo da formuliSemo iskaz teoreme o promeni
ukupne energije proucavanog sistema - jedne pokretne materijalne tacke podvrgnute dvema vezama,
pomocu sledece relacije:
de dE, +E,) B
o Tp = 20(V)- |4, grad f,(x,y,2)v = —p,| 2, grad f,(x, y,z)v
Teorema o promeni ukupne energije pokretne materijalne tacke u prisustvu konzervativnih
sila, neidealnih veza i otpora sredine: Promena ukupne energije pokretne materijalne tacke po

vremenu, konstantne mase, koja se krece brzinom v na koju dejstvuje sila F koja ima funkciju sile i na
koju dejstvuju neidealne hrapave veze i otpor sredine, koji ima funkciju rasipanja @(\7) Jjednaka je zbiru

negativne dvost(uke vrejlnosti funkcije rasipanja i snaga otpornih sila hrapavih veza.
dE d\E, +F _
o # = _2CD(V)_ ﬂ1|ﬂ1 gradf](x,y,z]v ——/Uz|/12 gradfz(x,y,z)Iv
Ovu relaciju mozemo opisati i sledecom teoremom:
Promena po vremenu potpune mehanicke energije sistema sa konstantnim masama jednaka je

snazi nepotencijalnih sila.

F = gradU (x,y,z)

a* Slobodna materijalna tacka b* Idealne veze i konzervativne sile c* Idealne veze i konzervativne sile
i dejstvo konzervativne sile na materijalnu tacku dejstvuje jedna veza na materijalnu tacku dejstvuju dve veze

Slika. Razni slucajevi kretanja materijalne tacke u polju konzervativnih sila — slobodna od dejstva veza i pod dejstvom jedne
(povrs) i dve stacionarne geometrijske veze (linija)

Teorema o promeni ukupne energije pokretne materijalne tacke u prisustvu konzervativnih
sila, idealnih veza i otpora sredine: Promena ukupne energije pokretne materijalne tacke po vremenu,

konstantne mase, koje se kreée brzinom v na koju dejstvuje sila F koja ima funkciju sile i na koju
dejstvuju idealne veze i otpor sredine koji ima funkciju rasipanja jednaka je negativnoj dvostrukpj
vrednosti funkcije rasipanja. Tada je funkcija rasipanja mera opadanja ukupne energije sistema.
d\E,+E
de _d\E +E)) p):_ch(a)
dt dt
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F(t)= gradU(x, y,z)

T Fova = Aogradf; (x.y.z) T Foys = Aogradf, (x.y.2) X Fxz = Aogradf, (x,,z)
a* Neidelne hrapave veze i otpor srtedine b* Idealne veze i otpor srtedine c* Idealne veze i konzervativne sile
i konzervativne sile i konzervativne sile

Slika. Kretanje materijalne tacke po liniji — na materijalnu tacku dejstvuju dve veze

Teorema o promeni ukupne energije pokretne materijalne tacke u prisustvu konzervativnih
sila i idealnih veza: Promena ukupne energije pokretne materijalne tacke po vremenu, konstantne mase,

koje se krece brzinom v na koju dejstvuje sila F koja ima funkciju sile i na koju dejstvuju idealne veze i
nema otpora srdeine jednaka je nuli..

dE_d(E, +E,)

dt dt
Tada je ukupna energije sistema konstantna.

E=E +E,=E,+E,=E,=const

Za takav system kazemo da je konzervativan sa idealnim stacionarnim holonomnim vezama.
Poslednja relacija predstavlja i integral energije ili “’Zive sile’’.

Znaci da je zbir kineticke i potencijalne energije konstantan. Poslednja relacija je relacija
teoreme o odrzanju (konzervacxiji) ukupne mehanicke energije energije sistema.

Kada se kretanje materijalne tacke vrsi pod uticajem sile koja ima funkciju sile tada je zbir
kineticke i potencijalne energije konstantan.

Iz izvedenih teorema vidimo da u slucaju kada na materijalnu tacku dejstvuju sile koje nemaju
funkciju sile (potencijal) teorema o odrianju ukupne mehanicke energije pokretne materijalne tacke
ne vazi, ve¢ se javlja opadanje ukupne mehanicke energije sistema, odnosno degradacija ukupne
mehanicke energije sistema. Kako teorema o odrzanju energije izrazava opste svojstvo prirode o
odrzanju ukupne energije to znaci da ¢e degradacija - opadanje mehanicke energije sistema proizvesti
druge oblike energije, naprimer toplotnu u prisustvu snage sila trenja - otpora hrapavih neidelanih
veza.

Iz relacije o promeni kineticke energije

i oo )+ 7o)+ (7o)

mozZemo da napidemo.

dE, = Pdt =(F,v )t +(F,,.v )t + (., . it

ili
dE, =(F.d7 )+ (F,,.d7 )+ (E,,.d7)
po integraljenju poslednje relacije dobijamo:

M -
— K
E,—E,=> 4
i=1
ili
2 2 M -
my _ my, _ Z 4 F,
2 23
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Ove dve poslednje relacije predstavljaju teoremu o promeni kineticke energije pokretne
materijalne tacke u konacnom intervalu vremena.

Prirastaj kineticke energije pokretne materijalne tacke pri njenom kretanju iz jednog polozaja u
drugi, na konacnom rastojanju duz njene putanje, jednak je algebarskom zbiru svih radova svih sila,
aktivnih i reaktivnih, koje one izvrse duz puta koji pri tome predje materijalna tacka.

Ako je zbir svih radova sila, aktivnih i reaktivnih, koje one izvrSe duz puta koji pri tome predje
materijalna tacka njena kineticka energija ée se povecati, i obrnuto, ako je ukupan rad negativan
kineticka energija ¢e se smanyjiti, a to zavisi od svojstava sila koje na istu dejstvuju.

Konzervativne sile

Kretanje materijalne tacke pod dejstvom sila koje imaju funkciju sile odvija se sa konstantnom
mehanickom energijom jednakom mehanickoj energiji, koju je ona imala u pocetnom trenutku kretanja.
To znaci da za kretanje te materijalne tacke vazi teorema o odrianju (konzervaciji) ukupne mehanicke
energije i da je takvo kretanje konzervativno.

Pokazali smo da je za taj slucaj ukupna mehanicka energija sistema konstantna.

E=E +E, =E,+E, =E,=const
Za takav sistem kaZemo da je konzervativan sa idealnim stacionarnim holonomnim vezama.

Takodje smo pokazali da sile koje proizvode takva kretanja imaju funkciju sile i one se nazivaju
konzervativnim silama.

Konzervativna sila F koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tatku ima funkciju sile U (x, V, z) 1

moze da se odredi kao gradijent te skalarne funkcije u obliku:

ﬁ'zgradU(x,y,z)zaa—Uf+a—U]+a—U/€
X

oy oz
Sto znaci da su njene Descartes-ove koordinate:
Yo oU(x.y.z) y— oU(x.y.z) 7 - oU(x.y.z)
ox oy 0z

Ako poznajemo funkciju sile U (x, y,z) lako je prema prethodnim relacijama odrediti Descartes-ove

koordinate sile X, Y 1 Z.

Obrnuti zadatak je nesto sloZeniji. Ako poznajemo Descartes-ove koordinate sile X, Y 1 Z, a
potrebno je odrediti funkciju sile, kao prvo potrebno je proveriti da 1i koordinate X, Y 1 Z
zadovoljavaju uslov da je sila konzervativna, odnosno da ima funkciju sile. Taj uslov ¢emo dobiti
diferenciranjem koordinata konzervativne sile po koordinatama x, y i z i uporediti dobijene izvode.

Diferenciranjem dobijamo:

X 0°U(x.y.z) oY d°U(x.y.z) 0Z 9U(x.yz)
5 - ox0y o 0yox ox  Ozox
oxX _ 0*U(x.y.2) oy _ 0™U(x.y.2) oz _ U (x.y.z)
oz oxoz oz 0y0z oy - 0z0y

Uporedjivanjem prethodno dobijenih parcijalnih izvoda, vidimo da koordinte konzervativne sile,
koja ima funkciju sile moraju zadovoljavati sledece uslove:

oX oY 0Z oX 0Z oY

oy Ox ox Oz oy 0Oz

Ovi uslovi su poznati kao uslovi egzistencije totalnog diferencijala, a nazivaju se i jo§ Cauchy-
Reiman-ovi uslovi.

U vektorskom obliku ti uslovi se mogu izraziti 1 pomocu rotora konzervativne sile koji mora biti
jednak nuli, a taj uslov iskazujemo na slede¢i nacin:

rot F = (V,I:“): (V,grad U(x,y,z))=(V,VU)-rot gradU(x, y,z) =0
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tj.
ik
rotﬁ:(v,ﬁ’): 9 0 o _(Z_or 17+(8£—8—Yj]'+ A Xl
ox 0Oy Oz oy Oz 0z Ox ox 0Oy
X Y Z

Odakle slede uslovi koje smo dobili uporedjivanjem parcijalnih izvoda po koordinatama.
Naprimer ako su koordinate sile funkcije samo od po jedne koordinate, naprimer X (x), Y (y) 1
Z (z) zadovoljeni su prethodni uslovi, pa je sila sa takvim koorinatama konzervativna i ima funkciju sile.
Kada su poznate koordinate sile X (x, v, z) , Y (x, v, z) 1 Z (x, v, z) ,kao funkcije polozaja
odredjenog koordinatama x, y 1 z pokretne materijalne tacke mozemo integraljenjem odrediti funkciju
sile U (x, v, z) , kao 1 potencijalnu funkciju (potencijal) H(x, v, z) =-U (x, v, z).
Polazimo od sledecih relacija za coordinate konzervativne sile:
oU(x.y.z) _ X(x.y.2) oU(x.y.z) — Y(xy2) oU(x.y.z)
ox oy 0z

Iz prve relacije integraljenjem po x dobijamo:

U(x.y.z) = j-X(x.y.Z)dx +go(y,z) = f(x, v, z)+ go(y,z)

gde je (o( v, z) nepoznata funkcija, koju treba odrediti. Zbog uslova konzervativnosti lako se dokazuje da
ta funkcija ne zavisi od koordinate x, jer je:

8U(x.y.z) _ Y(x.y.z) _ 8f(x.y.z) N 6(p(y.z)
oy oy oy

Zatim integraljenjem po y iz prethodne parcijalne diferencijalne jednacine dobijamo nepoznatu

=Z (x. y.z)

funkciju ¢(y,z):
o15:9)= [ 11532)- L2y te)- 15,21+ 80

Yo

Sada je
Ulnyz)= jx(x.y.z)dxJ{y(x.y.z)_%-yy-z)}dy 2 8(2)= frro2) £ (nz)+ ()

Xo Yo
gde je 9(2) nepoznata funkcija koju treba odrediti. Zbog uslova konzervativnosti lako se dokazuje da ta
funkcija ne zavisi od koordinata x 1 y.
0Ueyz)_ i, )W &rnz) 902)  d9()
0z oz 0z dz

Zatim integraljenjem po z iz prethodne diferencijalne jednacine dobijamo nepoznatu funkciju
H(z) u slede¢em obliku:

Hz)= JZ‘(Z(x.y.Z)— 5f(g,zy, 2) _9h (aJZ/’Z)]JZ +C

gde je C nepoznata integraciona konstanta
Sada traZenu funkciju sile U (x, V, z) mozemo da napiSemo u slede¢em obliku::

Ulxy.z)= j;X(x.y.z)dx +:{{Y(x.y.z)—%)'/y'z)}dy + ZJZ;[Z(x.y.Z)— o (x.y.2) _9% 62 Z)JJZ +C

Z9

oz 1574

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Predavanja V Skolska 2006-2007
Str. 11 od 37

Konzervativna sila F = grad U (x, V, Z) = 6—U; + 6—U] + %—Ul; se moze dovesti u vezu sa
Z

ox oy

skalarnim poljem funkcije sile U (x, V, z). Poznata je osobina gradijenta neke funkcije da taj vektor pada
u pravac normale na tangentnu ravan ekviskalarnu povr§ funkcije sile U (x, y,z) = const u posmatranoj
tacki prostora N (x, v, z) 1 da je usmerena u pravcu porasta skalara (opadanja potencijala) 1 ima
intenzitet jednak intenzitetu gradijenta odnosno izvodu skalarne funkcije U (x, y,z)u pravcu normale na

ekviskalarnu povrs. Na osnovu toga se moze napisati da je:

2 2 2
F =‘ﬁ‘:|gradU(x,y,z)= (G_Uj +(8—UJ +[6—UJ :d—l{
ox oy oz dn

Projekcija sile na pravac tangente putanje kretanja materijalne tacke bice:

= =\ (= oU ox oUody oU oz radUl\x,y,z),dr) dU
F, :(F,T):(T,gradU(x,y,Z))=§a+ & 8—§+ p g:(g |(dF|y ) ): 0

Kao §to smo ve¢ ranije analizirali orilikom formulisanja principa rada za sve sile koje imaju

funkciju sile U (17 ) ili U (x, y,z) mozemo da napidemo da je sila F (77 ) ili F (x, y,z) gradijent te skalarne
funkcije u obliku F = grad U(F), a kako je: (ﬁ,dK‘): (gradU, dF): dUto je rad te sile na stvarnom
putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m koja se kre¢e brzinom v :

S

[(F.a5)= j(gradU, d7) = TdU —U-U,=-E,
Uo

Iz poslednje relacije sledi zakljuéak: Rad sile F = gradU (77 ), koja ima funkciju sile U (77 ), na
stvarnom putu pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke m koja se krece brzinom v, jednak
negativnoj vrednosti njene potencijalne energije E, sa tacno$¢u do jedne aditivne konstante.

| = AgradU(x, y,z)

F, = 2,gradU(x, y,z)

J(Xs.Vsz) Nz(X,y,z

JygradUfx;y, z)

Nl(xs.V~Z)

Slika. E#kviskalarne povrsi polja konzervativnih sila U (x,y, z ) = Cl. . Rad konzervativne sile F = gradU (17 )

ne zavisi od oblika putanje i puta prelsaka materijalne tacke iz jednog polozaja u drugi, ve¢ od potencijala sile u pocetnoj i
krajnjoj tacki dela puta na kome se odredjuje rad te sile.

Iz relacije rada konzervativne sile zaklju¢ujemo da rad konzervativne sile ne zavisi od oblika
putanje s, (t) koja spaja dve tacke-dva poloZaja materijalne tacke, ve¢ samo od njihovih polozaja i
razlike funkcija sile u tum tackama. Rad konzervativne sile se ne menja kada se materijalna tacka
pomera po ekviskalarnoj povrsi funkcije sile, ve¢ samo kada predje s jedne na drugu. Takodje ako je
putanja zatvorena, rad konzervativne sile se ne menja. U sluc¢aju kada je putanja materijalne tacke
zatvorena kriva, onda se krivolinijski integral moze pretvoriti u povrsinski pa mozemo da napidemo:

AFEedU —T = §(ﬁ,d§): ﬂg(gradU,dF): J.(dgl,rotﬁ)

L L

Ovaj integral predstavlja cirkulaciju i za slucaj konzervativne sile je jednak nuli, ali za sluc¢aj da

funkcija sile ima singularitet moze biti I razli¢it od nule.
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Klasa konzervativnih sila je najznacajnika u klasi¢noj mehanici. Ovoj klasi pripadaju sila teze,
Njutnova gravitaciona sila, sila srazmerna rasztojanju I druge.

Diferencijalne jednacine kretanja materijalne tacke i njihovi integrali,
pocetni uslovi.

Iz principa dinamicke ravnoteze za slobodnu materijalnu (dinamic¢ku) tacku vektorska jednacina
kretanja je:

(— d‘;’g )j+F 0

gde je F (t) zbir svuh aktivnih sila koje dejstvuju na slobodnu pokretnu materijalnu tacku.

l

Iz principa dinamicke ravnoteze za materijalnu (dinamicku) tacku, podvrgnutu dejstvu jedne
geometrijske, skleronomne idealne veze oblika f (x, V, z) =0, vektorska jednacina kretanja je:

(—m%gt)j+ﬁ'+/lgmdf(x,y,z)=0 uzuslov  (V(t), grad f(x,y,2))=0

gde A nepoznati Lagrange-ov mnozilac veze f (x, v, z) =0, a brzina ﬁ(t) materijalne tacke zadaovoljava
uslov da je tangencijalna na povr§ veze (\7 (t), grad [ (x, Vv, z)) =0, jer reakcija (otpor) idealne veze
ﬁw =Agrad [ (x, v, z) je upravna na tangencijalnu povrs idealne veze 1 to je sila medjudejstva izmedju
materijalne tacke i povrsi po kojoj se krece 1 u kojoj lezi brzina ﬁ(t) materijalne tacke.

Iz principa dinamicke ravnoteze za materijalnu (dinamicku) tacku, podvrgnutu dejstvu dveju
geometrijskih, skleronomnih idealnih veza oblika f, (x, V, z) =0, i =1,2 vektorska jednacina kretanja je:

(_ d:lg )j+F+A1gmdf(x vo2)4 4, grad £,(x,v,2) =0, (). grad f(x,,2)=0,i=1,2,

gde A,, i=1,2 nepoznati Lagrange-ovi mnoZzioci veza fl.(x, y,z)= 0, i=1,2,a brzina ﬁ(t) materijalne
tatke zadaovoljava uslov da je tangencijalna na povr§ veze (ﬁ(t), grad fi(x, y,z))=0,i=1,2, jer
reakcija (otpor) idealne veze Fwi =/, grad fi(x, V, z) je upravna na tangencijalnu povrs idealne veze i to
je sila medjudejstva izmedju materijalne tacke i povrsi po kojoj se kre¢e i u kojoj lezi brzinaﬁ(t)
materijalne tacke.

Ubrzanje materijalne tacke N (ql,qz,%) u generalisanom sistemu ortogonalnih krivolinijskih
koordinata (q1 245595 ) je:

. _dv dzﬂ 3 -
a= al. ,
At dt? ZI: o

gde su a, projekcije vektora ubrzanja u generalisanom sistemu ortogonalnih krivolinijskih koordunata
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N b b
9 N(qlana%) (ql q, qs)

q,

5(%:% aq3)

#(t)=7(g,.9.95)

1.(4,.9,.95)
q9,

q, q,

Sila inercije 1 F (t) materijalne tacke N (q1 1559, ), mase m , Ciji je poloZaj u prostoru, u trenutku

vremena t, odredjen vektorom polozaja F(t) u generalisanom istemu ortogonalnih krivolinijskih

koordinataq,,q,,q; je:

3 3
IF(Z)=_mzaiTi =_ZIF,1‘T1'

i=1 u=1

5 my’ 5 my’
1| d 2 2 1| d|[CE, | OFE, :
IF[___ i : —_ =— =\ |, l:1,2,3
’ 4| dt| o4, 27 4| dr\ o, 9q;

. 1 C . .. y
gdeje E, = Emv2 kineticka energija materijalne tacke.
Vektorska jednacina dinamicke ravnoteze (kretanja) pokretne slobodne materijalne tacke
N (ql,qz,q3 ), mase m, Ciji je poloZaj u prostoru, u trenutku vremena t, odredjen vektorom polozaja

r (t) u generalisanom sistemu ortogonalnih krivolinijskih koordinata q,,q,,q; je:

2 2
X . d 8 my a my ) i
L L R S P Y
o | A |dt| 0q aq;

3 i -
z _L i aﬂ _aﬂ T+F=0
o | A di\ 0q, g

1

ili u skalarnom obliku:

mv2 sz
0 0
a5 5| )
| . - =\ 4 ) =Y
4| dt| 0q, 0,
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2 2
d 6 my a my N
— 2 - 2 = Ai i
dt| 0q, q;

Vektorska jedna¢ina dinamicke ravnoteze pokretne materijalne tacke N (ql,qz,q3 ), mase m, na
koju dejstvuje jedna geometrijska, skleronomna idealna veza oblika f (ql,qz,q3)= 0, u generalisanom

sistemu ortogonalnih krivolinijskih koordinata q,,q,,q; je:

2 2
3 6mv amv
Z_Li 2 -2 |\IT+F+ Agrad f(q,,q,,q;)=0
o | A |dt| 0oq, g, i 109243
odnosno

: 1| d|OoE, oE,

R T +F+Agrad .G, 0,
;{ A, dt(ﬁq,J 0q, }} gra f(ql q9, %)

(¥(¢). grad f(x,y,z))=0

Pri ¢emu mora biti zadovoljen uslov ortogonalnosti brzine i1 gradijenta veze:
(7(¢). grad £(4,,45,4:))=0
Dalje mozemo skalarno pomnoziti sa jedinicnim vektorom baze f generalisanog sistema

ortogonalnih krivolinijskih koordinata q,,q,,q, vektorsku jednacinu dinamicke ravnoteze i dobiti tri

skalarne :
I mv* mv? i
0 0
Lld|” 2 2 | (77 .
| £ — F.T |+\A grad 2054 )T, ), 1,2,3
A | dt| 0oq, aq, ( 1) ( g f(% 9, %) )
ili i -
n 8mv2 8mv2
I 2 |__2 |_54+0
A[ dt aqz 6q1 i wi

0, =Agrad f(¢,.4,.4,)T)

(7). grad f(x,y,2))=0

Ako su krivolinijske koordinate izabrane tako da su dve ¢, 1 g, parametarske linije povrsi veze
f (ql,qz,q3)=0, onda se jednacina ove povrsi svodi na oblik g; =0 1 iz prethodnog sistema od tri
diferencijalne jednacine kretanja dobl_]amo dve koje ne sadrze silu otpora idealne veze, jer je njegova
komponeta kao gradijent povrs1 Q ,=A= F upravna na povr$, kao i na jedinicne vektore baze

koordinatnog sistema Tl 1 T, , dok su druge dve komponente u pravcima krivolinijskih koordinata ¢,1
q,jednake nuli: le = sz =0. To znaci da su ortogonalne krivolinijske koordinate g,i g, nezavisne,

pa su 1 generalisane koordinate kretanja materijalne tacke podvrgnute jednoj vezi oblika g, =0, jer tada
sistem ima dva stepena slobode kretanja i tada se u prethodnom sistemu javljaju dve diferencijalne
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jednacine koje ne sadrze komponente otpora idealne veze, ve¢ samo generalisanje sile - komponente

aktivnih sila. Trec¢a jednacdina sadrzi nepoznatu komponentu otpora idealne veze éws =A=F v 1z koje
se ona moze odrediti. Tako da se sistem od tri jednadine svodi na dve diferencijalne jednacine po
krivolinijskim koordinatama ¢, 1 ¢, , koje su sada nezavisne i1 predstavljaju generalisane koordinate
kretanja materijalne tacke na koju dejstvuje jedna veza, i jednu jednacinu za odredjivanje nepoznate sile
otpora idealne veze éws =A=F v - Znaci dve jednacine kretanja po generalisanim koordinatama ¢, i ¢,

se mogu resSavati nezavisno od tre¢e iz koje se odredjuje sila — otpor veze. Te jednaCine se sada mogu
napisati u obliku:

g amvz 6mv2 N
&2 |-—2|=0, ,i=12
4| dt| 0q, 0y,

LA OE )5 =12,
4| dr\ 94, 27
4;=0, Qw3:l:ﬁN:_Q3:(ﬁvf3)

Vidimo da dve diferencijalne jednaCine ne sadrze Lagrange-ov mnozilac veze A. Ove dve
jednacine predstavljaju Lagrange-ove jednacine druge vrste i ima ih onoliko koliko sistem ima stepeni
slobode kretanja 1 u sebi ne sadrze nepoznate sile - otpore veza, za razliku od Lagrange-ovih jednacina
prve vrste koje sadrze nepoznate sile - otpore veza, a sa tim 1 nepoznat Lagrange-ov mnozilac veze A
koji treba odrediti iz tog sistema jednacina uz uslov za brzinu.

Na prostom primeru kretanja materijalne tacke na koju dejstvuje jedna skleronomna
geometrijska veza mozemo uociti razliku izmedju Lagrange-ovih jednacina prve vrste i Lagrange-ovih
jednacina druge vrste, sto ¢ce nam kasnije biti od koristi za razumevanje ove razlike kada pisemo
jednacine kretanja sistema sa vise materijalnih tacaka i mnogo stepeni slobode kretanja, od ovog
slucaja za jednu materijalnu tacku.

U slucaju kada je aktivna sila u sebi sadrzi komponentnu silu koja je konzervativna pa ima
funkciju sile, odnosno potencijal, onda se komponente te sile za odgovarajuce generalisane koordinate
mogu napisati u obliku:

)__iaEp
4 0q

i i i

N

+Q+Q*i ,i=1,2

wy 2

§i=(ﬁ,ﬁ)+g—g+(F

te prethodni sistem postaje:

F(aEkj_aEk}aEp o sonio1a,

di\ 04, ) 2q, | oq

7:=0, O, :ﬂ’:ﬁN =-0, :(ﬁafs)
Ako sila otpora sredine kretanju materijalne tacke ima Relijevu funkciju rasipanja d)(q'1 , q'z) onda

i

se Lagrange-ove jednacine druge vrste mogu napisati u obliku:

{i[aE"j—aEk}+aE” 220 i=12.

di\ o, ) oq, | oq, 04,

g, =0, sz. :ﬂ“:ﬁN :_Q3 :(ﬁai)
gde su sada Q. generalisane sile koje obuvataju nepotencijalne i nekonzervative sile koje dejstvuju na
materijalnu tacku. Ako je dejstvo svih konzervativnih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku
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obuhvaceno potencijalnom energijom odnosno dejstvo otpornih sila funkcijom rasipanja prethodni
sistem jednacina se svodi na:

d[ B, |_OE, +8Ep+a£—0 i=1,2
i\ o, ) oq, | oq;, o4 T

q;=0, Qw3:ﬂ“:ﬁN:_Q3:(ﬁ9 3)

!

Vektorska jedna¢ina dinamicke ravnoteze pokretne materijalne tacke N (ql,qz,q3 ), mase m, na

koju dejstvuju dve geometrijske, skleronomne idealne veze oblika fi(%a%a%): 0,i=12,

sz mV2
. o™ | 5
11d 2 2 -

e T+ F + 4 grad f,(4,,q,.9;)+ A, grad f(4,,4,,9;)=0
o | A |dt| 0q aq;
s [ 1[a(ee ) 6E ||~ -

——| | Tk |- |+ F + 4, grad £(4,.9,.9:)+ A, grad f(4,.9,.9;)=0
o | 4| dt 9q, 0q,

(7(¢). grad £(¢,,9,-4:))=0.i=1,2
Dalje mozemo skalarno pomnoziti sa jedini¢nim vektorom baze f generalisanog sistema

ortogonalnih krivolinijskih koordinata q,,q,,q, vektorsku jednacinu dinamicke ravnoteze i dobiti tri

skalarne :
amv2 amv2
d - - -
E a; a; :Ai(FJ;)"'Ai(ilg’"adﬁ(q“%s%l];)"'Ai(/izgradfz(qla%:%l];)

Ako su krivolinijske koordinate izabrane tako da je ¢,duz linije putanje (luk putanje) , onda se
obe jednacine veze fi(ql,qz,%): 0, i=1,2 uproscavaju i jednacine veza (dve povrsi koje se seku po
liniji putanje materijalne tacke) i jednadine veza (povrsi) koje dejstvuju na materijalnu tacku se svode
na oblik ¢, =01 g, =0 1 iz prethodnog sistema od tri diferencijalne jednacine kretanja dobijamo jednu

koja ne sadrzi sile otpora idealnih veza, jer su njegove komponete kao gradijenti povrsi
0,=44=F,, 1 Q,=A4,4, =F,, upravne na odgovaraju¢u povrs§ veze, ali istovremeno i upravne

na liniju putanje, kao i na jedini¢ni vektor baze koordinatnog sistema 7, , dok je komponenta u pravcu
putanje, Inije po kojoj se materijalna tacka kre¢e u pravczu krivolinijske coordinate g, jednaka nuli,
0,,=0.

To znaci da je ortogonalna krivolinijska koordinata ¢, nezavisna, pa je ona i generalisana
koordinata kretanja materijalne tacke podvrgnute dvema vezama oblika g, =01 ¢, =0, jer tada sistem

ima jedan stepen slobode kretanja i tada se u prethodnom sistemu javlja jedna diferencijalna jednacina
koja ne sadrzi komponente otpora idealnih veza, ve¢ samo generalisane sile - komponente aktivnih sila.
Druga 1 trea jednacina sadrze nepoznate komponente otpora idealnih veza Q,,=44,=F,, 1

0,; =44, =F,, iz kojih se one mogu odrediti. Tako sada se sistem od tri jednacine svodi na jednu

diferencijalnu jednacinu po krivolinijskoj koordinati ¢, , koja sada predstavljaja i generalisanu
koordinatu kretanja materijalne tacke na koju dejstvujju dve idealne stacionarne geometrijske veze, i
dve jednacine za odredjivanje nepoznatih sila otpora idealnih vezaQ,, =44, =F,, 1 Q,; =44, =F),.
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Znaci jedna jednacina kretanja po generalisanoj koordinati g, se moze reSavati nezavisno od druge 1

trece iz kojih se odredjuju dve komponente sila veze. Ta jednacina se sada moze napisati u obliku:

dafee) ],

dt\ 64, | oq, v
7,=01¢,=0,0,=44, =F =A2(f7,7:2) 10,=hd=F, :A3(F’7:3)
U slucaju kada je aktivna sila u sebi sadrzi komponentnu silu koja je konzervativna pa ima

funkciju sile, odnosno potencijal, oda se komponente te sile za odgovarajucu generalisanu koordinatu
moze napisati u obliku:

- =\ U
0, = 4(F.T)+ S+ 4
aq, oq

te prethodna jednacina postaje:

F[aEkj_aEk}aEp 010"
. 1 12
dt\ oq, aq, aq,

4,=01¢,=0,0,=44, =F,, :Az(ﬁ,fz)i O, =44, =F,, =A3(ﬁj3)

Ako sila otpora sredine kretanju materijalne tacke ima Relijevu funkciju rasipanja (1)(q1 , q'z) onda

OFE
S0+ 0%,
1

se Lagrange-ova jednacina druge vrste moze napisati u obliku:

OE
i(aé"j‘aEk T
dt\ 0q, ) 0q, | 9q, 04,

7,=01¢,=0,0,=44, =F :Az(ﬁafz) 10,5=h4;=Fy, :A3(F',7:3)
gde je sada O, generalisana sila koja obuhvata nepotencijalne i nekonzervativne sile koje dejstvuju na

materijalnu tacku. Ako je dejstvo svih konzervativnih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku
obuhvaceno potencijalnom energijom odnosno dejstvo otpornih sila funkcijom rasipanja prethodni
sistem se svodi na:

OFE
i(ag"]—aEk +—2L +a—fl):o, i=12.
de\ dq, aq, dq, 04,

4,=01¢;,=0, 0,=44,=F,, :Az(ﬁs@) 10,=L4=F, :A3(ﬁaf13)

Na ovim primerima smo pokazali i znacaj izbora koordinata u kojima treba opisivati model

dinamike sistema. To moze znatno uprostiti reSavanje konkretnih zadataka. U narednom delu
sastavicemo diferencijalne jednacine u konkretnim krivolinijskomortogonalnim sistemima.

Ubrzanje materijalne tacke N (r, o, z)u sistemu polarno-cilindri¢nih koordinata je:
i =(F=rg? i, + (2rp+rip)e, + 2k

gde su (77(),50,1; ) jedini¢ni vektori u radijalnom, cirkularnom 1 aksijalnom pravcu.
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Sila inercije I F (t) materijalne tacke N (r, (o,z), mase m, Ciji je polozaj u prostoru, u trenutku
vremena t, odredjen vektorom poloZaja 77( ) u sistemu polarno-cilindri¢nih koordinata je

f —m(r re )r ZV(p + rqo)co —mzk ,
sa komponentama

I, = —m(if' - rgbz) I..= —m(2;>(/> + r(b) I, . =-mZ

Iz principa dinamicke ravnoteze za slobodnu materijalnu (dinamicku) tacku vektorska jednacina
kretanja je:

(— Gl )j +F=0

dt
gde je F (t) zbir svuh aktivnih sila koje dejstvuju na slobodnu pokretnu materijalnu tacku., pa sledi da je
sistem jednacina kretanja slobodne materijalne tacke u polarno-cilindrickom sistemu koordinata:

mli=r¢?)=(F.)=F,
m(2rp+rp)=(F.c,)=F.
mzZ = (F,lg)z F

Ubrzanje materijalne tacke N (p, o, 1//)u sistemu sfernih koordinata je:

i =(p— pg* cos® y — py* ), + lw :2 (p*pcos’ v, + Lj(p v )+ o’ coswsml//}vo

gde su (,50,50,170) jedini¢ni vektori u radljalnom, cirkularnom i meridionalnom pravcu.

— — — — —

A Yo S Py A Yo Co -
z z By
IS (p.0.v) _ m LN (p,p.p7)

psiy N\ alp,o.v)

A
>

iF(p7¢aV/)

Sila inercije 1 F (t) materijalne tacke N (,0, (p,l//), mase m, Ciji je polozaj u prostoru, u trenutku
vremena t, odredjen vektorom poloZaja v (t) u sistemu polarno-cilindri¢nih koordinata je

I, =-m(p— pg* cos’ y — py* )5,

m_d (p @ cos l//)C { d (p y/)+ PP COS(//Slnl//j|V0
pcosy dt p dt

sa komponentama
I, = m(p p@’ cos’ y — pyr )p
m

Iy, =- eosy jt(p peos’ y

1d
I, =-m o di (p 1//)+p¢7 cosy siny |V,

Iz prinmpa dinamicke ravnoteze za slobodnu materijalnu (dinamicku) tacku vektorska jednacina
kretanja je:
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(—m&(t)j F=0
dt

gde je F (t) zbir svuh aktivnih sila koje dejstvuju na slobodnu pokretnu materijalnu tacku., pa sledi da je
sistem jednacina kretanja slobodne materijalne tacke u sfernom sistemu koordinata:

m(p - pg? cos’ v — py)=(F, 3, )= F,

d . =
pc’:sy/ Z(pz(/)cos2 1//)= (F,co)z F,
m[;jt(pzl/})+ P’ cosy sin 1//} = (1:",‘7()): F,

Vektor brzine v (s) pokretne materijalne tacke N (s) usmeren je po tangenti na putanju tacke po

krivoj liniji, orjentisanoj ortom T (s)

Impuls kretanja materijalne tacke N (s), mase m, Ciji je polozaj u prostoru, u trenutku vremena

t, odredjen vektorom polozaja v (t) u prirodnom sistemu koordinata je:

- ds -
t)=m—T
ple)=m—
1 pada u pravac tangente na putanju materijalne tacke.

Oskulatorna ravan je ravan krive, to je ravan koju €ine tangenta na putanju pokretne tacke, sa
jedini¢nim vektorom 7 =T (s) , 1usmerena je u pozitivnom smeru porasta puta s 1 normala na krivu sa
jedini¢nim vektorom N =N (t) , u smeru konkavne strane putanje, i vektor ubrzanja Zz(s) pokretne

materijalne tacke N(s) lezi uvek u toj ravni.

U prirodnom sistemu putanje materijalne tacke N(s) vektor ubrzanja a(s) te tacke N(s) je
2

N
a=vl+—N,
Rk
1 njegove komponente su:
a,=v -tangencijalna komponenta ubrzanja orjentisana ortom tangente na krivolinijsku
putanju
Vv . o T
ay=— -normalna komponenta ubrzanja orjentisana ortom normale na krivolinijsku
Rk
putanju
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©a” - .
S0 N w6 AT

Sila inercije I F(t) materijalne tac"keN(s), mase m, Ciji je poloZaj u prostoru, u trenutku
vremena t, odredjen vektorom poloZaja F(t) u prirodnom sistemu je:

2
— - e v —
I, =—ma= —m[vT+—NJ
k
1 njene komponente su:
TF,T = —mid, =—mvT
-komponenta sile inercije u tangencijalnom pravcu orjentisana ortom tangente na krivolinijsku

putanju materijalne tacke N (s), mase m ;
2

I,y =-may=-m—N
k
- komponenta sile inercije u pravcu normale na putanju i orjentisana ortom tangente na

krivolinijsku putanju materijalne tacke N (s), mase m .

Iz principa dinamicke ravnoteZze za slobodnu materijalnu (dinamicku) tacku vektorska jednacina
kretanja je:

(—mﬂ(t))+13:0

dt

gde je F (t) zbir svuh aktivnih sila koje dejstvuju na slobodnu pokretnu materijalnu tacku., pa sledi da je
sistem jednacina kretanja slobodne materijalne tacke u prirodnom sistemu koordinata:

my=(F,T)=F,
m;—iz(ﬁ,ﬁ):FN

Primer - Zadatak 1. Materijalna tacka M , mase m , krece se u vertikalnoj ravni u prisustvu sile otpora
proporcionalne brzini, F =—kmV , (k >~ O). U pocetnom trenutku kretanja materijalna tacka je imala
brzinu v, usmerenu po horizontali, a koordinatni sistem je postavljen tako da se koordinatni pocetak
poklapa sa pocetnim polozajem tacke. Smatrajuci silu zemljine teze konstantnom, koriste¢i princip
dinamicke ravnoteze, odrediti:

e diferencijalne jednacine kretanja materijalne tacke;
e konacne jednacine kretanja materijalne tacke i njenu putanju za zadate pocetne uslove;
e teorijski horizontalni domet materijalne tacke .

ResSenje:
Filozofija i strategija reSavanja postaviljenog zadatka.
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Da bi smo resili postavljeni zadatak, potrebno je da prvo napravimo analizu mogucéeg modela
dinamike sistema, odnosno modela dinamike materijalne tacke i odgovorimo na pitanje da li se radi o
kretanju slobodne materijalne tacke ili materijalne tacke podvrgnute dejstvu veza.

Zatim odredimo broj stepeni slobode kretanja i izaberemo koordinatni sistem i odgovarajudi
broj koordinata kojima éemo opisati dinamiku materijalne tacke.

Zatim sledi analiza sila koje dejstvuju na materijalnu tacku i odredjivanje njihovih poznatih ili
nepoznatih koordinata u izabranom sistemu koordinata.

Zatim biramo, ako to zadatkom nije propisano, princip pomocéu koga ¢emo sastaviti jednacine
kretanja.

Zatim jednacine kretanja reSavamo i na kraju odredjujemo integracione konstante koristeci
zadate pocetne uslove.

U zakljucivanju analiziramo dobijeno repenje za zadate poletne uslove i izvodimo zakljucke o
svojstvima reSenja i opisane dinamike.

Kako se materijalna tacka, definisano tekstom zadatka, kre¢e u polju zemljine teze i u uslovima
otpora sredine, i na nju ne dejstvuju veze, to imamo slucaj kretanja — dinamike slobodne materijalne
tacke, koja ima tri stepeni slobode kretanja i njen polozaj u prostoru kretanja ¢emo odrediti vektorom

polozaja ?(t):xf+ yj +zk, &je su koordinate x,y,zu Descartes-ovom sistemu koordinata.

Koordinatni sistem ¢emo izabrati tako da je njegov koordinatni pocetak u tacki —pocetnom polozaju
materijalne tacke, odnosno u tacki u kojoj je materijalna tacka bila u pocetnom trenutku kretanja, a tako
da je osa Oy usmerena vertikalno naniZe, a ravan Oxz da je horizontalna, kao $to je na slici prikazano.

Kako je pocetna brzina u horizontalnoj ravni to ¢emo koordinatnu osu Ox izabrati u pravcu pocetne
brzine v, Sto ¢e se pokazati opravdanim radi uproS¢enja matematickog opisa zadatka.

Sile koje dejstvuju na slobodnu materijalnu tacku su:
e aktivna sila sopstvene teZine G = mgj
e sila otpora sredine u kojoj se krece materijalna tacka je: FW = —kmv
Na osnovu principa dinamicke ravnoteze je:
I+ F =0, mi =mg + F = mg — kmy
Iz ove vektorske jednacine mogu se formirati tri skalarne diferencijalne jednaCine kretanja materijalne
taCke u prostoru i izabranom koordinatnom pocetku:

mx = —mkx
my = —mky + mg
mzZ = —nkz
‘_}’
0
> Sy
/6 )
WF Y
z
X
H
y -
m
£ v
v
Slika 1.
pri ¢emu su pocetni uslovi oblika:
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x(0)=0; %(0)=v,;

t=0; (0)=0; j(0)=0;
z(0)=0; 2(0)=0
Integraljenjem polaznog sistema diferencijalne jednacine kretanja, sledi:
x=—kx+C,,
y=—ky+gt+C,
z=—kz+C,

Pri ¢emu se uzimajuci u obzir pocetne uslove dobijaju integracione konstante u obliku:
C=v,, C,=01 C;=0
Pa sistem prvih integrala diferencijalnih jednacina kretanja postaje:

X+hkx=v,,
y+ky=gt.
z+kz=0

Ovo je sada sistem od dve nehomogene diferencijalne jednacine i jedne homogene prvog reda, pri cemu
su integrali homogenog dela:

x,=C,e™ ;  y,=Ce™ i z=Ce™
a partikularni integrali se pretpostavljaju u obliku:

x,=4 i y,=Bt+D
Posle unoSenja pretpostavljenih partikularnih integrala u sistem diferencijalnih jednacina prvog reda
dobijaju se integracione konstante:

Yo

k k k?

Opsti integrali diferencijalnih jednacina kretanja su:
x(t)=x, + x,=C,e™+4
y(t): Vty, = Ce ™ +Bt+D

Z(t)=z, + z,=Ce™

ili
x=Ce ™+ %
k
—Ce+Ei-&
Y 5 PR
z(t)=Cye™

Opsti integrali diferencijalnih jednacina kretanja moraju takodje da zadovoljavaju pocetne uslove. Iz
uslova zadovoljenja pocetnih uslov dobijamo sistem algebarskih jednacina po nepoznatim integracionim
konstantama, te reSavanjem tog sistema dobijamo integracione konstante u slede¢em obliku:
v g .
C,=—2 , C.==1C =0,
4 k 5 k2 6
pa su konacne jednacine kretanja materijalne tacke:

x(r)= v—]: (1 - eik’)
H=£1- £ ie)
Z(t)z 0
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Iz konacnih jednacina kretanja vidimo da se materijalna tacka krece u ravni xQOy, §to smo mogli

1 pretpostaviti u startu, analiziraju¢i komponente sila koje dejstvuju na materijalnu tacku i pocetne
uslove.
Ovaj zadatak predstavlja u stvari horizontalni hitac u realnoj sredini, pri cemu je otpor vazduha
proporcionalan brzini kretanja materijalne tacke.
Teorijski domet se dobija kada se odredi grani¢na vrednost funkcije x(t) zat—>:
D, =limx(t) = %0 .

t—0

Primer - Zadatak 2. Materijalna tacka mase m = 2[kg] kre¢e se pod dejstvom sile tezine po glatkoj
paraboli jedna¢ine y =4px”, gde je p [mil] parametar dimenzione saglasnosti, iz poc¢etnog polozaja
N, (y0 = IOcm) bez pocetne brzine. Napisati jednadine dinamicke ravnoteze posmatrane pokretne

materijalne tacke pri njenom kretanju duz te parabole, ako se zna da se parabola nalazi u vertikalnoj
ravni. Koliki je otpor veze koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku - linije parabole u
proizvoljnom polozaju materijalne tacke na paraboli, a koliki u polozaju na temenu te parabole?

Resenje:
Slobodna materijalna tacka u prostoru ima tri stepeni slobode kretanja, i njen poloZaj je
odredjen pomocu tri Descartes+ove koordinate (x, Vv, z), medjutim kada se materijalna tacka krece po

zadatoj liniji, ovde paraboli, ona nije slobodna i ima samo jedan stepen slobode kretanja, jer na nju
desjtvuju dve veze. Jedna veza je da je kriva linija — parabola u ravni xOy ili z =0, a druga veza je

f (x, y)z y—4x>=0. Prema tome radi se o kretanju materijalne tacke na koju dejstvuju dve

geometrijske i stacionane (skleronomne) idealne veze. Zadatkom je veé¢ odredjen Descartes-ov
koordinatni sistem u kome je ravan xOy vertikalna.

Zadatkom se trazi da se napisu jednacine dinamicke ravnoteze posmatrane pokretne materijalne
taCke pri njenom kretanju duz te parabole kada je izloZena dejstvu dve geometrijske stacionarne veze i
dejstvu sile sopstvene tezine primenom principa dinamic¢ke ravnoteze. Kako ova materijalna tacka ima,
kako smo prethodnom analizom zakljucili, jedan stepen slobode kretanja za generalisanu koordinatu
izabra¢emo put po luku parabole po kojoj se krece 1 oznac¢i¢emo ga sa: s . Brzina materijalne tacke pada
u pravac tangente na putanju, ovde na zadatu parabolu i iznosi

ds .
v=—=3§
dt
Pravac tangente na putanju materijalne tacke — zadatu parabolom je definisan uglom «, i1 jasno
dy

je da je tga =d—: y'=8px za sluCaj zadate parabole. Za primenu principa dinamicke ravnoteze
X

potrebno je napraviti analizu sila koje dejstvuju na posmatranu materijalnu tacku. Na materijalnu tacku

dejstvuju sledece sile: aktivna sila sopstvene tezine G = —mgj , a dejstvom veza javlja se sila otpora veza
koja je upravna na liniju putanje i moze se izraziti u obliku I:“wN = ﬁN_ = Agradf (x, y), jer se radi o
idealnim vezama z=0 i f (x, y): y—4px* =0, pa nema tangencijalne komponente. Analizom
zaklju¢ujemo da se radi o kretanju u ravni xOy. Javlja se i sila inercije koja je suprotno smerna od
vektora ubrzanja materijalne tacke pomozenog masom, $to je definisano jednom od definicija vektorskih

invarijanti dinamike materijalne tacke. Za silu inercije mozemo da napiSemo: [, = -ma =—-ma, —md, .

U ovom slucaju radi jednostavnosti reSavanja zadatka dobro je koristiti prirodni koordinatni sistem linije
putanje kretanja materijalne tacke, ali se jednacine kretanja mogu napisati i u Descartes’z-ovom sistemu
koordinata.
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Yo y=4px’

=40 NG v 4 (s)

Princip dinamicke ravnoteze smo formulisali slede¢im iskazom:
Materijalno kruto telo je u dinamic¢koj ravnoteZi ako su zbirovi svih sila koje dejstvuju u
pojedinim dinamickim (materijalnim) tackama tog tela jednaki nuli.

Za materijalnu (dinamic¢ku) tacku na koju dejstvuje jedna geometrijska, skleronomna idealna
veza oblika f (x, v, z) =0, princip dinamicke ravnoteze se moze iskazati slede¢om jednac¢inom:

i=k
I, +z}77 +Agrad f(x,,z)=0
i=1
Ili
- i=k
(—md‘;—gt)j+ E +/1gradf(x,y,z):0
i=1
Ili

(—m%gt)j+ﬁ+/1gmdf(x,y,z):0

gde A nepoznati Lagrange-ov mnozilac veze f (x, V, z) =0, abrzina v (t) materijalne tacke zadaovoljava
uslov da je tangencijalna na povrs veze

(v(¢), grad f(x,y,2))=0
jer reakcija (otpor) idealne veze F“W =Agrad f (x, v, z) je upravna na tangencijalnu povrs idealne veze I
to je sila medjudejstva izmedju materijalne tacke i povrsi po kojoj se kre¢e 1 u kojoj lezi brzina \7(t)
materijalne tacke.

Za materijalnu (dinamic¢ku) tacku na koju dejstvuju dve geometrijske, skleronomne idealne
veze oblika fl(x, y,z)=01i f, (x, Y, z) =0, princip dinamicke ravnoteZe se moze iskazati sledeCom
jednacinom:

i=k
I, +ZF: + A, grad f,(x,y,z)+ A,gradf,(x,y,z)=0
i=1
gde su 4, 1 4,nepoznati Lagrange-ovi mnozioci veza f (x, ¥, z) =01 fz(x, V, z) =0, a brzina \7(t)
materijalne tacke zadaovoljava uslov da je tangencijalna na obe povrsi veza, odnosno liniju

(7(t). grad f,(x.y,2))=0 i (3(c).grad f,(x,y.2))=0

jer reakcija (otpor) idealne veze ﬁw = /A, grad fl(x, y,z)+ A, gradf, (x, y,z) je upravna na tangentu na

presec¢nu krivu obe povrsi idealne veze 1 to je sila medjudejstva izmedju materijalne tacke i linije po
kojoj se krece .

Na osnovu principa dinamicke ravnoteZe u razmatranom slucaju mozemo da piSemo:
fF +mg + A grad f(x, V, z) =0 1 uslov brzine (\7(1‘), grad f(x,y, z)) =0
ili
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gde je FN. = Agradf (x, y), otpor idealne veze u pravcu normale na liniju veze, odnosno u pravcu

gradijenta na putanju materijalne tacke (parabolu).
Za odredjivanje komponenata sile inercije u prirodnom sistemu koordinata parabole — putanje
kretanja materijalne tacke piSemo:

1, =—ma=-ma, —ma,
Gde su prirodne komponete vektora ubrzanja:

- m e . . .. odv d’s .
a, =vI =§T tangencijalna komponenta vektora ubrzanja, gde je v = 7 = e =35
4 t
2
ay = VE N normalna komponeta vektora ubrzanja,

J+02) _ li+oapie) .

"

y 8p
Element luka s duz parabole — putanje materijalne tacke je:

ds =\ (dx) +(dy) = dx\1+ y"

Na osnovu principa dinamicke ravnoteze u razmatranom slucaju smo napisali:
(—ma)+mg+ Agrad f(x,y,z)=0 i uslov brzine (¥(¢), grad f(x,y,z))=0

a R je poluprec¢nik krivine R, =

ili

(— m&N)+ (— chT)+ mg +ﬁN_ =0,

Iz prikazanih vektorskih jednacina moZemo napisati odgovaraju¢i broj skaranih jednacina. Iz
prvohZg zapisa mozemo da napiSemo dve diferencijalne jednacine :

(—mjc')+/1g=0
ox

(- i)+ (-me)+ 2L <0
v

i uslov za brzinu

x% + y% =0
ox oy
ili kakoje f (x, y) = y—4px® =0, prethodni sistem diferencijalnih jednaéina i uslov za brzinu postaju:
(= mx)—8Apx =0
(= my)+(-mg)+A=0
—8pxx+y=0

U Descartes-ovom sistemu koordinata smo dobili dve diferencijalne jednacine i jedan uslov za
brzinu, iz kojih treba odrediti Lagrange-ov mnozilac veze 1 dve koordinate §to nije tako prost zadatak.
Zato ¢emo se ovde i zaustaviti jer je zadatkom trazemo da se napisu diferencijalne jednacine.

Lagrange-ov mnozilac veze je:

A= m(j}+g)= m(8p)'c2 +8px)'c'+g)
i sila otpora veze je:
}?w = ﬁN = A grad f(x,y,z): m(8p)'c2 + 8 pxik + gX— 8pr + ])
Pri tome je potrebno prethodno resiti nelinearnu diferencijalnu jednacinu:

5é+8px(8px2+8pxjé+g)=0 y=4px’

po koordinati x koju smo u Descartes-ovom sistemu koordinata izabrali za generalisanu koordinatu.
Kako je:
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.. ) .. 8px!8p5c2 + g)
il + 64 p*x? )= -8 px|8 px?* + xX=-

Sledi da je
. (8pt* +g) 8 pi”(1+64p7x) (8pi*+g)  gli+64px)

_ 2 2.2 _ _ 2.2 _
Z—m(pr M i ear) )T reap) O (lreape) (1 6ap7x)
_[8p¥ +8pi64p’s’ (8pi64p’x’ +g64p’x’) gll+64p’x’))_  8pi’+g
- (1+64p%x?) (1+64p7x%) (1+64p7x?) ) 7 (1+64p°x7)

I kona¢no se za Lagrange-ov mnozilac veze dobija izraz preko kvadeata horizontalne
komponente brzive i kvadrata apscise polozaja materijalne tacke na paraboli.:

dem 8pi’+g
il +64p°x’ ’

Normalna komponenta otpora veze koja dejstvuje na materijalnu tacku pri njenom kretanju po

idealno glatkoj paraboli u vektorskom obliku je:
.2

F'W = F'N = ﬂgradf(x,y,z)z m(%(— 8pxz7+])
Sto predstavlja izraz u funkciji zavisnosti od kvadrata horizontalne komponente brzine xi kvadrata
apscise x polozaja materijalne tacke na paraboli.

Intenzitet normalne komponente otpora veze koja dejstvuje na materijalnu tacku pri njenom
kretanju po paraboli

_F, | |=F, =m 8P r8)

J1+64p°x

1 zavisi samo od kvadrata horizontalne komponente brzine X i kvadrata apscise x polozaja materijalne
tacke na paraboli.

F

w

Drugi pristup je da vektorsku jednacinu dinamicke ravnoteze materijalne tacke koja se krec¢e po
paraboli pod dejstvom sopstvene teZine anliziramo u prirodnom sistemu koordinata njene putanjue. Zato
¢emo razmotriti u drugom obliku istu vektorsku jednadinu dinamicke ravcnoteze te materijalne tacke na
paraboli:

(— m&N)+ (— chT)+ mg +]3NA =0

2
. m s . . VS ..
Odnosno kakoje a,=vI=8T 1 a, :EN tojei

2

(— m[v'f)+ [—m%]\?}+mg(—sinai—cosa]\7)+ FyN=0

Projektovanjem prethodne vektorske jednadine na ose tangente 7'i notmale N parabole, ose
oskulatorne ravni parabole dobijamo dve skalarne jednacine:
—-m§—mgsina =0, upravcu tangente na putanbju — na parabolu
v .
—-m—-—mgcosa+ F,, =0, upravcu normale na putanju - na parabolu
k

gde je polupre¢nik krivine: R, = \/(1 * '),'2)3 = \/(1 - 64p2x2)3 , ds = (a’x)2 + (a’y)2 =dxrJ1+ "7 .

’

y 8p
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Dakle sledi sistem jednacina kretanja 1 dinamicke ravnoteze, od kojih je prva diferencijalna
drugog reda po generalisanoj koordinati s. a druga omogucava da se odredi otpor veze koja dejstvuje
na materijalnu tacku:
§=-gsina
V2
Fy=m—+mgcosa
k

gde su :cosa :; 1sina :L
1+ 64p°x? J1+64p7%°
S obzirom da je sistem konzervativan, iz integrala energije
F,-E,=A=E,-E,
sledi:
2 2

=-mg(y—y,)+ 2V°

my

pa je
v =v; +2g(y, - »)-
Iz druge jednacine dinamicke ravnoteze za pravac normale sledi:
2
Fy =5 8 ng

Vo= y)+——.
R, "R ' )w/1+64p2x2

Kako je y =4px” to je kvadrat brzune:

V=i + 3 = 221+ 64 p7x)
Pa imajudi u vidu izraz za poluprecnik krivine izraz za otpor veze mozemo da napisemo u slede¢em
obliku:

FN=mi+mgcosa=mx2(1+64p2x2)+ 1 _ m(p)'c2+g)

R, J+64p7x%) " reape) L+ 6ap'x)

To je identiCan izraz koji smo za silu otpora idealne veze dobili i preko reSavanja zadatka u
Descartes’ovom sistemu koordinata.

U temenu parabole je: x=0 i y=0,paje F, =16mgy, + mg = G(1+16y0):32,18[N]

Primer - Zadatak 3. Odrediti u vertikalnoj ravni Oxy jednacinu glatke linije - putanje teSke

tacke — pod uslovom da je otpor veze (normalni otpor) koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku
obrnuto srazmeran krivini putanje F,, =mgk/R;R=R, .

Resenje:

JSlobodna materijalna tacka u prostoru ima tri stepeni slobode kretanja, i njen poloZaj je
odredjen pomocu tri Descartes+ove koordinate (x, ¥, z), medjutim kada se materijalna tacka krecée po
zadatoj liniji, ovde nepoznatoj, ona nije slobodna i ima samo jedan stepen slobode kretanja, jer na
nju desjtvuju dve veze. Jedna veza je da je kriva linija u ravni xQOy ili z=0, a druga veza je
nepoznata f (x, y): 0 i zadatkom se tri. Prema tome radi se o kretanju materijalne tacke na koju

dejstvuju dve geometrijske i stacionane (skleronomne) idealne veze. Zadatkom je vel odredjen
Descartes-ov koordinatni sistem u kome je ravan xQOy vertikalna. Takodje je zadatkom dato da je veza

idealna i da je otpor veze obrnuto srazmeran krivini putanje F,, =mgk/R;R=R, .
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s=[f*() NGs) V :EzT 7(s)

Na osnovu principa dinamicke ravnoteZe u razmatranom slucaju mozemo da piSemo:
I.+mg+Agrad f(x,y,z)=0 i uslov brzine (¥(t),grad f(x,y,z))=0

ili
I, +mg+F, =0,

gde je F, v = Agradf (x, y) , otpor idealne veze u pravcu normale na liniju veze, odnosno u pravcu

gradijenta na putanju materijalne tacke (parabolu).
Za odredjivanje komponenata sile inercije u prirodnom sistemu koordinata parabole — putanje
kretanja materijalne tacke piSemo:

1, =—ma=-ma, —ma,
Gde su prirodne komponete vektora ubrzanja:

2
a, =vI =§T tangencijalna komponenta vektora ubrzanja, gde je v = ?‘; = % =35

Vo= .
ay = ) N normalna komponeta vektora ubrzanja,

Vektorsku jednacinu dinamicke ravnoteze materijalne tacke koja se krece po glatkoj krivoj u
vertikalnoj ravni pod dejstvom sopstvene tezine anliziramo u prirodnom sistemu koordinata njene
putanjue. Zato ¢emo razmotriti tu vektorsku jednacinu dinamicke ravcnoteze te materijalne tacke u
obliku:

(—mZtN)+(—mc_lT)+m§+]3N' =0

2
Y I ..
Odnosno kakoje a,=vI=5T 1 a, :EN tojel

2

(— mS’f)+ (—m%ﬁj+mg(—sinaf—cosa]\7)+ FNN:O

Projektovanjem prethodne vektorske jednadine na ose tangente 7'i notmale N krive linije koju
trazimo, ose oskulatorne ravni krivolinijske putanje i dobijamo dve skalarne jednacine:
—-m§—mgsina =0, upravcu tangente na putanbju
v L
—m-——mgcosa+F, =0, upravcu normale na putanju z
k

: L i+ :
gde je poluprenik krivine: R, = (—f)j, a element luka putanje  ds = +/(dx)’ + (a’y)2 =dx\1+ " .
Dakle sledi sistem jednacina kretanja i dinamicke ravnoteze, od kojih je prva diferencijalna
drugog reda po generalisanoj koordinati s. a druga omogucava da se otpor veze koja dejstvuje na
materijalnu tacku izrazi pomocu krivine:
§=—-gsina
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2
v
F :mR—+mgcosa

k
’

) _ 1 R 4
gde su :cosa W 1sina W
S obzirom da je sistem konzervativan, iz integrala energije
F, -E,=A=E,-E,
sledi:
2 m 2

=—mg(y —y,)+ 2V°

my

paje
v =vy +2g(y, - v).

Kako je oy-osa usmerena navise, onda integral energije daje:
v =v; —2gy, gdeje y, =0

Iz druge jednacine dinamicke ravnoteze materijalne tacke u pravcu normale na trazenu krivu
liniju sledi:

2
my —-mg mgk
=—mgcosa+F, = +
R g N /—1+y'2 R

Posto je zadatkom definisana sila otpora dejstvujuce veze linije, a trazi se jednacina linije to
reSavamo obrnuti zadatak i prethodna jednacina je diferencijalna jednacina putanje — linija veze koja
dejstvuje na materijalnu tacku .

Posle transformacije dobijamo slede¢u diferencijalnu jednacinu linije putanje:

m(vz—kg) m(v§—2gy—kg)_ —mg

R R _\/1+y72’

[ 12
\/157: l;,y :(2)"*‘0),

gde je uvedena oznaka radi jednostavnijeg pisanja

odnosno:

ve —kg
g

\/(1 + y'z)3

Zamenom poluprecnika krivine relacijom R, = p dobijamo:
yﬂ 3 1 '
Jiy? @y+e)
Ta diferenvzcijalna jednacina razdvaja promenljive integracije yi ' = Y , koordinate pokretne

materijalne tacke u ravni xOy te je:
2y'dy'  2dy

vy @y+e)’

Integraljenjem leve i1 desne strane prethodnne jednacine u fzdiferencijalnom obliku dobijamo
Iny1+y? =2y +¢)+InC, =InC,(2y +¢)
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Imaju¢i u vidu da je osobine logaritama kvadrata, kolicnika i1 proizvoda lako je iz prethodnog dobiti
sledece

y?=ay+b; a=2C, i b=Cc-1
Ponovo razvajamo promenljive integracije

v = = Ja+h

dx
dy

Jay+b

Te jo§ jednim integraljenjem dobijamo sledecu jednacinu krive linije:
2

ay+b:%(x+C2)2 tj.

b
y:%(x"'cz)z B
a

=dx; 2 ay+b=a(x+C2)

koja je zadatkom trazena. Znaci traZena glatka kriva linija u vertikalnoj ravni Oxy putanja teSke tacke —
pod uslovom da je otpor veze (normalni otpor) koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku obrnuto
srazmeran krivini putanje F,, =mgk/R ;R =R, je parabola - kriva linija drugog reda jednacine
y:ﬁ(x+cz)2 _é-
4 a
Mi smo ustvari dobili viSeparametarsku familiju krivih linija parabola, jer u jednacini krive linije ima
viSe proizvoljnih konstanti integracije, ali za sve te putanje — krive linije kao veze dejstva prinude
veze u kretanju materijalne tacke imaju svojstvo da je otpoir veze obrnuto proporcionalan
poluprecniku krivine veze, jer smo to jednacinu izveli iz tog uslova.
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Stabilnost kretanja 1 mirovanja.
Kriterijumi stabilnosti.

Za pocetak navescemo nekoliko recenica znamenitog ruskog naucnika Nikolaja Gurevica
Cetajeva koje uvode u spoznaju pojma stabilnosti kretanja i mirovanja:

“Dinamika je nauka ostvarnim ravnotezama i kretanjima materijalnih sistema.Galilej i Njutn
otkrili su njena nacela i pokazali njihovu verodostojnost ogledima o padanj teskih tela i objasnjavanjem
kretanja planeta. Medjutim svako stanje mehanickog sistema , koje odgovara matematicki strogom
resenju kako jednacina mirovanja, tako i diferencijalnih jednacina kretanja, ne posmatra se u
stvarnosti’’

“Opstost principa i za izbor reSenja koja odgovaraju stabilnim stanjima u mehanici nije bilo,
bio je prihvacen karakter nauke o idealizovanim sistemima i za svaku strogu primenu na nasu prirodu,
principijelno za svaki put, traZena su resenja zadataka stabilnbosti...”’

“Opsti problem stabilnosti kretanja u klasicnoj postavci resio je Ljapunov...”’

. RavnoteZno stanje.Pod pojmom ravnotezno stanje podrszumeva se mirovanje posmatranih tela
kada su sve generalisane brzine jednake nuli, a imajuci u vidu vezu sa impulsima kretanja I svi impulse
kretanja su jednaki nuli, odnosno sve kolicine kretanja su jednake nuli za svako telo I svaku materijalnu
tacku tog sistema.

LeZen Dirisleova teorema o stabilnosti. Ako je system od N materijalnih tacaka podvrgnut
k ,onacnim vezama onda takav system ima n=3N—k stepeni slobode kretanja. Trenutni poloZaj
sistema se moze tada odrediti sa n=3N —kmedjusobno nezavisnih generalisanih koordinata q.,

i=L12,....,n. Na osnovu principa rada mogu se napisati sledece invarijantne relacije:
a* Za slucaj zadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:

i=N R i=N = = .
S a4’ =0 ST, +F 4 F, A7) =0
i=1 i=1
b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:
i=N ~ i=N = = .
S A4 <0 S (T, +F + F,,67)<0
i=1

i=1
ili
a* Za slucaj zadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:
i=N i=N ,_ .
Sea” =0 S Py, +F+F,,0%)=0
i=l

w,id i
i=1
b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:
i=N _
> 64" <0
i=1
Princip rada sila se moze iskazati i u obliku: Ukupan rad svih sila na svim nezavisnim

mogudim pomeranjima jednak je nuli, a za sistem sa jednostrano dejstvujuéim vezama nije pozitivan.
a* Za slucaj zadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:

i=N P n_i=N{( _ . . 817 n

> Ad" =0 Y X\ Te 4 E 4 Fp 2 Mg, = Y00, + 0,40, g, = 0
P == q; j=l

b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:

i=N P n_ =N _ . - a’—; n

ZAA[ <0 lel ]F,1+E+Fw,i’§ qj':Zl[Q(iiz),j+Qj*+Qj]quSO
i= j=l = j Jj=

ili
a* Za slucaj zadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:
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G F 0

" oq ;= Z;[Q(m,f +0,*+0, by, =0
=
b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na materijalne tacke sistema:

X n N - -~ = OF N |;q
At <0 Y M1, +F+F,,,— 561_,=§'1[Q(,-,1),_/+Q_/*+Q/ ;<0
2. =

1

F,i+

J

ML
&
o
[l
o
i
Z
I
finol!

i=1 =1 =l ’ " dq j
U slucaju ravnoteZe sistema moraju sve generalisane sile biti jednake nuli O, *+0; =0, kao i sve
generalisane sile inercije Q,,); =0. Na osnovu toga piSemo:
o,

0,*+0,=0 = E+F,,—~|=0
J J aqj

- or,
Qi =0 = (IF,ﬂa_l]:O
J

To znaci da i sve generalisane brzine moraju biti jednake nuli, odnosno ¢, =0.

0*+0 = F+F, 2|0
. ) 6 j
U slucaju idealnih veza i kada su sve sile konzervativne 1 imaju funkciju sile U (ql,qz,...,qn)

koja zavisi od generalisanih koordinata ¢; j=1,2,...,n, onda mora u poloZaju ravnoteZe sistema ta

o . . oU " y
funkcija sile da ima ekstremnu vrednost. Kako je O, :8_ to u polozaju ravnoteze u kome su

generalisane coordinate g, te sile treba ds budu jednake nuli

OU(gy.gurnd,
Qj(q017q025"'5q0n): (qlan q ) 0
q;

qoj,j:I,Z ..... n

Lagranz je, u svojoj AnaliticCkoj mehanici (1788) prvi formulisao ovu teoremu o stabilnosti
skleronomnih konzervativnih sistema, koju je kasnije dokazao Dirisle ( Lejeune Dirichlet 1805-1850):

Ako u polozaju ravnoteze konzervativnog holonomnog skleronomnog sistema funkcija sile ima
maksimum (potencijalna funkcija minimu) onda je ravnoteza sistema stabilna; u protivnom je labilna ili
pak indiferentna.

Sada posmatrajmo dva polozaja i dva stanja sistema materijalnih tacaka:

Prvi polozaj ravnoteZze ¢emo oznaciti sa O , 1 u tom poloZaju sistema polozaj svake materijalne
tacke odredjen nultim generalisanim koordinatama ¢,, =0, j=12,....,n.

Drugi, proizvoljan polozaj sistema je u kretanju sistema i ozna¢imo isti sa N, i u tom,
proizvoljnom, polozaju sistema polozaj svake materijalne tacke odredjen njegovim generalisanim
koordinatama ¢ ; (t), j=12,....,n, koje su funkcije vremena ¢.

Prvo stanje sistema je stanje mirovanja. Ako je sistem u stanju mirovanja onda su sve brzine
(izvodi generalisanih koordinata po vremenu) jednaki nuli kada je ¢,,=0,;=12,...,n. To stanje

mirovanja sistema éemo oznaciti sa O .
Drugo stanje sistema je stanje kada je system u kretanju. Ako je sistem u stanju kretanja onda su
sve brzine (izvodi generalisanih koordinata po vremenu) funkcije vremena kada je

q; (t) =0, j=12,....,n. To stanje kretanja sistema ¢emo oznaciti sa N .
Mozemo reé¢i da je sistem u stanju mirovanja kada je u stanju O, q'j(t):O,j:I,2,....,n u
koordinatnom pocetku » - dimenzionog “’tangencijalnog prostora’ koordinata ¢;,j=12,....,n, koji

odgovara n - dimenzionom prostoru generalisanih koordinata g, j=1,2,....,n. Isto tako moZemo reci da
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je sistem materijalnih ta¢aka u stanju mirovanja kada su sve brzine u ‘’’tangencijalnom prostoru’’ stanja
kretanja u koordinatnom poéetku O 1 - dimenzionog prostora generalisanih brzina ¢ ;J=L2,....n.

[

Mozemo re¢i da je sistem u stanju kretanja kada je u stanju N, kojoj odgovara
q; (t) Jj=12,....,n, odnosno u proizvoljnoj tacki n - dimenzionog ’tangencijalnog prostora’’ koordinata
q;,J=12,...,n,koji odgovara n - dimenzionom prostoru generalisanih koordinata ¢, j=1,2,....,n. Isto
tako mozemo re¢i da je sistem materijalnih tacaka u stanju kretanja kada je bar jedna brzina u

“’tangencijalnom prostoru”’ stanja kretanja razli¢ita od nule, a system nije u koordinatnom pocetku O
n - dimenzionog prostora generalisanih brzina g, j=12,....,n.

Ako je sistem u ravnoteznom polozaju 1 stanju mirovanja onda je istovremeno u polozaju O koji
je odredjen nultim generalisanim koordinatama ¢, =0, j =1,2,....,n. i stanju O kome osgovara tacka

q,(t)=0,j=12,...n.

Ako je sistem u ravnoteznom poloZaju O koji je odredjen nultim generalisanim koordinatama
90, =0,j=12,...,n. 1 stanju N, kome odgovaraju brzine c]j(t) j=12,....n, odnosno stanju N, onda
kazemo da sistem prolazi kroz ravnotezno stanje, ali nije u stanju mirovanja, iszako je u polozaju
ravnoteze.

Sistem moze mirovati i van polozaja ravnoteze, kada moraju biti zadovoljeni I osnovni I
dopunski uslovi. Naprimer uslovi prinudnog mirovanja, takodje i1 uslovi relativnog mirovanja, a zato je
potrebna posebna analiza dinamike sistema. Ovde ¢emo se dalje usmeriti na izuCavanje stabilnosti
poloZaja ravnoteZe 1 mirovanja i kretanja oko ravnotezmog poloZaja.

Kako koordinatne sisteme biramo proizvoljno biraju¢i koordinatni pocetak, to generalisane
coordinate moZemo izabrati tako da su u poloZaju ravnoteZe sistema sve generalisane koordinate
jednake nuli: ¢,; =0, j=12,...,n, $to smo i uradili u prethodnoj analizi. Zamislimo sada da u n-

dimenzionom prostoru imamo sistem generalisanih koordinata ¢, j=1.2,...,n sa koordinatnim

pocetkom u tacki O koja odgovara poloZaju ravnoteZe sistema materijalnih tacaka. Sada oko te tacke O
n=#N=s
u tom 7z - dimenzionom prostoru opiSemo sferu poluprecnika ptako da vazi qu =p° . Ta sfera
=
obuhvata oblast (S ) u kojoj za svaku od generalisanih koordinata vazi |qi|£ p, dok je za polozaj
n=#N=s
ravnoteze sistema g,, =0, j =1,2,....,n $to definiSe koordinatni pocetak u tacki O , kada je qu ;=0.
=

Pretpostavimo da p moze biti sasvim mali broj i to proizvoljno mali broj.

Sada, pretpostavimo da smo sistem izveli iz ravnoteznog polozaja O i iz stanja mirovanjaO u
kome je bio u tom poloZaju ravnoteZe. Znaci iz poloZaja ravnoteze kada je ¢,;, =0, j =1,2,....,n i stanja

mirovanja, kada je ¢,; =0, j=L12,...,n, nekim poremecajem polozaja ravnoteze i stanja mirovanja,
doveli smo sistem u stanje kretanja, N kome odgovaraju brzine ¢ i (t) j=12,...,n.
Pretpostavljamo sada da u odgovaraju¢em ‘’tangencijalnom’ n- dimenzionalnom prostoru

brzina ¢, j=1,2,...,n sa koordinatnim pocCetkom u tacki O , koja odgovara stanju mirovanja sistema
n=#N=s
materijalnih tacaka, da mozemo definisati *’sferu brzina’’ Zq}z =¢”, pri ¢emu je njen poluprecnik &
Jj=1
dovoljno veliki. Pretpostavimo takodje da za svaku od brzina vazi da je |qi| <¢. Ta sfera obuhvata

oblast (S ) u kojoj za svaku od brzina (izvoda generalisanih koordinata oi vremenu) vazi |ql.| <¢, dok je
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za stanje mirovanja sistema ¢,, =0, j=1,2,....,n Sto definiSe koordinatni pocetak u tacki O , kada je
n=#N=s
D 4, =0.
j=1
Sada mozemo formulisati sledecu teoremu:
Ako p moze biti po volji proizvoljno mala veli¢ina tako da se pri saopstavanju pocetnih brzina
n=#N=g
2

(c}j )0 %0, j=12,....,n mozZe naci takva velicina ¢ tako da je Z(q} )0 <&?, odnosno |‘11| <¢&, ida sistem

Jj=1
n=#N=s
pri prelazu iz polozaja O u polpzaj N ne izadje iz oblasti (S ) sfere Zq}z < p’ ravnoteza sistema je
Jj=1
n=#N=s 5 )
stabilna, jer je uvek qu (t)S P, odnosno ‘q_/(tj <p,j=L2,..n.
j=1

Ova teorema je u osnovi Ljapunovljeve teorije stabilnosti kretanja i mirovanja mehanickih
sistema. (Anamowun Muxainoeuu Jlanynoe, 1850-1915, znameniti ruski naucnik Cija je teorija
stabilnosti 1 danas inspiracija za mnoga savremena istrazivanja i u oblasti mehanike i matematike , aili u
mnogim drugim naukama, gde je potrebno ispitivati stabilnost modela 1 dinamika sistema. Poznati su
Ljapunovljeve funkcije prve i druge vrste, kao i Ljapunovljevi eksponenti).

Kako je sistem Ciju stabilnost prou¢avamo konzervativni i skleronoman to za takav sistem vazi
teorema o odrZanju energije odnosno integral energije:

E=E,+E,=E +E,=E, —-U=h=cosnt

koji kaze da je ukupna energija sistema u toku kretanja jednaka energiji koju je sistem imao u pocetnom
trenutku. Kako prethodnu relaciju, matematicki iskaz teoreme o odrzanju energije odnosno integral
energije mo¢emo napisati i u obliku
E, = Ey _(Uo _U)

koji nam je pogodan za analizu stabilnosti i dokaz teoreme o stabilnosti. Kako funkcija sile u polozaju
stabilne ravnoteze ima maksimum, to je (U o —U ) >0, jer je funkcija sile U, =U . u poloZaju ravnoteZe.
Ako sistem izvedemo iz polozaja ravnoteze i dovedemo u stanje kretanja tako da neka generalisana
koordinata ima najveéu vrednost ¢, =7, ., dok ostale generalisane koordinate imaju proizvoljne

vrednosti, ali su njihove apsolutne vrednosti manje od 7, tj,

qk| <7,.., onda razlika (U, -U)=P
dobija razlicite vrednosti P.. Pretpostavimo da je najmanja vrednost te razlike P . 1 onda je sigurno da
je (U,-U)>P

min *

Ako su 1 poCetne brzine tako male da je £,, <P ondaje E, =E ,—P. <0, aovo

min

ne moze biti jer je £, >0 uvek pozitivne veli¢ine jer je po defoiniciji polovina zbira proizvoda kvadrata
brzina materijalnih taCaka i njhovih masa. Isto tako treba imati na umu da ni koordinate g, ne mogu

dosti¢i grani¢ne vrednosti 7, . To je razlog da polozaj sistema N ne moZe izaci iz oblasti (S ) sfere
n=#N=s
Zq? <p’. To znaci da je ravnotezni polozaj stabilan prema Ljapunovljevoj teoremi I da je
Jj=1
formulisana Lagranzeova, odnosno Lezen Dirisleova teorema o stabilnosti ranoteznog polozaja za
skleronomni konzervativni system dokazana.
Da ponovim: U poloZaju stabilne ravnoteze potencijalna energija je u minimumo, a u polozaju
nestabilne ravnoteze ima maksimu.
Matematicki iskaz ove teoreme o stabilnosti i nestabilnosti poloZaja ravnoteze je:
Uslov da je polozaj poloZaj ravnoteze je da je prvi izvod potencijalne energije po generalisanoj

koordinati jednak nuli:
oF
Q=-—"=0, i=12...n
aq;

Uslov da je plozaj ravnoteze stabilan ili nestabilan zavisi od znaka drugog izvoda:

Magsinski fakultet Univerziteta u Nisu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovié) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika 111 — Dinamika - Kinetika Predavanja V Skolska 2006-2007

Str. 35 od 37
X >0 stabilna
O°E ) o
P =<=0 indiferentna
e
9 1% <0 nestabilna

Oq;
Ovaj kriterijjum se moZze primenjivati i za ispitivanje stabilnosti poloZaja ravnoteZe sistema u
miru, pa je tada staticki kriterijum stabilnosti. Takodje se primenjuje i u otpornosti materijala u formi
metode energije i metode deformacionog rada, jer je potencijalna energije deformisanog tela jednaka
deformacionom radu utrosenom na deformaciji deformabilnog tela u oblasti do granica elasticnosti.
Ovde dodati primer sa dve materijalne tacke iz Teorije oscilacija.

Ispitivanje stabilnosti je posebno vazno kada se radi o specijalnim dinamikama — oscilacijama
sistema sa vise stepeni slobode kretanja kada se zakoni kretanja izraZavaju u obliku: q, = C.e™ gde su

A, =a, Fip, karakteristicni brojevi. Tada se sastavlja karakteristicna jednacina i ispituje znak realnog
dela o njenih korena A, =a Fif,, koji moraju biti negativni da bi kretanje bilo stabilno. Takodje, u

linearnim sistemima oscilacije su moguce samo oko stabilnih polozaja ravnoteze.

Isto tako teorija stabilnosti oscilatornih sistema se koristi za ispitivanbje stabilnosti kretanja,
tako sto se pisu jednacine u varijacijama (odstupanjima) od kretanja Ciju stabilnost ispitujemo, pa se
zadatak svodi na ispitivanje stabilnosti polozaja ravnoteze.
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