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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA  

MEHANIKA III - DINAMIKA – KINETIKA 
 
 

Mehanika III - Dinamika - Kinetika  
 

 
Tekst zadatka. Homogeni kružni disk mase M , poluprećnika r , kotrlja se bez klizanjnja niz 

glatku strmu ravan dužine l , nagibnog ugla α , koja prelazi u idealno glatku cilindrično polukružnu 
površ poluprečnika R , kao što je prikazano na slici. Za vreme kretanja disk ne napušta vertikalnu ravan, 
koja je prikazana na slici i sadrži presek sa strmom ravni i cilindrično polučružnom površi.  
U početku kretanja, kada je disk bio na gornjem kraju strme ravni, centar diska je dobio početnu brzinu 

0v  paralelnu strmoj ravni. Odrediti: 
 a* Ubrzanje i brzinu centra diska u proizvoljnom položaju na strmoj ravni, kao i ugaonu brzinu 
sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar; 
 b* Silu otpora kotrljanja diska po strmoj ravni kao i silu pritiska na ravan u proizvoljnom 
položaju; 

c* Brzinu centra diska u položaju prelaska  sa strme ravni na polukružnu površ , kao i ugaonu 
brzinu sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar u tom položaju; 

d*  Brzinu centra diska u proizvoljnom položaju na polukružnoj površi, kao i ugaonu brzinu 
sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar u tom položaju; 

e* Silu otpora kotrljanja diska u proizvoljnom položaju na polukružnoj površi, kao i silu pritiska 
na tu površ. 

f*  Koje uslove treba da zadovolje kinetički i geometrijski parametri  sistema, te da disk može da 
dospe u najvišu tačku D  kotrljajući se po polukružno cilindičkoj površi? 

g* Jednačinu putanje i zakone kretanja  diska po napuštanju površi, kao u domet u pravcu 
horizontale na nivou položaja napuštanja polukružno cilindričke površi.  
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Diferencijalnu jednačinu dinamike –ravanskog kretanja diska niz strumu ravan možemo predstaviti kao 
kotrljanje bez klizanja po strmoj ravni i to rotacijom oko trenutnog pola P u dodiru diska i strme ravni. 
Ta tačka P  je trenutni pol i pomera  se niz strum ravan isto toliko koliko i centar diska, ali s obzirom na 
simetriju diska aksijalni moment inercije diska za trenutnu osu roracije upravnu na disk i kroz trenutni 
pol rotacije je uvek jednak i iznosi: 
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2
3 MrMr =+= ζζ CP JJ  

Kotrljanje diska po strmoj ravni predstavlja ravansko kretanje tela pod dejstvom aktivne sile 
sopstvene težine diska i pod dejstvom veza (strama rava u prvom delu puta, polukružna površ u drugom 
delu puta i slobodno od veza ravansko kretanje diska u trećem delu puta), pa sistem u prva dva dela puta 
ima jedan stepen slobode kretanja, dok kada napusti veze ima dva stepena slobode kretanja. Zato za prvi 
deo puta kada se kotrlja bez klizanja po strmoj ravni za generalisanu koordinatu  na tom delu puta 
usvojimo koordinatu Cξ  kretanja centra diska C paralelno strmoj ravni na odstojanju r od nje, kao što je 
to naznačeno na slici. Od aktivnih sila dejstvuje sila težine Mg , a od pasivnih reaktivnih se javlja 
normalna komponeta otpora NF strme ravni kao idealne veze i jedna tangencijalna komponenta koja 

predstavlja silu otpora kotrljanja kF
r

. Obe ove komponente prolaze kroz trenutni pol P  i moment tih sila 
za trenutnu osu rotacije diska kroz pol P  je jednak nuli. Na osnovu teoreme o promeni momenta 
impulsa kretanja za trenutnu osu rotacije kroz pol P je: 

 G
P

P M
dt
Ld rr
r

=    

odnosno 
 αωζ sinMgrP =&PJ  
gde smo sa Pω  označili ugaonu brzinu obrtanja diska oko trenutne ose rotacije, a kako je brzina centra 
diska  
 PCC rv ωξ == &  
to diferencijalnu jednačinu kretanja dobijamo u obliku: 

 αξ sin
2
3 2 Mgr

r
Mr C =

&&
 

odnosno 

 αξ sin
3
2 gC =&&  

Integraljenjem prethodne jednačine dobijamo jednačinu promene brzina i jednačinu puta u sledećem 
obliku: 

 0sin
3
2 vgtv CC +== αξ&   

gde je 0v  početna brzina kretanja centra diska, a t  vreme.  

 tvgtC 0
2 sin

3
1

+= αξ  

Neka je dužina strme ravni l=Bx0  onda je lako odrediti vreme za koje će se disk dokotrljati do položaja 
B .  
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Rešenje prethodne jednačine sa znakom minus ne zadovoljava jer vreme mora da teče unapred, tj. da je 
pozitivno, te je rešenje: 
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te je brzina Bv  centra diska kojom on dospeva u položaj B  
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Znači da je brzina kojom disk, koji se dokotrljao do polukružne površi, u istu, ulazi sa brzinom centra 
jednakoj vrednosti: 

 αξ sin
3
42

0 gvv CBCB l& +==  

To je i početna brzina kretanja centra diska za kotrjanje po polukružnoj površi. 
 Sledeća faza kotrljanja diska po polukružnoj površi je takodje ravansko kretanje krutog tela pod 
dejstvom veza pa sistem ima jedan stepen slobode kretanja, jer se to kretanje, kao i po strmoj ravni može 
predstaviti obrtanjem oko trenutne ose rotacije, koja uvek prolazi kroz dodirnu tačku P  diska i 
polukružne površi, a iako se ta tačka pomera, aksijalni moment inercije za tu osu diska je isti kao i u 
prethodnom slučaju, te je  

 22

2
3 MrMr =+= ζζ CP JJ  

Sada za generalisanu koordinatu kretanja pogodno je uzeti ugao ϕ   koji zaklapa poteg CO ~  povučen 
kroz centar diska C~ i centar polukružne površi O , a koji merimo od potega OB - centar polukružne 
površi položaj diska B ulaska u isti.  

Kako se brzina Cv~
r  centra diska C~  može posmatrati kao periferijska brzina pri obrtanju oko 

centara polukružne površi O , ugaonom brzinom ϕ&   na rastojanju rR − , kao i rotacija ugaonom 
brzinom Pω

~  oko trenutne ose kroz dodirnu tačku P~  diska i polukružne površi na rastojanju r  jednakom 
poluprečniku diska to pišemo: 

( ) PC rrRv ωϕ ~
~ =−= &
r  

te je 

 ϕω &
r

rR
P

−
=~   

Od aktivnih sila na disk i na ovom delu puta dejstvuje sila težine Mg , a od pasivnih reaktivnih 
se javlja normalna komponeta otpora NFϕ

r
strme ravni kao idealne veze i jedna tangencijalna komponenta 

koja predstavlja silu otpora kotrljanja kFϕ

r
. Obe ove komponente prolaze kroz trenutni pol P  i moment 

tih sila za trenutnu osu rotacije diska kroz pol P~  je jednak nuli. Na osnovu teoreme o promeni 
momenta impulsa kretanja za trenutnu osu rotacije kroz pol P~ je: 
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Sad diferencijalnu jednačinu kretanja - kotrljanja diska možemo da napišemo u obliku: 

 ( ) ( ) 0sin
3

2
=−

−
+ αϕϕ

rR
g

&&  

i to je nelinearna diferencijalna jednačina. Istu možemo da integralimo tako što ćemo je prvo pomnožiti 
sa ϕϕ ddt 22 =& , što daje: 
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Posle integraljenja u granicama brzina centra diska od položaja B , u kome je 0=ϕ  i brzina Bv , koju 
smo odredili na delu kotrljanja diska po strmoj ravni, pa do položaja odredjenog uglom ϕ , možemo da 
pišemo: 

 ( ) ( )[ ]ααϕϕϕ coscos
3

422 −−
−
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rR

g
B&&  

a kako je  

αξϕω sin
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41 2
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to sledi da je: 
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4sin
3
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0
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++=−=
rRggvrRvC l&  

Kada je disk pri kotrljanju u proizvoljnom položaju na polukružnoj površi. 
 Kada disk dospe u položaj D , u kome je πϕ =  njegova brzina je odredjena sledećim izrazom: 

 ( ) αα cos
3

8sin
3
42

0
2 rRggvv DC

−
−+= lt  

 Da bi disk dospeo u taj položaj, potrebno je da početna brzina centra diska bude takva da u tom 
položaju sila pritiska diska na polukružnu površ ne bude jednaka nuli pre tog položaja. Zato je potrebno 
odrediti silu protiska na jednostranu vezu koja dejstvuje na disk – na polukružnu površ. 
 Da bi smo odredili tu silu veze, odnosno silu pritiska potrebno je da napišemo jednačine 
dinamičke ravnoteže diska u stanju kotrljanja po polukružnoj površi, koristeći jednačine ravanskog 
kretanja krutog tela, preko kretanja centra masa i relativnog kretanja oko centra masa i to u sistemu 
prirodnih koordinata kretanja diska : 
 * za tangencijalni pravac na putanju kretanja centra diska 

 ( )αϕϕ −−−= sin
~

MgF
dt

dv
M k

C  

* za radijalni pravac na putanju kretanja centra diska 

( )αϕϕ −−=
−

cos
2
~

MgF
rR

v
M N

C  

* za relativno kretanje diska oko centra masa: 
rF kC ϕζω =~~

~&
CJ  

I poslednje odredjujemo silu otpora kotrljanja diska po polukružnoj površi u obliku: 
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jer je 
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−
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Unošenjem sile otpora kotrljanja u prvu jednačinu, kao imajući u obzir da je ( )ϕ&rRvC −=~  dobijamo: 

 ( ) ( ) ( )αϕϕϕ −−−−=− sin
2

MgrRMrRM &&&&  

odakle sledi: 

 ( ) ( ) 0sin
3

2
=−

−
+ αϕϕ

rR
g

&&  

Ova jednačina je identična sa onom koju smo dobili pišući jednačinu kotrljanja diska oko trenutne ose 
rotacije i iz koje smo odredili brzinu u obliku: 
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Sada nije teško odrediti silu otpora polukružne površi, niti pak silu kotrljanja diska po 
polukružnoj površi. 
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Kada disk dospe u položaj D , u kome je πϕ =  njegova brzina je odredjena na sledeći način: 

 ( ) αα cos
3

8sin
3
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0
2
~

rRggvv DC

−
−+= l  

Dok je u tom položaju D  sila uzajamnog pritiska veze i diska: 
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( ) αα cos
3

11sin
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+
−
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( ) αα cos11sin43 2
0 rRggv −>+ l  

Na granici D   kada je sila pritiska jednaka nuli, minimalna brzina s kojom disk dolazi do 
položaja D, a da se ne odvoji od jednostrano zadržavajuće veze  je: 

( ) αcos2
~ rRgv DMINC −=  

a to ostvarljivo za odnos kinetičko.geometrijskih parametara u obliku: 
( ) αα cos11sin43 2

0 rRggv −=+ l  
Ako je odnos kinetičkih parametara  

( ) αα cos11sin43 2
0 rRggv −<+ l  

tada ce disk napustiti nezadržavajuću vezu, kružno cilindričku površ i neće dospeti u položaj D . 
Ako je zadovoljen uslov, da disk dospe u položaj D , onda on započinje treću etapu svog 

kretanja, kao slobodno telo koje vrši ravansko kretanje i ima tri stepeni slobode kretanja, dve translacije 
u ravni kretanja i jednu rotaciju oko ose upravne na ravan diska kroz njegov centar masa. Znači da sada 
kao slobodno telo koje vrši ravansko kretanje ima tri stepeni slobode kretanja i izabraćemo  za tri 
generalisane koordinate koordinate njegovog centra  

C
x~~  i 

C
y ~~  i ugao 

C
~~ϑ  relativnog kretanja - obrtanja 

oko njegovog centra. Imajući u vidu da se sada disk kreće samo pod dejstvom sile sopstvene težine Mg i 
početnih uslova, koji su početna brzina njegovog centra masa i ugaona brzina obrtanja oko centra masa 
jednaki onima koje je dobio u položaju D  kada je napustio jednostrano zadržavajuću vezu – polukružnu 
površ. Analizirajući, kvalitativno, kretanje u ovoj trećoj etapi slobodnog ravanskog kretanja diska 
njegov centar će izvoditi kosi hitac u bezvazdušnom prostoru, i jednu sopstvenu rotaciju. Koristeći 
jednačine ravanskog kretanja pišemo sledeće tri diferencijalne  jednačine: 

0~~ =C
xM &&   

MgyM
C

−=~~&&  

0~~ =C
ϑζ &&0J  

Sa početnim uslovima: Brzinom lansiranja  
( ) ( )0cos

3
8sin

3
4

2
2
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2
~ ==

−
−+= tvrRggvv

CDC ααl  pod uglom α  

i jednom ugaonom brzinom sopstvenog obrtanja. 
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Pa su komponente početne brzine u pravcima horizontale i vertikale:: 

( ) ( ) ααα coscos
3

8sin
3
40 2

0~~
rRggvx

C

−
−+= l&  

( ) ( ) ααα sincos
3

8sin
3
40 2

0~~
rRggvy

C

−
−+= l&  

dok je početna ugaona brzina sopstvenog obrtanja: 
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Konačne jednačine kretanja u ovoj trećoj deonici puta diska su: 
( ) ( ) constxtx

CC
== 0~~~~ &&   

( ) ( )0~~~~ CC
ygtty && +−=  

( ) ( ) constt
CC

== 0~~~~ ϑϑ &&  
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( ) ( )tytgty
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0
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( ) ( )tt
CC

0~~~~ ϑϑ && =  

I konačno jednačine kretanja diska po napuštanju jednostrano zadržavajuće veze za zadate 
početne uslove: 
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3

8sin
3
42

0~~
rRggvttx

C

−
−+= l  

( ) ( ) ααα sincos
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Najveći domet je kada sentar diska dospe u tačku K , a to je kada je:  

( ) ( ) 0sincos
3

8sin
3
4

2
2
0

2

~~ =
−

−++−= ααα rRggvttgty
C

l  

odakle sledi da je: 

 ( ) 0sincos
3

8sin
3
42 2

0 =
−

−+= ααα rRggv
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tK l  

pa je: 

 ( ) ( ) αααα sincoscos
3
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3
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0~~ ⎥
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⎤
⎢
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rR
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Drugi način rešavanja delova  zadatka. Ako se traže samo brzine u naznačenim položajima, a 

ne i sile otpora veza, može se koristiti teorema o održanju ukupne energije sistema, jer je kretanje – 
kotrljanje diska pod dejstvom sile težine konzervativni sistem, jer u kretanju ne dejstvuju  
nekonzervativne sile, te je ukupna energija sistema u svakom trenutnu kretanja diska konstantna i 
jednaka onoj na početku kretanja.  

( ) ( ) constEEtEtE pkpk =+=+ 00  
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Kako disk po strmoj ravni izvodi ravansko kretanje njegova kinetička energija po Koenig-ovoj 
teoremi jednaka je zbiru kinetičke energije translatornog kretanja brzinom centra masa i kinetičke 
energije relativnog kretanja oko ose kroz centar masa (rotacije). Na osnovu toga i pethodno izabranih 
generalisanih koordinata za svaki od delova puta, možemo napisati: 

Izrazi za kinetičke energije diska, koji se kotrlja po strmoj ravni: 
2222

4
3

2
1

2
1

2
1

CPPCCk MMvE ξωω ζζ
&==+= JJC  

2
00 4

3 MvEk =  

Promena potencijalne energije diska, koji se kotrlja po strmoj ravni je rezultat promena po visini 
položaja centra mase diska: 

00 =pE  
αsinCp MgxE −=  

Na osnovu teoreme o održanju ukupne energije konzervativnog sistema pri kotrljanju diska po strmoj 
ravni sledi 
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te je: 

 αξ sin
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Iz prethodnog je lako odrediti brzinu centra diska u pložaju napuštanja strme ravbi i prelaska na 
cilindričnu polukružnu površ zamenom l=Cξ :  

 αξ sin
3
42

0 gvv CBCB l& +==  

 Za deo kretanja kotrljanja, bez klizanja diska po polukružno-cilindričnoj površi važi teorema 
održanju ukupne energije sistema. Kinetičke energije u položaju prelaska diska sa strme ravni na 
polukružno-cilindričnu površ, i u proizvoljnom položaju na njoj su: 
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 Umesto izraza za potencijalne energije, možemo uzeti u račun promenu potencijalne energije 
pri prelasku od položaja prelaska diska sa strme ravni na polukružno-cilindričnu površ, do proizvoljnog 
položaja na njoj, jer se potencijali odredjuju sa tačnošću do jedne aditivne konstante i uvek možemo 
jedan nivo proglasiti za nulti, te je: 
 ( ) ( )[ ]ααϕ coscos~~/ −−−−=−=∆ rRMgEEE pBCppCCB  
 Sada je za taj deo puta kotrljanja diska po polukružno-cičimdričkoj površi: 
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odakle sledi da je: 
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a to predstavlja isti izraz koji smo već dobili prethodnim postupkom: 
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Sastavi ispitni zadatak 

 
 Koristeći slike materijalnih sistema sastavi mogući ispitni zadatak, reši i pregloži profesoru! 
Možda će profesor prihvatiti definisani tekst i rešenje zadatka, ako je zadatak originalan, elegantan i 
rešenje prikazano u opštim brojevima, a kinetičko-geometrijski parametri izabrani tako da je rešenje 
jednostavan izraz ili celobrijan u odnsu na opšte brojeve! (Student zadržava trajno koautorstvo nad 
tekstom zadatka i rešenjem koje će biti publikovano, ako profesor oceni da su i formulacija teksta i 
rešenja originalna.) 
 
 Rešenje postavljenog zadatka treba da sadrži više pristupa rešavanju postavljenog zadatka 
korišćenjem različitih principa i zakona mehanike, kao i različitih teorema dinamike.  
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