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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA IIT - DINAMIKA — KINETIKA

Mehanika III - Dinamika - Kinetika

Tekst zadatka. Homogeni kruzni disk mase M , polupreénika r, kotrlja se bez klizanjnja niz
glatku strmu ravan duZine ¢, nagibnog ugla «, koja prelazi u idealno glatku cilindri¢no polukruznu
povrs poluprecnika R, kao S§to je prikazano na slici. Za vreme kretanja disk ne napusta vertikalnu ravan,
koja je prikazana na slici i sadrzi presek sa strmom ravni i cilindricno polu¢ruznom povrsi.

U pocetku kretanja, kada je disk bio na gornjem kraju strme ravni, centar diska je dobio poc¢etnu brzinu
v, paralelnu strmoj ravni. Odrediti:

a* Ubrzanje 1 brzinu centra diska u proizvoljnom poloZaju na strmoj ravni, kao i ugaonu brzinu
sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar;

b* Silu otpora kotrljanja diska po strmoj ravni kao i silu pritiska na ravan u proizvoljnom
polozaju;

c* Brzinu centra diska u polozaju prelaska sa strme ravni na polukruznu povrs , kao 1 ugaonu
brzinu sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar u tom polozaju;

d* Brzinu centra diska u proizvoljnom poloZaju na polukruznoj povrsi, kao i ugaonu brzinu
sopstvenog obrtanja diska oko ose kroz njegov centar u tom polozaju;

e* Silu otpora kotrljanja diska u proizvoljnom poloZaju na polukruznoj povrsi, kao 1 silu pritiska
na tu povrs.

f* Koje uslove treba da zadovolje kineticki i geometrijski parametri sistema, te da disk moze da
dospe u najvisu tacku D kotrljajuci se po polukruzno cilindickoj povrsi?

g* Jednacinu putanje 1 zakone kretanja diska po napuStanju povrsi, kao u domet u pravcu
horizontale na nivou polozaja napustanja polukruzno cilindricke povrsi.
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Diferencijalnu jednacinu dinamike —ravanskog kretanja diska niz strumu ravan mozemo predstaviti kao
kotrljanje bez klizanja po strmoj ravni i to rotacijom oko trenutnog pola Pu dodiru diska i strme ravni.
Ta tacka P je trenutni pol i pomera se niz strum ravan isto toliko koliko i centar diska, ali s obzirom na
simetriju diska aksijalni moment inercije diska za trenutnu osu roracije upravnu na disk i1 kroz trenutni
pol rotacije je uvek jednak i iznosi:
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Kotrljanje diska po strmoj ravni predstavlja ravansko kretanje tela pod dejstvom aktivne sile
sopstvene tezine diska i pod dejstvom veza (strama rava u prvom delu puta, polukruzna povrs u drugom
delu puta 1 slobodno od veza ravansko kretanje diska u tre¢em delu puta), pa sistem u prva dva dela puta
ima jedan stepen slobode kretanja, dok kada napusti veze ima dva stepena slobode kretanja. Zato za prvi
deo puta kada se kotrlja bez klizanja po strmoj ravni za generalisanu koordinatu na tom delu puta
usvojimo koordinatu &. kretanja centra diska C paralelno strmoj ravni na odstojanju 7 od nje, kao $to je

to naznaceno na slici. Od aktivnih sila dejstvuje sila tezine Mg, a od pasivnih reaktivnih se javlja

normalna komponeta otpora F, strme ravni kao idealne veze i jedna tangencijalna komponenta koja

predstavlja silu otpora kotrljanja 1’3,c . Obe ove komponente prolaze kroz trenutni pol P i moment tih sila

za trenutnu osu rotacije diska kroz pol P je jednak nuli. Na osnovu teoreme o promeni momenta
impulsa kretanja za trenutnu osu rotacije kroz pol P je:

dLP _ Mg
dt
odnosno

Jp 0p = Mgrsina

gde smo sa @, oznacili ugaonu brzinu obrtanja diska oko trenutne ose rotacije, a kako je brzina centra
diska

Ve = ééc =rwp
to diferencijalnu jednacinu kretanja dobijamo u obliku:
3 e = Mgrsina
2 r
odnosno
.2
o= 3 gsina

Integraljenjem prethodne jednacine dobijamo jednacinu promene brzina i jednacinu puta u sledecem
obliku:

. 2.
Ve=¢0= ggtsma +v,
gde je v, pocetna brzina kretanja centra diska, a ¢ vreme.
|
o= ggt sina + vt

Neka je duZina strme ravni x,, = ¢ onda je lako odrediti vreme za koje ¢e se disk dokotrljati do polozaja

B.
S
gsmao gsimnaoa

¢iji su koreni

v, _ | 3w, Y 3
lgio =~ - + - T
’ 2gsina 2gsina gsina

Resenje prethodne jednacdine sa znakom minus ne zadovoljava jer vreme mora da tece unapred, tj. da je
pozitivno, te je reSenje:

B (VN S T
B . . .
2gsina gsina 2gsina

te je brzina v, centra diska kojom on dospeva u polozaj B
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v, | [26gsina
2gsina

Vep = &g = 2 sina

=6 =3 g (2g sina)z
Znaci da je brzina kojom disk, koji se dokotrljao do polukruzne povrsi, u istu, ulazi sa brzinom centra
jednakoj vrednosti:

: / 4 .
Veg = Eeg =4|Ve +§£gsma

To je i pocetna brzina kretanja centra diska za kotrjanje po polukruznoj povrsi.

Sledec¢a faza kotrljanja diska po polukruznoj povrsi je takodje ravansko kretanje krutog tela pod
dejstvom veza pa sistem ima jedan stepen slobode kretanja, jer se to kretanje, kao i po strmoj ravni moze
predstaviti obrtanjem oko trenutne ose rotacije, koja uvek prolazi kroz dodirnu tacku P diska i
polukruzne povrsi, a iako se ta tacka pomera, aksijalni moment inercije za tu osu diska je isti kao i u
prethodnom slucaju, te je

Jp, =J¢, + Mr? :%Mr2

Sada za generalisanu koordinatu kretanja pogodno je uzeti ugao ¢ koji zaklapa poteg oC povucen
kroz centar diska C1i centar polukruzne povrsi O, a koji merimo od potega OB - centar polukruzne
povrsi polozaj diska B ulaska u isti.

Kako se brzina v centra diska C moze posmatrati kao periferijska brzina pri obrtanju oko
centara polukruzne povrsi O, ugaonom brzinom ¢ na rastojanju R—r, kao i rotacija ugaonom
brzinom @, oko trenutne ose kroz dodirnu tacku P diska i polukruzne povrsi na rastojanju » jednakom
poluprecniku diska to piSemo:

Vs = (R—r)p=ra,
te je

R-r .
Q

®p =
Od aktivnih sila na disk i na ovom delu puta dejstvuje sila tezine Mg, a od pasivnih reaktivnih
se javlja normalna komponeta otpora F L strme ravni kao idealne veze i jedna tangencijalna komponenta
koja predstavlja silu otpora kotrljanja ﬁ:p . - Obe ove komponente prolaze kroz trenutni pol P 1 moment

tih sila za trenutnu osu rotacije diska kroz pol P je jednak nuli. Na osnovu feoreme o promeni
momenta impulsa kretanja za trenutnu osu rotacije kroz pol P je:

odnosno
JPC;CTJP = —Mgrsin(p - a)
3 7 R=r Q= —Mgrsin((p - a)
2 r
Sad diferencijalnu jednac¢inu kretanja - kotrljanja diska moZemo da napiSemo u obliku:
b
3(R-r)
1 to je nelinearna diferencijalna jednacina. Istu mozemo da integralimo tako §to ¢emo je prvo pomnoziti
sa 2¢dt =2d ¢, Sto daje:

sin(p—a)=0
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. do 4g .
2odt—L+ S —aldo=0
odt ’ +3( r)sm(go (x) @

Posle integraljenja u granicama brzina centra diska od poloZaja B, u kome je ¢ =0 1 brzina v,, koju
smo odredili na delu kotrljanja diska po strmoj ravni, pa do polozaja odredjenog uglom ¢, mozemo da
piSemo:

@ =@, + 3(;_ r)[cos((p —a)-cosal

a kako je

R-r =, 1, 4
Wy = r%:v_B:@:_ vy +—Llgsina
r r r r 3

to sledi da je:

4 -r
g(l’; )[

vi=R-ry¢’ =v; +§€gsina + cos(¢p—a)-cosa]

Kada je disk pri kotrljanju u proizvoljnom poloZaju na polukruznoj povrsi.
Kada disk dospe u polozaj D, u kome je ¢ = 7 njegova brzina je odredjena slede¢im izrazom:

8g(R - r)
3

Da bi disk dospeo u taj polozaj, potrebno je da pocetna brzina centra diska bude takva da u tom
polozaju sila pritiska diska na polukruznu povrs§ ne bude jednaka nuli pre tog polozaja. Zato je potrebno
odrediti silu protiska na jednostranu vezu koja dejstvuje na disk — na polukruznu povrs.

Da bi smo odredili tu silu veze, odnosno silu pritiska potrebno je da napiSemo jednacine
dinamicke ravnoteze diska u stanju kotrljanja po polukruznoj povrsi, koriste¢i jednaline ravanskog
kretanja krutog tela, preko kretanja centra masa i relativnog kretanja oko centra masa i to u sistemu
prirodnih koordinata kretanja diska :

* za tangencijalni pravac na putanju kretanja centra diska

M% =—F,, —Mgsin(go—a)

V2 —v2+if sina — cosa
¢cp 70 3 g

* za radijalni pravac na putanju kretanja centra diska

2
1%

M Rfr =F,, —Mgcos(p—a)
* za relativno kretanje diska oko centra masa:
J e Ws = F(p g

I poslednje odredjujemo silu otpora kotrljanja diska po polukruznoj povrsi u obliku:
Je®c Mr*R-r .. M

Fgok: » 2]" @—T(R—V)gﬂ
jer je

~ ~ R-r.

6()5 Wp p 2

UnoSenjem sile otpora kotrljanja u prvu jednacinu, kao imajuci u obzir da je v, = (R - r)(b dobijamo:

M(R=r)p =2 (R=r)p— Mgsin(p - )
odakle sledi:

. 2g N
(p+—3(R_r)sm((p a)=0

Ova jednacina je identi¢na sa onom koju smo dobili pisuci jednacinu kotrljanja diska oko trenutne ose
rotacije 1 iz koje smo odredili brzinu u obliku:
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v cos(p—a)—cosa]

=(R-r)¢’=v; +§€gsina+—4g(§_r)[

Sada nije teSko odrediti silu otpora polukruzne povrs$i, niti pak silu kotrljanja diska po
polukruznoj povrsi.
2

Ve
F,, =Mgcos(p—a)+M Rfr

v Mg 4/
F.=M——+"57coslp—a)+
o R-r 3 (gp ) R—r

sina —4cos a}
Mg .
F, = —Tgsm((p - a)
Kada disk dospe u polozaj D, u kome je ¢ = 7 njegova brzina je odredjena na slede¢i nacin:

2 2 8g(R—r)

B 4€ .
Vi, =V, +§ gsma—Tcosa

Dok je u tom polozaju D sila uzajamnog pritiska veze 1 diska:

2
FND=MV—°+% —llcosa + sina |[>0
7 R-r 3 R—r
2
- aMgt sina > € cosa
R—-r 3(R—r)

312 +4glsina >11g(R—r)cosa
Na granici D kada je sila pritiska jednaka nuli, minimalna brzina s kojom disk dolazi do
polozaja D, a da se ne odvoji od jednostrano zadrZavajuce veze je:
2 = &R —7r)cosa
a to ostvarljivo za odnos kineti¢ko.geometrijskih parametara u obliku:
312 +4glsina =11g(R—r)cosa

1%

Ako je odnos kinetickih parametara

3v2 +4glsina <11g(R—r)cosa
tada ce disk napustiti nezadrzavajucu vezu, kruzno cilindricku povrs i nece dospeti u polozaj D .

Ako je zadovoljen uslov, da disk dospe u polozaj D, onda on zapocinje treéu etapu svog
kretanja, kao slobodno telo koje vrsi ravansko kretanje 1 ima tri stepeni slobode kretanja, dve translacije
u ravni kretanja i jednu rotaciju oko ose upravne na ravan diska kroz njegov centar masa. Znaci da sada
kao slobodno telo koje vrsi ravansko kretanje ima tri stepeni slobode kretanja i izabraéemo za tri
generalisane koordinate koordinate njegovog centra X5 i Vs 1 ugao 195 relativnog kretanja - obrtanja

oko njegovog centra. Imajuci u vidu da se sada disk krece samo pod dejstvom sile sopstvene teZine Mg i
pocetnih uslova, koji su pocetna brzina njegovog centra masa i ugaona brzina obrtanja oko centra masa
jednaki onima koje je dobio u poloZaju D kada je napustio jednostrano zadrzavajucu vezu — polukruznu
povrs. Analizirajudi, kvalitativno, kretanje u ovoj trecoj etapi slobodnog ravanskog kretanja diska
njegov centar ¢e izvoditi kosi hitac u bezvazduSnom prostoru, i jednu sopstvenu rotaciju. Koriste¢i
jednacine ravanskog kretanja piSemo sledece tri diferencijalne jednacine:

Mz =0

Wg =—-Mg

Jo9:=0

Sa pocetnim uslovima: Brzinom lansiranja

Vi =V + gﬁgsina —@cosa = vé(t2 =0) pod uglom «

1 jednom ugaonom brzinom sopstvenog obrtanja.
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Pa su komponente pocetne brzine u pravcima horizontale i vertikale::

)'cg(O): \/vg +§£gsina —@cosa cosa

yg(o): \/vg +§£gsina —Wcosa sina

dok je poc€etna ugaona brzina sopstvenog obrtanja:

2 2
v v, 40 . 8g(R—r) ~ _ g
W =, L =L+ —osing——2>—2cosq =m-=9-(t, -0
b r \/r 3rg 3r ¢ C(2 )

Konacne jednacine kretanja u ovoj trecoj deonici puta diska su:
X5 (t)= X (0)= const

yg(t) =—gt+ yE(O)

195 (t)= 195 (0)= const

X

=(0)=x-(0)

.
J’g(f):_gEerg(O)t
8 (c)=9-(0)
I konacno jednacine kretanja diska po napustanju jednostrano zadrzavajuée veze za zadate
pocetne uslove:

xg(t)= t\/vé +§£gsina —@cosa cosa

2

y (t)= —g%+t\/v§ +§€gsina —@cosa sina

an

2 —
9. = t\/v—°+i£gsina —Mcosa
¢ r 3r 3r
Najveci domet je kada sentar diska dospe u tacku K, a to je kada je:
2

y~(t): —g%+t\/v§ +§£gsina —Wcosa sinag =0

C

odakle sledi da je:

Ix

:2\/\/; +££gsina—wcosa sina =0
g 3 3

pa je:
2 j—
xg(t,{): 2{v—°+i€sina —@cosa}cosasina
g

Drugi nacin reSavanja delova zadatka. Ako se traze samo brzine u naznac¢enim polozajima, a
ne 1 sile otpora veza, moze se koristiti teorema o odrzanju ukupne energije sistema, jer je kretanje —
kotrljanje diska pod dejstvom sile tezine konzervativni sistem, jer u kretanju ne dejstvuju
nekonzervativne sile, te je ukupna energija sistema u svakom trenutnu kretanja diska konstantna i
jednaka onoj na poc¢etku kretanja.

Ek(t)—i- Ep(t): E,+ Epo = const
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Kako disk po strmoj ravni izvodi ravansko kretanje njegova kineticka energija po Koenig-ovoj
teoremi jednaka je zbiru kineticke energije translatornog kretanja brzinom centra masa i kineticke
energije relativnog kretanja oko ose kroz centar masa (rotacije). Na osnovu toga i pethodno izabranih
generalisanih koordinata za svaki od delova puta, mozemo napisati:
Izrazi za kineticke energije diska, koji se kotrlja po strmoj ravni:

1 1 1
Ek=5Mvg+EJC§a)§ 2JP§ " —M§C
3.5
EkOZZMvO

Promena potencijalne energije diska, koji se kotrlja po strmoj ravni je rezultat promena po visini
poloZaja centra mase diska:

E,=0

E,=-Mgx.sina
Na osnovu teoreme o odrzanju ukupne energije konzervativnog sistema pri kotrljanju diska po strmoj
ravni sledi

E, +E, =%M§é —Mgx sina =%Mv§ = cosnt
te je:
2 >2 2 4 :
ve =80 =, +§gxcs1na

Iz prethodnog je lako odrediti brzinu centra diska u plozaju napustanja strme ravbi i prelaska na
cilindri¢nu polukruznu povr§ zamenom &, =/ :

=&, = ‘/vo + :fgsma

Za deo kretanja kotrljanja, bez klizanja diska po polukruzno-cilindri¢noj povrsi vazi teorema
odrzanju ukupne energije sistema. Kineticke energije u polozaju prelaska diska sa strme ravni na
polukruzno-cilindri¢nu povrs, i u proizvoljnom polozaju na njoj su:

1 1 1 3 1 4 3 4 .
E, =5MvéB +§cha)éB 2JP§ ” 4Mr (vo + 3€gs1na] =ZM(V§ +§€gsmaJ

2
Eo=imi+ld ot =13 o= mr [R_rgbj :%M(R—r)ngz
r

2
Ty H e c 5V P¢ @p 4
Umesto izraza za potencijalne energije, mozemo uzeti u racun promenu potencijalne energije
pri prelasku od polozaja prelaska diska sa strme ravni na polukruzno-cilindri¢nu povrs, do proizvoljnog
polozaja na njoj, jer se potencijali odredjuju sa tacnos¢u do jedne aditivne konstante 1 uvek mozemo
jedan nivo proglasiti za nulti, te je:
AcyicEy,=E :—Ep =—Mg(R—r)[cos((p—a)—cosa]

CB/C P
Sada je za taj deo puta kotrljanja diska po polukruzno-ci¢imdrickoj povrsi:

CcB/Cp

Fe+E =F:+A, E,+E, :%M(R—r)ngz—Mg(R—r)[cos(go—a)—cosa]+EpB:

=Ey+F, = %M(vé + %(g sin 0{) +E,,
odakle sledi da je:

(R - r)2 @ = (vo + ;1 lgsin a] + : g( - r)[cos(go - a)— cos a]
a to predstavlja isti izraz koji smo ve¢ dobili prethodnim postupkom:

4g(R-r)
8 3 [

V2 =(R-rf¢*=v; +§€gsina+ cos(¢p—a)—cosa].
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Sastavi ispitni zadatak

Koriste¢i slike materijalnih sistema sastavi moguci ispitni zadatak, resi i preglozi profesoru!
Mozda ¢e profesor prihvatiti definisani tekst i reSenje zadatka, ako je zadatak originalan, elegantan 1
reSenje prikazano u opStim brojevima, a kineticko-geometrijski parametri izabrani tako da je reSenje
jednostavan izraz ili celobrijan u odnsu na opste brojeve! (Student zadrzava trajno koautorstvo nad
tekstom zadatka i reSenjem koje ¢e biti publikovano, ako profesor oceni da su i formulacija teksta i
reSenja originalna.)

ResSenje postavljenog zadatka treba da sadrzi viSe pristupa reSavanju postavljenog zadatka
koriS¢enjem razlic¢itih principa i zakona mehanike, kao i razli¢itih teorema dinamike.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

N g
= ! ! o
\y . %

»
=) i %

aiad

.—
A
/ =
it .
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