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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA

Analiza izabranih zadataka

Oscilatori, prinudne oscilacije i rezonancija

Obrtanje krutog tela oko nepomicne tacke

Euler-ovo reSenje
Lagrange-ovo resenje.
Resenje Sofije Kovaljevske

Primeri mogudcih ispitnih zadataka

I* Cetiri sloZena zadatka koji sadrie veéi broj mogudih ispitnih
zadataka.

Za materijalne sisteme prikazane na slede¢im slikama na kojima su naznaceni kinematic¢ko-
kinetic¢ki parametri odrediti:

a* Broj stepeni slobode kretanja sistem i naciniti izbor generalisanih koordinata sistema;

b* Sve koordinate poloZaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine koturova izraziti pomocu
izabranih generalisanih koordinata sistema;

c* Izraze za kineti¢ku i potencijalnu energiju sistema; Da li se energija datog sistema menja u
toku vremena i toku kretanja sistema? Napisati integral energije sistema; Da i je sistem konzervativan?
Kolika je snaga rada sila koje dejstvuju na sistem?

d* Diferencijalne jednacdine sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina
druge vrste:

e* Podsisteme proucavanog materijalnog sistema vezanih krutih tela dekompozicijom istog na
sastavne delove i naciniti analizu sila interakcije (medjudejstva medju njima);

f* Sile u delovima uzadi koristec¢i princip dinamicke ravnoteze (Lagrage-D’ Alambert-ov princip)
za svaki od dekomponovanih podsistema;

g* Ubrzanja, translatornih kretanja elemenata, kao i ugaona ubrzanja koturova;

h* Sile kotrljanja diskova po kosim ravnima.

e* Sta je rezonancija i kada se ona javlja? U kom od ovih sistema je moguca rezonancija?
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IT* Sest sloZenih zadataka koji sadrZe vedi broj mogucih ispitnih zadataka.

Za materijalne sisteme prikazane na slede¢im slikama na kojima su naznaceni kinematic¢ko-
kineticki parametri odrediti:

a* Broj stepeni slobode kretanja sistem i naciniti izbor generalisanih koordinata sistema;

b* Sve koordinate poloZaja 1 konfiguracije sistema, kao 1 ugaone brzine koturova izraziti pomocu
izabranih generalisanih koordinata sistema;

c* lIzraze za kineticku i potencijalnu energiju sistema; Da i se energija datog sistema menja u
toku vremena i toku kretanja sistema? Napisati integral energije sistema; Da li je sistem konzervativan?

d* Diferencijalne jednacdine sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina
druge vrste:

e* Podsisteme proucavanog materijalnog sistema vezanih krutih tela dekompozicijom istog na
sastavne delove 1 naciniti analizu sila interakcije (medjudejstva medju njima);

f* Sile u delovima uzadi koristec¢i princip dinamicke ravnoteze (Lagrage-D’ Alambert-ov princip)
za svaki od dekomponovanih podsistema;

g* Ubrzanja, translatornih kretanja elemenata, kao i ugaona ubrzanja koturova;

h* Sile kotrljanja diskova po kosim ravnima;

m* Ako veze nisu idealne odrediti sile trenja klizanja tegova po kosim (ili horizontalnim)
hrapavim ravnima.
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IIT* Primeri materijalnih sistema sa jednim ili vise stepeni slobode

kretanja.

Za materijalne sisteme prikazane na slede¢im slikama na kojima su naznaceni kinematicko-
kineticki parametri odrediti:

a* Broj stepeni slobode kretanja sistem 1 naciniti izbor generalisanih koordinata sistema;

b* Sve koordinate polozaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine koturova izraziti pomocu
izabranih generalisanih koordinata sistema;

c* lIzraze za kinetiCku i potencijalnu energiju sistema, kao 1 funkciju rasipanja; Da li se
energija datog sistema menja u toku vremena i toku kretanja sistema? Da li je sistem konzervativan?
Koriste¢i teoremu o promeni energije sistema mapisati vezu izmedju ukupne energije sistema i funkcije
rasipanja; Kolika je snaga rada sila koje dejstvuju na sistem?

d* Diferencijalne jednacine sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina
druge vrste:

e* Podsisteme proucavanog materijalnog sistema vezanih krutih tela dekompozicijom istog na
sastavne delove 1 naciniti analizu sila interakcije (medjudejstva medju njima);

f* Sile u delovima uzadi koriste¢i princip dinamicke ravnoteze (Lagrage-D’ Alambert-ov princip)
za svaki od dekomponovanih podsistema;

g* Ubrzanja, translatornih kretanja elemenata, kao i ugaona ubrzanja koturova;

h* Sile kotrljanja diskova po kosim ravnima;

m* Ako veze nisu idealne odrediti sile trenja klizanja tegova po kosim (ili horizontalnim) hrapavim
ravnima; Kolika je tada snaga rada sila koje dejstvuju na sistem?
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IV* Primeri materijalnih sistema sa jednim ili vi§e stepeni slobode kretanja.

Za materijalne sisteme prikazane ne slede¢im slikama na kojima su naznaceni kinematicko-
kineticki parametri odrediti:

a* Broj stepeni slobode kretanja sistem i naciniti izbor generalisanih koordinata sistema;

b* Sve koordinate polozaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine koturova izraziti pomocu
izabranih generalisanih koordinata sistema;

c* Izraze za kineticku i potencijalnu energiju sistema; Da li se energija datog sistema menja u
toku vremena i toku kretanja sistema? Da li je sistem konzervativan? Koriste¢i teoremu o promeni
energije sistema mapisati odgovarajucu relaciju za promenu energije sistema; Kolika je snaga rada sila
koje dejstvuju na sistem?

d* Diferencijalne jednacine sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina
druge vrste:

h* Sile kotrljanja diskova po ravnima;
F(t) =FycosQt
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V* Izabrani primeri — mogudi ispitni zadaci

Zadatak 1: Vektor polozaja [)(p, o, l//) posmatrane pokretne materijalne tacke N (p, o, 1//) , mase
m , slika 2, zadat je pomocu vektora polozaja:

plo.o.w)= pp,
Pri ¢emu je intenzitet vektora polozaja materijalne taCke funkcija vremena odredena sa :

t2
p(t):a0?+v0t+€0
dok jedini¢ni vector p, orjentacije vektora polozaja rotira konstantnom ugaonom brzinom ,o0ko ose
z, zaklapaju¢i sa xOy .koordinatnom ravni ugao w(t): Wyt .
Odprediti:

a* Brznu i ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u sfernom sistemu koordinata i

Descartes-ovom sistemu koordinata;
b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u sfernom sistemu koordinata i

Descartes-ovom sistemu koordinata;
c* Silu inercije materijalne tacke, kao i njene komponente u sfernom sistemu koordinata i

Descartes-ovom sistemu koordinata.

Zadatak 2: Materijalna tacka mase m , slika 2, kreée se po paraboli jadnadine y = ax", gde je n
ceo broj prelateci po paraboli put s = f(¢) . (Posebni slucajevi s(t) =Vt 1 s(t) =bt" +ct"™).

Odrediti:

a* Brznu i1 ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u prirodnom sistemu

koordinata, kao i u Descartes-ovom sistemu koordinata;
b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata,

kao 1 u Descartes-ovom sistemu koordinata;
c* Silu inercije materijalne tacke, kao 1 njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata,

kao 1 u Descartes-ovom sistemu koordinata;

5= f(t) = },T T(s)
Slika 2

Zadatak 3: Materijalna tacka mase m , slika 2, kreée se po paraboli jadnacine y = ax", gde je
n ceo broj, koja rotira konstantnom ugaonom brzinom @, oko ose y, prelate¢i po pokretnoj paraboli
put s = £(¢). (Posebni slutajevi s(¢t)=v,t i s(t)=bt"+ct"™).

Odrediti:

a* Brznu 1 ubrzanje materijalne tacke, kao i njihove komponente u prirodnom sistemu

koordinata, kao 1 u Descartes-ovom sistemu koordinata;
b* Impuls kretanja materijalne tacke, kao i njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata,

kao 1 u Descartes-ovom sistemu koordinata;
c* Silu inercije materijalne tacke, kao 1 njegove komponente u prirodnom sistemu koordinata,

kao 1 u Descartes-ovom sistemu koordinata;
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Zadatak 4: Po kateti CD=R jednakokrakog pravouglog trougla BCD, slika 4, kreée se
jednakoubrzano materijalna tatka M , mase m, relativnim ubrzanjem a, =2R®;. Na sredini stranice

BD trougao je zglobno vezan za tacku A4 krivaje OA = R/2, a u tacki B za kliza¢ koji se krece po
horizontalnim pravoliniskim vodicama ¢ija osa prolazi kroz tacku O. Krivaja se obrée konstantnom
ugaonom brzinom @, oko nepokretne horizontalne ose. U pocetnom trenutku tacka je bila u polozaju C

(rad). Odrediti:

y . . o V4
bez pocetne relativne brzine, a krivaja je zaklapala ugao ¢, =

a* apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje materijalne tatke M u trenutku ¢ =1/2, ;
b* Impuls kretanja materijalne tacke M u trenutku ¢ =1/2@, , kao i njegove komponente;

c¢* Silu inercije materijalne tatke M u trenutku ¢ =1/2@, , kao i njene komponente .

Slika 4.

Zadatak 5: Laki mehanizam prikazan na slici 5. sastoji se od krivaje OA, duZine R, za ¢iji kraj
A je zglobno vezan kliza¢ kroz koji je provucen Stap BD. Za kraj B Stapa vezana je laka poluga BC,
zanemarljive mase, koja se krece translatorno pravolinijski. Tacke O, B i C leze na istoj pravoj. U

trenutku kada je krivaja vertikalna, njena ugaona brzina je @,, ugaono ubrzanje &, =, = V3 w, , Stap

BD zaklapa ugao a =30° sa horizontalom, a poluga ima brzinu v = 2R®, i ubrzanje a = \/gRra)f /16.

Smerovi datih veli¢ina prikazani su na slici 8. Laki mehanizam na kraju C poluge nosi materijalnu
taCku mase m , kao i jednu iste mase na sredini izmedju tacaka 4 i B na Stapu BD. U zadatom polozaju
odrediti:

a* ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje Stapa BD;

b* brzine i ubrzanja materijalnih tacaka u naznacenim polozajima lakog mehanizma;

c* impuls kretanja svake od materijalnih tacaka u nazna¢enim polozajima lakog mehanizma;

d* Intenzitete sila inercije, kao 1 komponente svake od njih za materijalne tacake u naznacenim

poloZajima lakog mehanizma.

Slika 5
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Zadatak 6. a* Materijalna tacka mase m,, izbacena je, u polju Zemljine teze, iz tacke O

pocetnom brzinom v, vertikalno uvis. U trenutku kada je ona dostigla svoju maksimalnu visinu
penjanja H,, iz njene polazne tacke O izbafena je druga materijalna tatka mase m, brzinom v,,.

Odrediti njenu pocetnu brzinu lansiranja (izbacaja) pa da ona u istom trenutku udari o tlo kada i
prethodno lansirana materijalna tacka?

b* Odrediti odnos pocetnih brzina jednovremenog lansiranja u vertukalnom pravcu tih
materijalnih taCaka da bi se one jedniovremeno nasle na polovini maksimalne visine koju dostigne brze
kre¢u¢a se materijalna tacka. Da li postoji samo jedno resenje?

c* Ako su materijalne tacke od razliCitih materijala, te se puste, bez pocetnih brzina i sa iste
visine H da udare u pod, na osnovu njihovog odskoka 4, 1 4, odrediti njihove dolazne i odlazne brzine

sudara sa podom, kao i odgovarajuce koeficijente sudara i odnos tih koeficijenata sudara.,

'
'
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'
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Tmax

Zadatak 7. Sa povrSine zemlje bacene su vertikalno uvis dve materijalne tacke, masa m, 1 m,,
pocetnim brzinama v, 1 v, . Ako je sila otpora vazduha proporcionalna kvadratu brzine materijalne
tatke R =kmy.., i=1,2gde je k konstanta, odrediti brzinu v,,i=12 kojom ¢e odgovarajuéa

materijalna tacka udariti u zemlju, kao 1 odnose tih brzina.

Zadatak 7. Helikopter leti horizontalno na visini / od Zemlje brzinom v, . Alika 7, 1 u

trenutku kada se nalazi na istoj vertikali sa lansirnom rampom ispali se iz projektil u pravcu koji sa
horizontom zaklapa ugao « pocetnom brzinom v,. Napisati jednacine dinamicke ravnoteze za pokretni

projektil i odrediti uslov koji treba da zadovolji njegova pocetna brzina v, lansiranja, da bi on udario u

letilicu, kao i ugao « koji treba za zaklapa sa horizontom. Otpor vazduha zanemariti.

y ]
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A ------------------------------------ » Slika 7.
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Zadatak 8. Materijalna tacka M , mase m, krece se u vertikalnoj ravni u prisustvu sile otpora

proporcionalne brzini, F =—km¥v ,(k >~ 0). U pocetnom trenutku kretanja materijalna tacka je imala
brzinu v, usmerenu po horizontu, a koordinatni sistem je postavljen tako da se koordinatni pocetak

poklapa sa pocetnim polozajem tacke. Smatrajuéi silu zemljine teze konstantnom, koriste¢i princip
dinamicke ravnoteze, odrediti:

e diferencijalne jednacine kretanja materijalne tacke;

e konacne jednaCine kretanja materijalne tacke i njenu putanju za zadate pocetne uslove;

e teorijski horizontalni domet materijalne tacke .

Zadatak 9. Materijalna tacka se krece po cikloidi jednadine x = R(go —sin go); y= R(l —cos (p) pod
uticajem sile F = c[(ZR — y)f + (y — R)j] Odredi rad koji izvrs$i sila koja dejstvuje na materijalnu tacku,
pri njenom kretanju po jednom luku cikloide.

Zadatak 10. Materijalna tacka se kre¢e po zavojnici na povrSi kruznog valjka (cilindra)
parametarskih koordinata u obliku x =Rcose; y=Rsing; z=he/2x ; gde je ¢p=wt, a pod pod
uticajem sile ¢ije su Descates-ove koordinate X =cyz,Y = cz(R2 - yz)l/z , Z =cxy. Odrediti rad koji
izvrsi aktivna sila, dok materijalna tacka iz polozaja N, (R,0,0) prede jedan hod po zavojnici — zavojnoj

putanji?

Zadatak 11. Odrediti Newton-ovu gravitacionu silu izmedu materijalne tacke mase m i
homogenog Stapa mase M (homogene nzmaterijalne linie), duzine /, ako je p normalno rastojanje

materijalne tacke od Stapa. Koliki je Newton-ov potencijal?

Zadatak 12. Materijalna tacka mase m :Z[kg] kre¢e se pod dejstvom sile teZine po glatkoj
paraboli jednadine y =4px’, gde je p[mil] parametar dimenzione saglasnosti, iz pocetnog poloZaja
No(yo = IOcm) bez pocetne brzine. Napisati jednacCine dinamicke ravnoteze posmatrane pokretne

materijalne tacke pri njenom kretanju duz te parabole, ako se zna da se parabola nalazi u vertikalnoj
ravni. Koliki je otpor veze koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku - linije parabole u proizvoljnom
polozaju materijalne tacke na paraboli, a koliki u polozaju na temenu te parabole?

Zadatak 13. Odrediti u vertikalnoj ravni Oxy jednacinu glatke linije - putanje teske tacke — pod
uslovom da je otpor veze (normalni otpor) koja dejstvuje na pokretnu materijalnu tacku obrnuto
srazmeran krivini putanje F,, =mgk/R;R=R, .

Zadatakl14. Po idealno glatkoj horizontalnoj plo¢i klizi kuglica mase m ucvrS¢ena za jedan kraj
nerastegljivog konca. Konac je provucen kroz rupicu u plo¢i i uvlaci se u nju konstantnom brzinom v. U
pocetnom trenutku konc je zategnut duz prave linije, rastojanje kuglice od rupice je bilo R , a pocetna
brzina kiglice je v, 1 upravna je na pravac konca, vidi sliku. Odrediti kona¢ne jednacine kretanja kuglice

i silu u koncu, pretpostavljaju’i da je kuglica materijala tacka.
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Zadatak 15. Dekartove koordinate sile ' su

X=c—2x_y2 ; Y=c—2x+yzn;

(¢ +57) (¥ +57)
a* Odrediti eksponent n pod uslovom da sila F bude konverzativna.
b* Za taj slucaj odrediti funkciju sile i izracunati rad sile pri prelasku materijalne tacke iz polozaja
N, (2, V2 ) u N, (3,\/5 ) ako je ¢ =100 [Nm] duz putanje kretanja. Da li taj rad zavisi od putanje
kretanja materijalne tacke?
c* Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile i moguce polozaje ravnoteze materijalne tacke pri
kretanju pod dejstvom te sile.
d* Ispitati stabilnost mogucih polozaja ravnoteze, ako oni postoje, kao i kretanja pod dejstvom te
sile.

Zadatak 16. Na pokretnu materijalnu tadku dejstvuje sila F' :
2 _ 2 _
F:%(y_huj_xk}
xz+y \ x v
gde je ¢[Nm]-konstanta.

a* Dokazati da je sila F konzervativna i odrediti funkciju sile.

b* IzraCunati rad sile pri kretanju materijalne tacke po krivoj putanji, koja se odbija presekom povrsi:
(x - 6)2 + (y - 8)2 +2z> =10z iravni z=8. Da li taj rad zavisi od putanje kretanja materijalne tacke?
.c* Ispitati ekstremne vrednosti funkcije sile 1 moguée polozaje ravnoteze materijalne tacke pri
kretanju pod dejstvom te sile. Ispitati stabilnost mogucih poloZaja ravnoteze, ako oni postoje kao i
kretanja pod dejstvom te sile.

Zadatak 17. Pomocu integrala ,,zive sile* odrediti putanju kosog hica u bezvazdusnom prostoru.

Zadatakl8. Na vratilu OB, zanemarljive mase, sa nepokretnim osloncem u O ikliznimu B,au
pravcu ose orjentisane ortom 7, na lakom prepustu PN , zanemarljive mase i na rastojanju ¢ nasadjena
je materijalna tacka mase m, koja rotira zajedno sa vratilom promenljivom ugaonom brzinom
a(t)= olt)i .

a* Napraviti analizu veza i na osnovu toga odrediti koliko stepeni slobode kretanja ima
materijalna tacka?

b* Napraviti analizu sila koje dejstvuju na materijalnu tacku i graficki ih predstaviti.

c* Odrediti kineticke pritiske u leziStima vratila oko koga se sistem okrece, koriste¢i teoremu o
promeni momenta impulsa kretanja materijalne tacke i vektor momenta inercije materijalne tacke.

d* Odrediti koordinate centra udara.

Zadatak 19. Glatka putanja po kojoj se kreée teska taCka M prelazi u tacki Bu glatki krug

3\3-4
4

poluprecnika R . Ako je kuglica pustena sa visine 4 = R bez pocetne brzine, odrediti:

a) Ugao ¢ koji odreduje polozaj tacke C u kojoj kuglica napusta vezu, i
b) Polozaj tacke D u koju ¢e kuglica da padne nakon napustanja veze.

Zadatak 20. Materijalna taCka mase m, puStena je iz polizaja A(x =Ry, = ?) bez pocetne
brzine niz glatku parabolu #n-tog reda sa temenom u koordinatnom pocetku, tacka ulazi u glatku
kruznicu polupreénika R, a napusta je u polozaju B, koji je odredjen uglom « = 60°. Ako je pritisak
materijalne tacke na kruznicu u polozaju B jednak nuli odrediti u koju ¢e tacku parabole #-tog reda

udariti posle napustanja kruznice. Koje 1 kakve veze dejstvuju na materijalnu tacku pri kretanju? Koje
sile dejstvuju na materijalnu tacku? Kakav je to materijalni sistem, konzervativni ili nekonzervativni?
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Zadatak 21. Teska materijalna tatka mase m krefe se po putanji koju Cine Cetvrtina kruznice
poluprecnika 3R, i polovina druge kruznice polupre¢nika R, koje se nadovezuju jedna na drugu. Tacka
je pustena iz poloZaja A4, na pocetku Cetvrtine kruznice, po¢etnom brzinom v, . Kojom brzinom v,,

napusta putanju u tacki B ? Ako se posle napustanja putanje tacka krec¢e bez dejstva sile otpora sredine
odrediti polozaj tacke C u kome tacka udara u tle 1 brzinu kojim udara o tle. Koje i kakve veze dejstvuju
na materijalnu tacku pri kretanju? Koje sile dejstvuju na materijalnu tacku? Kakav je to materijalni
sistem, konzervativni ili nekonzervativni?

Zadatak 22. Materijalna tacka M , mase m , kreée se u polju privlaéne centralne sile ¢iji je intenzitet
obtnuto proporcionalan tre¢em stepenu rastojanja od pokretne tacke do centra privlacenja O, pri cemu

je koeficijent proporcionalnosti mv;r; gde je 7, podetno rastojanje tatke M od centra O, v,poetna
. y : 1 . e y
vrzina tacke koja sa pravcem OM| zaklapa ugao o = arctg(;j. Odrediti putanju tacke i1 konacne

jednacine kretanja. Koje 1 kakve veze dejstvuju na materijalnu tacku pri kretanju? Koje sile dejstvuju na
materijalnu tacku? Kakav je to materijalni sistem, konzervativni ili nekonzervativni? Da li postoji
funkcija sile koja dejstvuje na materijalnu tacku?

Zadatak 23. Kojom pocetnom brzinom treba pustiti teSku materijalnu tacku mase m iz vrha
hrapave strme ravni AB , koeficijenta trenja klizanja x# = 0.1, visine & = S[m], nagibnog ugla 0=60°, da
bi stigla u tatku C idealno glatkog kruznog luka, srediSnjeg ugla 3« , polupreénika R =h, pod
pretpostavkom da se krece u vertikalnoj ravni? (Slika 23.) Koje i1 kakve veze dejstvuju na materijalnu
tacku pri kretanju? Koje sile dejstvuju na materijalnu tacku? Kakav je to materijalni sistem,
konzervativni ili nekonzervativni? Da li postoji funkcija neke od sila koje dejstvuju na pokretnu
materijalnu tacku? Na osnovu teoreme o promeni ukupne energije sistema napisati odgovarajucu
relaciju. Kolika je snaga rada sila sistema 1 da li je pozitivna?

A

Slika 23.

Zadatak 24. Pod dejstvom centralne sile F' materijalna tacka mase m se krece po leminskati, ¢ija je
jednagina u polarnom sistemu koordinata » i ¢@: r* = acos(Zgo), gde je a-konstanta, - rastojanje
pokretne materijalne tacke od centra sile. U pocetnom trenutku ¢ = 0, materijalna tacka je bila udaljena
za r =1, centra sile, a dobila je brzinu jednaku v,, tako da vektor brzine zaklapa sa pravom S$to spaja

tacku sa centrom sile ugao a. Odrediti aktivnu silu F koja dejstvom materijalnu tacku prinudjuje da se
kreée po lemniskati. pod pretpostavkom da zavisi samo od rastojanja r. Kakav je to materijalni sistem,
konzervativni ili nekonzervativni? Da li postoji funkcija sile pod ¢ijim se dejstvom materijalna tacka
kre¢e? Na osnovu teoreme o promeni ukupne energije sistema napisati odgovarajucu relaciju. Kolika je
snaga rada sile koja dejstvuje na materijalnu tacku? Napisati izraz za sektorsku brzinu pri kretanju ove
materijalne tacke pod dejstvom sile po gore definisanoj lemniskati.

Masinski fakultet Univerziteta u NiSu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovi¢) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika III — Dinamika - Kinetika Predavanja XIV Skolska 2006-2007
Str. 11 od 43
Zadatak 25. O najvisu tacku nepokretnog kruznog obruca poluprecnika R, koji je u vertikalnoj

. .. y . 10 m . o1 .
ravni, obeSen je pomocu opruge krutosti ¢ = 7% teret M , mase m , u vidu malih dimenzija prstena -

materijalne tacke, koji moze da klizi po glatkom obrucu. Odrediti pritisak i brzinu tereta u najnizoj tacki
B obruca. U poetnom polozaju tereta M poznato je rastojanje AM, =R, pri ¢emu je opruga
izduzena, a njena duzina je dva puta veca od duzine u nenapregnutom stanju, dok je pocetna brzina
tereta jednaka nuli.

Zadatak 26. Dve jednake materijalne taCke masa po m lansirane su, u polju Zemljine teze 1 u
vertikalnoj ravni i bezvazdu$nom prostoru, iz zajednicke tacke O razli€itim brzinama v, 1 v,, pod

uglom ¢, , odnosno «, prema horizontu, slika 26.

a* Odrediti vreme kada ¢e dospeti u polozaj koji je udaljen za a od tacke lansiranja i na viSoj
poziciji od nje za b, kao 1 brzine prolaska kroz taj polozaj. Da li se mogu 1 pod kojim uslovom sudariti
(susresti) u tom polozaju?

b* Odrediti domete i1 poloZaj u koji ¢e dospeti te materijalne tacake po pnovnom dospecu na visinu
njihovog lansiranja. Pod kojim uslovima ¢e im dometi biti jednaki? Po kojim putanjama su se kretale?

c* Ako na udaljenu a od njihovog polozaja lansiranja postavimo vertikalni zid u koju tacku ¢e one
udariti i kojim brzinama?

d* Ako je poznat koeficijent sudara (restitucije) materijalnih tacaka sa zidom odrediti njihove
odlazne brzine. Koliki je gubitak kineticke energije pri sudaru jedne, odnosno druge materijalne tacke?

e* Koje uslove preba da zadovolje pioCetne brzine materijalnih tacaka, pa da se one posle sudara sa
zidom i odvijanja od zida susretnu u polozaju njihovog lansiranja?

f* Napraviti anlizu tipova sila koje dejstvuju na materijalne tacke u slucaju bez i sa udarom u zid?
Da li postoji funcija neke od sila i koje i odredi njen izraz? Da li je sistem kretanja materijalnih tacaka
konzervativan ili nekonzervativan? Obrazlozi odgovor.

Slika 26. Slika 27.

Zadatak 27. Dve jednake materijalne tacke masa po m lansirane su, u polju Zemljine teze i u
= —kmv, ,(k > 0)m

i=12, iz zajednicke tatke O razliCitim brzinama v, 1 v, pod uglom ¢,;, odnosno «, prema

vertikalnoj ravni i u prisustvu sile otpora proporcionalnih njihovim brzinama, F

w,i

horizontu, slika 27.

a* Odrediti jednacine njihovih putanja;

b* Odrediti relacije kinetickih parametara kretanja tih materijalnih tacaka pod uslovom da
pojedinac¢no dospeju u polozaj koji je udaljen za a od tacke lansiranja i na viSoj poziciji od nje za b, kao
1 vreme 1 brzine prolaska kroz taj polozaj. Da li se mogu i pod kojim uslovom sudariti (susresti) u tom
polozaju? Odrediti relacije kinetickih parametara kretanja tih materijalnih tacaka pod uslovom da
jednovremeno dospeju u taj poloZzaj (a,b).

¢* Odrediti domete 1 polozaj u koji ¢e dospeti te materijalne tatake po ponovnom dospecu na visinu
njihovog lansiranja. Pod kojim uslovima ¢e im dometi biti jednaki? Po kojim putanjama su se kretale?
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d* Ako na udaljenu a od njihovog polozaja lansiranja postavimo vertikalni zid u koju tacku ¢e one
udariti 1 kojim brzinama?

e* Ako je poznat koeficijent sudara (restitucije) materijalnih tacaka sa zidom odrediti njihove
odlazne brzine. Koliki je gubitak kineticke energije pri sudaru jedne, odnosno druge materijalne tacke?

e* Koje uslove preba da zadovolje pocetne brzine materijalnih tacaka, pa da se one posle sudara sa
zidom 1 odvijanja od zida susretnu u polozaju njihovog lansiranja? Da li je to moguce realizovati 1 pod
kojim uslovima?

f* Napraviti anlizu tipova sila koje dejstvuju na materijalne tacke u slucaju bez i sa udarom u zid?
Da li postoji funcija neke od sila i koje i odredi njen izraz? Da li je sistem kretanja materijalnih tacaka
konzervativan ili nekonzervativan? Da 1i postoji funkcija rasipanja neke od sila 1 koje? Obrazlozi
odgovor.

Zadatak 28. Koliku pocetnu vertikalnu brzinu v, treba saopstiti teSkoj materijalnoj tatki M , mase

m , u polozaju D, kada je OD =/ horiyontalno, obesenoj u tatki O pomocu nerastegljivog konca
duzine ¢, pa da se konac prekine u trenutku kada je vertikalan, ako se on kida pri sili F,, =7G?

Koliko mora biti koeficijent trenja hrapave horizontalne ravni AB,s =9/ duzine , po kojoj se tacka
kreée dalje, pod pretpostavkom da se ne odvaja od nje, pa da odnos brzina tatke M u polozajima B i

v 1 . . . . y .

A bude _BZE' r. Koje 1 kakve veze dejstvuju na materijalnu tacku u toku celokupnog perioda
Vi

posmatranog kretanja? Kakav je to materijalni sistem, konzervativni ili nekonzervativni? Da li postoji

funkcija neke od sila pod ¢ijim se dejstvom materijalna tacka krece? Na osnovu teoreme o promeni

ukupne energije sistema napisati odgovarajucu relaciju za svaki od perioda kretanja. Kolika je snaga

rada sila koje dejstvuju na materijalnu tacku?

Zadatak 29. Horizontalna cev OC duzine ¢ obrée se oko nepokretne ose 4B konstantnom
ugaonom brzinom @, dok se u cevi nalazi materijalna tacka M , masem , na koju dejstvuje otporna sila
F=—kv

rel »

. - . . y .k 3 ..
gde je k konstanta, a v_, relativna brzina tacke u odnosu na cev. Ako je — = Ea) odrediti
m

zakon kretanja materijalne tacke u cevi. U pocetnom trenutku materijalna tacka je bila na rastojanju
‘.. . y . lw .
oM, =§ 1 imala je pocetnu brzinu v, =E u odnosu na cev. Posle kog vremena ¢e pokretna

materijalna tacka napustiti cev? (Slika 27). Kojim vezama je podvrgnuta materjalna tacka? Kakav je
otpor veze koja dejstvuje na materijalnu tacku? Koje sile dejstvuju na materijalnu tacku i da li se mogu
odrediti funkcije sila 1 kojih? Da li je posmatrani materijalni sistem koji ¢ini materijalna tacka
konzervativni ili nekonzervativni? Da 1i se ukupna energija materijalne tacke menja u toku njenog
kretanja? Kolika je snaga rada pojedinih sila koje dejstvuju na posmatranu materijalnu tacku? Kolika je
ukupna snaga rada svih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku koja se kre¢e po ovoj paraboli prema
definisanim uslovima njenog kretanja?

N o

(>

HE 5 aL/ a D
> m

o & \ a

X M Cc
! N Vore " Ve =2V,
B—=
[ M c
Slika 27. Slika 28

Zadatak 30. Kvadratna plo¢ica ABCD ,Slika 28., zanemarljive mase, stranice a, obrée se oko
vertikalne ose kroz tacku A4 konstantnom ugaonom brzinom @ . DuZ stranice BC krece se materijalna
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tatka M , mase m . U pocetnom trenutku materijalna tacka M je bila u poloZaju B i imala je relativnu

brzinu v,,, . Odrediti:

a) Zakon relativnog kretanja materijalne tacke M po suportu,
b) VeliCinu ugaone brzine @ prenosnog kretanja suporta da bi relativna brzina tatke M u
polozju C bila 2v,,,

c¢) Komponente reakcije veze.

Kojim vezama je podvrgnuta materjalna tacka? Kakav je otpor veze koja dejstvuje na
materijalnu tacku? Koje sile dejstvuju na materijalnu tacku i da li se mogu odrediti funkcije sila i kojih?
Da li je posmatrani materijalni sistem koji ¢ini materijalna tacka konzervativni ili nekonzervativni? Da li
se ukupna energija materijalne tacke menja u toku njenog kretanja? Kolika je snaga rada pojedinih sila
koje dejstvuju na posmatranu materijalnu tacku? Kolika je ukupna snaga rada svih sila koje dejstvuju
na materijalnu tacku koja se krece po ovoj paraboli prema definisanim uslovima njenog kretanja?

Zadatak 31. Glatka Zica savijena u obliku parabole, ¢ija je jednadina y° =2px, obrée se oko
vertikalne ose konstantnom ugaonom brzinom @ . Na zicu je nametnut prsten koji moze da se krece po
glatkoj zici.

Odrediti:

a* brzinu prstena u odnosu na zicu ako se on u po¢etnom trenutku nalazio u miru u polozaju M,

sa apscisom X, .

b* do koje ¢e se tacke podici prsten ako se u pocetnom trenutku nalazio u koordinatnom pocetku
1 ako mu je saopStena pocetna brizna v, usmerena po horizontali udesno.

Kojim vezama je podvrgnut prsten? Kakav je otpor veze koja dejstvuje na prsten? Koje sile
dejstvuju na prsten i da li se mogu odrediti funkcije sila i kojih? Da 1i je posmatrani materijalni sistem
koji ¢ini materijalna tacka konzervativni ili nekonzervativni? Da li se ukupna energija materijalne tacke
menja u toku njenog kretanja? Kolika je snaga rada pojedinih sila koje dejstvuju na posmatranu
materijalnu tacku? Kolika je ukupna snaga rada svih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku koja se
krece po ovoj paraboli prema definisanim uslovima njenog kretanja?

Zadatak 32. Matrijalna tacka A , mase m, pustena je iz mira (relativno u odnosu na disk) iz
polozaja C 1 klizi bez trenja niz nagnutu cev, pod uglom ¢ u odnosu na disk, dok se disk zajedno sa
cevi okre¢e oko vertikalne ose, konstantnom ugaonom brzinom @, slika 30. Naci vreme za koje ¢e

tatka preéi put od tacke C do tacke B .

Slika 30

Zadatak 33. Na slici 31. prikazan je sistem, koji lezi u vertikalnoj ravni, 1 koji se sastoji od tri
teSka zupc€anika, dva u obliku kruzno-prstenastih homogenih diskova, polupre¢nika » 1 27, masa po
2m , koji mogu u zahvatu da se okrecu oko osa kroz C,, odnosno C,, a nose na rastojanjima » od osa
obrtanja zavarene materijalne tatke masa po m, =km 1 zupCanika u obliku homogenog diska,
poluprecnika r, mase 2 m , koji nosi materijalnu tacku mase m na rastojanju » od centra i koji moze da
se obr¢e oko ose kroz njegov centar masa C,, 1 koji je u zahvatu sa prethodna dva zupc¢anika. Jedan od
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polozaja ravnoteze sistema je prikazan na slici. Odrediti sve moguce polozaje ravnoteze sistema, kao 1
sve moguce stabilne polozaje ravnoteze. Za slucaj da parametar k € N pripada skupu celih brojeva
odrediti sopstvene kruzne frekvencije malih oscilacija sistema oko polozaja stabilne ravnoteze za
najmanju vrednost tog parametra. Koja je najmanja vrednost parametra k € N za koji je naznaceni na
slici 31. polozaj ravnoteze stabilan, a koja za drugi moguci stabilan polozaj ravnoteze, razli¢it od
polozaja koji je prikazan na slici 31?7 Za oba slucaja odredi sopstvene kruzne frekvencije malih oscilacija
sistema.

C,.2r,r,2m C,2r,r,2m

C,,r,km C,,r,km

Slika 31.

Zadatak 34. lzraCunati aksijalne momente inercije masa za ose x,y 1 Z 1 odgovarajuce
centrifugalne momente masa, a zatim sastaviti vektore momenata masa za pol u koordinatnom pocetku i
koordinatne ose pojedinacno za:

a* Stap mase m duzine /, ako je postavljen u pravcu: al* ose x ia2* u pravcu pod uglom od

T :
2 uodnosunaose x i y;

b* homogenu tanku pravougaonu plo¢icu mase m osnovnih ivica a 1 ka ako je postavljena tako
da joj dve upravne stranice leze na koordinatnim osama x 1 y;

c¢* homogenu tanku kruznu ploc¢icu mase m puluprecnika » ako je postavljena tako da ledi u
ravni koju ¢ine koordinatne ose x 1 ), a one su istovremeno i tangente na njenu kruZznu konturu;

d* homogeni kruzni cilinar, mase m , visine /4, polupre¢nika osnove r;

e* homogeni kruzni konus, mase m , visine /4, polupre¢nika osnove r;

f* homogenu sferu, mase m , poluprec¢nika » koja je u polozaju da dodiruje sve tri koordinatne
povrsi;

g* tanku homogenu kruznu plo€icu, mase m poluprecnika 7, iz koje je izrezan kvadrat stranice
r, tako da se centri kvadrata 1 kruga poklapaju, kada plo€ica leZi u ravni koju ¢ine ose x 1 y; kao i za
slucaj kada se plocica zarotira oko ose z za ugao ¢ . Slika 34. g1* igl*

e* tanki homogeni disk mase m , u obliku tanke plocice, polupre¢nika » , ekscentriciteta e, ekscentri¢no

nasadjenog na vratilo ¢ija se osa poklapa sa osom Oz .(slika 34. e*) i na visini E od koordinatnog pocetka O ;

[
[
R !
[
[

rr

Slika 34. g1* Slika 34. g1* Slika 34. e* Slika 34. h*

h* tanku homogenu plo¢icu mase m oblika Cetvrtine kruga polupre¢nika R, koja lezi u ravni Oyz;
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m* tanki homogeni disk mase m , u obliku tanke plo¢ice, polupre¢nika 7 , koso pod uglom & nasadjenim na

Mehanika III — Dinamika - Kinetika Predavanja XIV

l
vratilo ¢ija se osa poklapa sa osom Oz .(slika 34. m*) i na udaljenju E od koordinatnog poc¢etka O ;

~ . |h
Fer

Slika 34. m* Slika 34. n* Slika 34. k*
n* sklop koji se sastoji od tankog homogenog diska mase m , u obliku tanke kruZne plo¢ice, polupre¢nika
R , koji je nasadjen na vratilo, oblika homogenog cilindra mase m,, duzine ¢, kruznog popre¢nog prescka

l
polupreénika 7 ¢ija se osa poklapa sa osom O¢ .(slika 34. n*) i na udaljenju 5 od koordinatnog pocetka O ;
k* homodeni valjak mase m , visine /4, polupre¢nika osnove 7, koso pod uglom ¢, nasadjenim na lako
. . . .. h .
vratilo sa osom u pravcu Oz ose koordinatnog sistema na udaljenju E od koordinatnog pocetka.

Zadatak 35. lIzraCunati aksijalne momente inercije masa za ose x,) 1 Z 1 odgovarajuce
centrifugalne momente masa, a zatim sastaviti vektore momenata masa za pol u koordinatnom pocetku 1
koordinatne ose pojedinacno za plocice prikazane na slici 35.

I 4
T 0
z).v""v a

Dusjutuj reSenja, 1 slucajeve kada je odnos parametara takav da se centri masa pcocica sa dodatim
materijalnim tackama nalaze na osi koordinatnog sistema.

Za svaku od plocica odrediti centre udara, kao 1 kineticke pritiske na lezista, ako se plocica obrce
konstantnom ugaonom brzinom oko ose koordinatnog sistema.

Da li je centralna osa plocice istovremeno i1 glavna osa inercije masa ili ne?
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Zadatak 36. Homogeni prizmaticni Stap AD, tezine G , duzine 2/, oslanjase krajem A na glatku
podlogu oblika polikruga poliprecnika » a u tacki B naleZe na njen obod, slika 36. Odrediti ugao «
koji gradi Stap sa horizontalnim polupre¢nikom OB u ravnoteznom polozaju 1 otpore oslonaca.
(r =3 [m], 2l=4 [m]) Napisati jednacinu kretanja homogenog prizmati¢nog Stapa oko tog

ravnotednog polozaja, merec¢i generalisanu koordinatu od tog polozaja ravnoteZze.
F =2mg(1+cos Qt)lg

e
| I

s

3
A (/
o
N
Lttt

E

"

2m

D.2m

Slija 36. Slika 37. Slika 38

Zadatak 37. Sistem prikazan na slici 37 sastoji se od obruca 4, mase m , diskova B i C, masa
po m itereta D 1 £, masa 2m 1 m.Obru¢ A se kotrlja bez klizanja po horizontalnom putu, a disk B
se obrée oko nepokretne ose. Uze koje je jednim krajem namotano na obru¢ A, prebaceno je preko
diska B 1 drugim krajem vezano je za centar diska C. Za krajeve drugog uzeta koje je prebaceno preko
diska C, vezani su tereti D i E. Odrediti ubrzanja tereta, sile u uzadima, kao i zakon kretanja
elemenata sistema.

Napisati izraze za kineticku 1 potencijalnu energiju sistema. Da li je sistem konzervativan?

Zadatak 38. Sistem prikazan na slici 38. sastoji se od tereta 4 i C, masa po m, kotura B,
mase m 1 kotura D, mase 2m. Teret A klizi po glatkoj horizontalnoj ravni, a teret Cpo glatkom
vertikalnom zlebu. Kotur B se obrce oko nepokretne ose koja prolazi kroz njegov centar. Nerastegljivo
uze je vezano za terete 4 1 C, prebaceno preko kotura B i obmotano oko kotura D. Na teret C
dejstvuje sila koja se sastoji od dve komponente: jedne konstantnog intrenziteta F =2mg, i druge

oscilatornog karaktera F= 2mg cosQt, F = ng(l_cos QI)E u pravcu zleba, smera datog na slici 38.
Sistem se nalazi u vertikalnoj ravni. Odrediti:

a* ubrzanja tereta 4 1 C1i sile u svim delovima uzadi. Koturove smatrati homogenim diskovima.

b* zakon kretanja elemenata sistema. Da li je moguca pojava rezonancije u sistemu?

c* snagu rada sila sistema 1 vezu sa ukupnom energijom sistema.

d* ubrzanja tereta 4 1 C1i sile u svim delovima uzadi, ako je horizontalna ravan hrapava
koeficijenta trenja x;

e* snagu rada sila sistema 1 vezu sa ukupnom energijom sistema za slucaj kada je horizontalna
ravan hrapava koeficijenta trenja z ;

Zadatak 39. Na prizmi mase 2m , koja moze da se krece po horizontalnoj glatkoj ravni, nalazi se
disk B, poluprecnika ri masem vezan za prizmu osovinom B. Preko diska B prebaceno je
nerastegljivo uze, zanemarljive teZine, koje je jednim krajem vezano za teret A, masem , a drugim
krajem je obmotano na kotur C, poluprecnika »1i masem . Kotur se kotrlja bez klizanja a teret A4 klizi
po prizmi.

a* Zanemujudi trenje izmedu prizme i podloge, izmedu tereta A i prizme, kao i otpor obrtanju u
leziStu B 1 otpor protiv kotrljanja kotura po prizmi, napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema u
vertikalnoj ravni pod dejstvom tezina tereta i reSiti iste.
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m,

T
Slika 39.

b* Zanemujuci trenje izmedu prizme i podloge, kao i otpor obrtanju u lezistu B, ali uzimajuci
trenje izmedu tereta A1 prizme, kao i otpor protiv kotrljanja kotura po prizmi, napisati diferencijalne
jednacine kretanja sistema u vertikalnoj ravni pod dejstvom tezina tereta.

U tom slucaju pretpostaviti da izmedu tereta A1 prizme postoji trenje pri ¢emu je koeficijen
trenja p a krak otpora kotrljanju je ¢. Odrediti takode i sile u uzadima i silu u lezistu B . Koristiti

relacije principa dinamicke ravnoteze (D’ Alamber-ovog principa).

Zadatak 40. Homogeni tanki disk, mase m, poluprecnika » , nasadjen je na sredini lakog
vratila 4B duzine /, zanemarljive mase, sa kojim obrée konstantnom ugaonom brzinom @ oko ose
AB, slika 49. Osa simetrije diska sa osom 4B gradi ugao o . Odrediti kineticke pritiske u leZiStima A
1 B vratila 1 intenzitet devijacionog sprega koji dejstvuje na vratilo..

T

Slika 40. Slika 41.

Zadatak 41. Materijalni sistem na slici 41., sastoji se od vratila AB, mase M,, kruznog
popre€nog preseka poluprecnika 7, koje se obrée oko horizontalne ose AB brojem obrtaja n, [0/ min] 1
homogenog diska (zamajca) mase M, i poluprecnika R, koji je nasadjen na sredini raspona tog vratila.
Ako se lak nosa¢ lezita 4 i B, zanemarljive mase, obrée oko vertikalne ose brojem obrtaja 1, [o/min],

odrediti ukupne reakcije leziSta 4 1 B, ako je rastojanje izmedu leziSta /. Odrediti 1 dopunske sile
(usled giroskopskog efekta) u leziStima C 1 D koja su na rastojanju /.

Zadatak 42. Kuglica M, mase m,, kreCe se pravolinijski i udari brzinom v, kuglicu M, mase m,,
koja je do udara bila u stanju mirovanja, pri tome se brzina kuglice M, smanji za polovinu.
Pretpostavljajuci da je udar upravni i centralni, odrediti masu m, kuglice M, 1njenu brzina neposredno
posle udara, ako je koeficijent sudara ( uspostavljanja) £ =0.5.
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Slika 42.

Zadatak 43. Kuglica mase m slobodno pada sa visine /# 1 udari upravno o horizontalnu
nepokretnu ravan i odbije se od nje.

a* Odrediti maksimalnu visinu penjanja H kuglice nakon odbijanja, ako je koeficijent sudara
(uspostavljanja) k.

b* Koliki je koeficijent udara ako kugla odskoci do visine /4/2 ?

¢* Odrediti broj udara u podlogu posle kog nece dostici visinu //2", gde je n ceo broj? Koliko

vremena Ce prote¢i dok kuglica po¢ne da odskace ispod visine /2" ?

Zadatak 44. Kuglica mase m bacena je iz tatke O, poCetnom brzinom v, , koja sa horizontalom

gradi ugao« 1 udari u vertikalni glatki zid A4 i posle odbijanja prode kroz svoj pocetni polozaj O.

a* Odrediti rastojanje a pocetnog polozaja materijalne tacke od zida, ako se zna da je koeficijent
sudara (uspostavljanja) k.

b* Posle sudara sa horizontalnim podom u tacki O, pri ¢emu se moze usvojiti isti koeficijent
sudara i odbijanja u koju tacku vertikalnog zida ¢e udariti? Da li je ta tacka na viSem ili nizem poloZaju
od tacke udara u prethodnom sudaru sa istim zidom?

Otpor vazduha zanemariti u oba slucaja.

Zadatak 45. Veliki broj malih kockica, ¢ija je ukupna masa m ¢ini materijalni sistem diskretnih
materijalnih tacaka i leZi na ivici stola ustanju mirovanja, kada konstantna sila F' pocinje da dejstvuje,
na ovaj materijalni sistem, paralelno sa ravni stola, kako je na slici 1 prikazano. Odrediti brzinu kretanja
ovog materijalnog sistema u funkciji koordinate x - duZine niza za slucaj:

a*da je povrSina stola hrapava i da je koeficijent trenja izmedu kockica i stola g,

b* da je povrsina stola idealno glatka

c* Kolika je ova brzina kada polovina svih kockica padne sa stola?

Zadatak 46. Homogeni lanac duZine /, slika 2, ¢ija je masa jedinice duzine p’, visi vertikalno

zategnut pri ¢emu je njegov drugi kraj vezan za tacku 4. Lanac se pusti da slobodno pada. Odrediti
veli¢inu sile reakcije u tacki 4 kao funkciju predenog rastojanja x.

Zadatak 47. Masa skeleta prvog stepena trostepene rakete sa aparaturom je M,, a mase drugog i
treceg stepena su M, :7, M, :T, dok je masa aparature M :?. Brojevi Ciolkovskiog po
stepenima raklete su: C, =61 C, =5 .Pocetna brzina rakete je jednaka nuli, v, =0, a potrebna brzina

aparature je v, :9{—}, dok je relativna brzina isticanja produkata sagorevanja iz raketnih motora
sec

jednaka za svaki stepen rakete i odgovarajucu fazu njenog kretanja v, = Z[k—m} . Odrediti ukupnu masu

S€C
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goriva, koeficijente stepena i1 brzine na kraju svakog aktivnog perioda kretanja rakete i pomocu

. N O e
proizvoda koli¢nika kb proveriti poc¢etnu ukupnu masu rakete.

Zadatak 48. Odrediti pritisak na povr§ Zemlje materijalne tacke mase m koja:

a* miruje na povrsi Zemlje, uzimajuci uticaj prenosnog kretanja Zemlje. Koliko je taj pritisak kada
je materijalna tacka na polutaru, a koliki kada je na polu?zz

b* se kre¢e po meridijaju na povrsi Zemlje, uzimajuci uticaj prenosnog kretanja Zemlje. Koliko je
taj pritisak kada je materijalna tacka na polutaru, a koliki kada je na polu?

¢* se krece po uporedniku na povrsi Zemlje, uzimajuci uticaj prenosnog kretanja Zemlje. Koliko je
taj pritisak kada je materijalna tacka na polutaru, a koliki kada je na polu?

Zadatak 49. Po hrapavoj strmoj ravni, nagibnog ugla «a krece se telo mase m , u polju Zemljine
teze i vuceno u horizontalnom pravcu paralelnom strmoj ravni, a preko konca koji uvek zadrzava
horizontalni pravac. Od trenutka posmatranja kretanja tela po strmoj ravni ono se kre¢e pravolinijski i
jednoliko sa horizontalnom komponentnom brzine v, . Odrediti:

a* komponente brzine kretanja tela niz hrapavu strmu ravan, kao i silu u koncu kojim se vuce telo,
ako je koeficijent trenja izmedju tela 1 strme ravni g .

b* Otpor strme ravni u posmatranom intervali vremena:

c* Napisati kineticku 1 potencijalnu energiju kretanja materijalne tacke, kao i pojedinacno snagu
vrsenja rada sila koje dejstvuju na materijalnu tacku, kao i otpora veza?

d* Na osnovu teoreme o promeni ukupne energije materijalnog sistema napisati odgovarajuci izraz
za promenu ukupne energije sistema.

Zadatak 50. Materijalna tacka mase m visi o koncu duZine ¢, koji je okacen o tatku O na
vertikalnoj osi, oko koje se konstantnom ugaonom brzinom @ obrée vertikalna ravan u kojoj se krece
materijalna tacka ne napustajuci je. Napisati jednacine dinamicke ravnoteze materijalne tacke i1 odrediti
sile veza (sila u koncu i .otpor ravni koja rotira).

VI* Nekoliko izabranih primera mogucih pitanja na usmenom delu ispita

K.1* Komplet

1* Ko je dao znacajne doprinose da se utemelji naucna oblast pod imenom Dinamika? Kojim
pojmovima objasniti filozofiju kretanja? Sta je zadatak Dinamike?

2. Navedi definiciju pojma zakon dinamike i nabroji osnovne zakone dinamike. Zakon veza, vrste
veza i sile otpora veza.

3. Kretanje materijalne tacke u polju centralnih sila.

4. Dinamika relativnog kretanja materijalne tacke. Koriolisovo ubrzanje.

5. Princip dinamicke ravnoteze u primeni na sistem materijalnih tacaka.

K.2* Komplet

1. Definisati preprincip ili prednacelo i nabrojati osnovne preprincipe i dati objasnjenja.

2.Zakon veza i1 njihove klasifikacije, otpor veze, stepen slobode kretanja i generalisane
koordinate.

3. Teorema o promeni kineticke energije sistema.

4. Specijalni sluéajevi relativnog kretanja materijalne tacke. Slucaj kada je prenosno kretanje obrtanje tela
oko nepokretne ose

5. Teoreme mehanike — teorema o promeni impulsa kretanja i momenta impulsa kretanja u primeni
na kretanje sistema materijalnih tacaka.
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K.3* Komplet

1. Nabrojati osnovna odredjenja Kinetike (Dinamike) 1 navesti njihove definicije.

2. Kretanje materijalne tacke po povrsi - broj stepeni slobode kretanja, generalisane koordinate, sile
koje dejstvuju na materijalnu tacku i odgovarajuce generalisane sile, Lagrange-ove jednacine prve vrste,
Lagrange-ov mnozilac veze Lagrange-ove jednacine druge vrste.

3. Teoremu o promeni kineticke energije pokretne materijalne tacke u kona¢nom intervalu
vremena.

4. Relativno kretanje teSke tacke po povrsi Zemlje.

ili alternativa 4. Dejstvo udara na telo koje se obrée oko nepokretne ose. Centar udara.

5. Kenigova teorema o kinetickoj energiji za ravansko kretanje krutog tela. Jednacine dinamike

ravanskog kretanja krutog tela

K.4* Komplet

1. Nabrojati osnovna odredjenja Kinetike (Dinamike) i navesti njihove definicije. Koja su osnovna
odredjenja vektorske, a koja skalarne invarijante u odnosu na transformaciju koordinata?

2. Kretanje materijalne tacke po liniji - broj stepeni slobode kretanja, generalisane koordinate, sile
koje dejstvuju na materijalnu tacku, Lagrange-ove jednacine prve vrste, Lagrange-ovi mnozioci veze,
Lagrange-ova jednacina druge vrste.

3. Lema o promeni momenta impulsa (koli¢ine) kretanja materijalne tacke u polju centralnih sila.

4. Relativno kretanje teSke tacke po povrsi Zemlje.

5. Obrtanje tela oko nepomicne tacke. Ojlerove jednacine dinamike krutog tela oko nepomicne
tacke.

ili alternativa 5. Teoreme mehanike u primeni na dinamiku sudara.

K.5% Komplet

1. Nabrojati osnovna odredjenja Kinetike (Dinamike). U generalisanom sistemu ortogonalnih
krivolinijskih koordinata napisati izraze za impuls kretanja materijalne tacke i silu inercije koja se javlja
pri njenom kretanju.

2. Kepler-ovi zakoni o kretanju planeta.

3. Teorema o promeni ukupne energije pokretne materijalne tacke u prisustvu konzervativnih sila 1
neidealnih veza i otpornih sila proporcionalnih prvom stepenu njene brzine.

4. Fizicko klatno.

5. Kineticki pritisci na lezista rotora - Obrtanje tela oko nepomicne tacke.

K.6* Komplet

1. Newton-ov zakon o opstoj univerzalnoj gravitaciji
2. Osnovno skalarno odredjenje — rad. Definicija. Rad sile inercije, rad sila otpora idealnih i
neidealnih veza.
3. Stabilnost kretanja i mirovanja. Kriterijumi stabilnosti.
ili alternativa 3. Kretanje materijalne tacke pod dejstvom sile opSte gravitacije.Vestacki sateliti.
4. Osnovna odredjenja dinamike sistema materijalnih tacaka
5. Trenutne sile 1 udarni impulsi. Centar udara tela koje moZe da se obr¢e oko nepokretne ose.

K.7* Komplet

1. O sili uzajamnog privlacenja sva tela.
2. Konzervativne sile — rad konzervativnih sila — fuinkcija sile.
3. Cikloidno klatno. Osobine cikloidnog klatna.
4. Teorema o promeni kineticke energije relativnog kretanja. Integral energije relativnog kretanja
5. Dinamika tela promenljive mase. Jednac¢ina Mescerskog.
ili alternativa 5. Vrste sudara
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K.8* Komplet

1. Zakon reaktivnog potiska ili reaktivnog pogona.

2. Snaga - Efekat rada sile

3. Lagrange-ove jednacine prve vrste za sistem materijalnih tacaka. Lagragne-ovi mnozoioci
veza. Uslovi za brzine i ubtzanja.

4. Kretanje materijalne tacke po sferi pod dejstvom Zemljine teze

5. Teoreme mehanike sistema materijalnih ta¢aka

K.9*% Komplet

1. Pojam principa ili nacela mehanike. Nabrojiti diferencijalne i integralne principe mehanike.
Princip dinamicke ravnoteZe.

2. Newton-ovi aksiomi (principi) - Axiomata sive leges motus

3. Broj stepeni slobode kretanja. Generalisane koordinate sistema materijalnih tacaka. Lagrange-
ove jednacCine druge vrste .

4. Kretanje materijalne tacke po paraboli

5. Relativno kretanje materijalnog krutog tela u odnosu na srediste sistema’.
Alternativa: 5. Udarne sile. Trenutni impuls.

K.10* Komplet

1. Pojam principa ili nacela mehanike. Nabrojiti diferencijalne i integralne principe mehanike.
Princip rada.

2. Pojam teorema mehanike. Nabrojati najvaznije teoreme mehanike. Teorema o promeni impulsa
(koli¢ine) kretanja jedne materijalne tacke. Lema o promeni momenta impulsa kretanja.

3. Binet-ov obrazac — Binet-ova jednacina.

4. Vektori momenata inercije masa materijalnog sistema za pol i osu. Aksijalni momenti inercije
masa tela 1 devijacioni momenti masa. Glavne ose momenata inercije masa i ose inercione asimetrije.

5. Jednacina Ciolkovskog u primeni na visestepene rakete.
Alternativa: 5. Osnovi teorije dinamike sudara dva materijalna sistema

VII* Dva primera moguceg kompleta
ispitnih zadataka na pismenom delu ispita
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Primer 1.
PISMENI DEO ISPITA 1Z PREDMETA

MEHANIKA III - DINAMIKA (KINETIKA)

Zadatak 1. Dve jednake materijalne tatke masa po m lansirane su, u polju Zemljine teZe i u vertikalnoj
ravni i bezvazdu$nom prostoru, iz zajednicke tacke O razli¢itim brzinama v, i V,, pod uglom ¢, , odnosno «,

prema horizontu, slika 1.

a* Odrediti vreme kada ¢e dospeti u polozaj koji je udaljen za a od tacke lansiranja i na vi$oj poziciji od nje
za b, kao i brzine prolaska kroz taj polozaj. Da li se mogu i pod kojim uslovom sudariti (susresti) u tom polozaju?

b* Odrediti domete i polozaj u koji ¢e dospeti te materijalne tacake po pnovnom dospecu na visinu njihovog
lansiranja. Pod kojim uslovima ¢e im dometi biti jednaki? Po kojim putanjama su se kretale?

c* Ako na udaljenu a od njihovog polozaja lansiranja postavimo vertikalni zid u koju tacku ¢e one udariti i
kojim brzinama?

Ik 5
> e .
o |
X M C
4 N
1< Sk A
Slika 1. Slika 2. Slika 3.

Zadatak 2. Horizontalna cev OC duzine ¢ obrée se oko nepokretne ose AB konstantnom ugaonom

brzinom @, dok se u cevi nalazi materijalna taka M , mase m , na koju dejstvuje otporna sila F =—kv

rel »

gde je

- . . .k 3 . . .
k konstanta, a v, relativna brzina tatke u odnosu na cev. Ako je — = 5 o odrediti zakon kretanja materijalne
m

tatke u cevi. U pofetnom trenutku materijalna tacka je bila na rastojanju OM , = g i imala je pocetnu brzinu

Y20)

Vo :E u odnosu na cev. Posle kog vremena ¢e pokretna materijalna tacka napustiti cev? (Slika 2). Kojim

vezama je podvrgnuta materjalna tacka? Kakav je otpor veze koja dejstvuje na materijalnu tacku? Koje sile
dejstvuju na materijalnu tacku i da li se mogu odrediti funkcije sila i kojih? Da li je posmatrani materijalni sistem
koji ¢ini materijalna tacka konzervativni ili nekonzervativni? Da li se ukupna energija materijalne tacke menja u
toku njenog kretanja? Kolika je snaga rada pojedinih sila koje dejstvuju na posmatranu materijalnu tacku?
Kolika je ukupna snaga rada svih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku koja se kre¢e po ovoj paraboli prema
definisanim uslovima njenog kretanja?

Zadatak 3. Homogeni tanki disk, mase m , polupre¢nika » , nasadjen je na sredini lakog vratila
AB duzine [, zanemarljive mase, sa kojim obr¢e konstantnom ugaonom brzinom @ oko ose AB, slika 3. Osa
simetrije diska sa osom AB gradi ugao « . Odrediti kineti¢ke pritiske u lezistima 4 i B vratila i intenzitet
devijacionog sprega koji dejstvuje na vratilo.

Napomena. Pismeni deo isita traje Cetiri sata. Svaki zadatak nosi po 10 poena. PoloZen pismeni deo ispita je sa osvojenih 18
i viSe poena. Nastavnik moze pozvati studenta uslovno na usmeni deo ispita sa 15 do 18 poena, a stim $to na usmenom delu ispita kao
kvalifikaciju za usmeni student treba da ta¢no uradi jedan teorijski zadatak u trajanju od pola sata. Rezltati pismenog dela ispita bice
objavljeni najkasnije dva dana po odrzanom pismenom delu ispita. Svaki student koji nije pozvan na usmeni deo ispita moze videti svoj
pismeni zadatak u vreme redovnih konsultacija nastavnika ili saradnika sa studentuima i to do termina odrzavanja usmenog dela ispita i
dobiti potrebna objasnjenja. Po pocetku usmenog dela ispita i kasnije smatrac¢e se da student nije hteo da napravi uvid u svoj pismeni
zadarak 1 time izgubio to pravo.
Svi studenti mogu koristiti redovne konsultacije nastavnika i saradnika za dobijanje stru¢ne pomodi u razjaSnjavanju nejasnih
pitanja iz sadriaja predmeta Mehanika III - Dinamika — Kinetika. Ohrabruju se studenti da koriste ove konsultacije.
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Primer 2.
PISMENI DEO ISPITA 1Z PREDMETA

MEHANIKA III - DINAMIKA (KINETIKA)

Zadatak 1. a* Materijalna tatka mase m, , izbaCena je, u polju Zemljine teZe, iz tatke O pocetnom brzinom Vv,
vertikalno uvis. U trenutku kada je ona dostigla svoju maksimalnu visinu penjanja /|, iz njene polazne tacke O izbalena je

druga materijalna tacka mase m, brzinom V;,. Odrediti njenu pocetnu brzinu lansiranja (izbaCaja) pa da ona u istom

trenutku udari o tlo kada i prethodno lansirana materijalna tacka? (Slika 1).

b* Odrediti odnos pocetnih brzina jednovremenog lansiranja u vertukalnom pravcu tih materijalnih tacaka da bi se
one jedniovremeno nasle na polovini maksimalne visine koju dostigne brze krecuca se materijalna tacka. Da li postoji samo
jedno resenje?

c* Ako su materijalne tacke od razli¢itih materijala, te se puste, bez pocetnih brzina i sa iste visine H da udare u
pod, na osnovu njihovog odskoka /1, i A, odrediti njihove dolazne i odlazne brzine sudara sa podom, kao i odgovarajuce

koeficijente sudara i odnos tih koeficijenata sudara.,

W(t,)

v 1)

Slika 1. Slika 2.

Zadatak 2. Za materijalni sistem prikazan na slici 2. na kojoj su naznaceni kinemati¢ko-kineti¢ki parametri
odrediti:

a* Broj stepeni slobode kretanja sistema i naciniti izbor generalisanih koordinata sistema;

b* Sve koordinate polozaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine koturova izraziti pomocu izabranih
generalisanih koordinata sistema;

c* Izraze za kinetic¢ku i potencijalnu energiju sistema; Da li se energija datog sistema menja u toku vremena i toku
kretanja sistema? Napisati integral energije sistema; Da li je sistem konzervativan? Kolika je snaga rada sila koje dejstvuju na
sistem?

d* Diferencijalne jednacine sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina druge vrste-

Zadatak 3. Masa skeleta prvog stepena trostepene rakete sa aparaturom je M, = 8.10° [kg], a mase drugog i tre¢eg
stepena su A, = %, M, = M, dok je masa aparature j; — M Brojevi Ciolkovskiog po stepenima raklete su: C; = 61i
2 4 c 8

C, =5 .Pocetna brzina rakete je jednaka nuli, v, =0, a potrebna brzina aparature je V= 9[ km} dok je relativna brzina
3
sec

isticanja produkata sagorevanja iz raketnih motora jednaka za svaki stepen rakete i odgovarajuCu fazu njenog kretanja

V= z{km} . Odrediti ukupnu masu goriva, koeficijente stepena i brzine na kraju svakog aktivnog perioda kretanja rakete i
sec

S

pomocu proizvoda koli¢nika proveriti po¢etnu ukupnu masu rakete.

s

Napomena. Pismeni deo isita traje Cetiri sata. Svaki zadatak nosi po 10 poena. PoloZen pismeni deo ispita je sa osvojenih 18
i viSe poena. Nastavnik moze pozvati studenta uslovno na usmeni deo ispita sa 15 do 18 poena, a stim §to na usmenom delu ispita kao
kvalifikaciju za usmeni student treba da ta¢no uradi jedan teorijski zadatak u trajanju od pola sata. Rezltati pismenog dela ispita bice
objavljeni najkasnije dva dana po odrzanom pismenom delu ispita. Svaki student koji nije pozvan na usmeni deo ispita moze videti svoj
pismeni zadatak u vreme redovnih konsultacija nastavnika ili saradnika sa studentuima i to do termina odrzavanja usmenog dela ispita i
dobiti potrebna objasnjenja. Po pocetku usmenog dela ispita i kasnije smatrae se da student nije hteo da napravi uvid u svoj pismeni
zadarak 1 time izgubio to pravo.
Svi studenti mogu koristiti redovne konsultacije nastavnika i saradnika za dobijanje stru¢ne pomoéi u razjaSnjavanju nejasnih
pitanja iz sadriaja predmeta Mehanika III - Dinamika — Kinetika. Ohrabruju se studenti da koriste ove konsultacije.
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