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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA

XI.3 TRINAESTA NEDELJA
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.

Dinamika tela promenljive mase. Jednac¢ina Mescerskog. Kelijev problem. Jednacina Ciolkovskog.

Osnovi teorije dinamike sudara dva materijalna sistema (Nastavak)

Uvod

Kada se putanje dveju materijalnih tacaka susre¢u u nekoj tacki 1 ako u tu zajednicku tacku
njihovih putanja dospevaju istovremeno razli¢itim brzinama i ubrzanjima tada se ostvaruje dinamika
sudara tih dveju materijalnih taaka. Uzajamno dinamicko dejstvo jedne materijalne tacke na drugu
materijalnu tacku se naziva sudar, a njihova dinamika u tom kratkom vremenskom intervalu dinamika
sudara.

Ako jedna materijalna tacka miruje, a druga se pri tome kreée i u kretanju susre¢e sa njom
desava se wudar jedne, pokretne, materijalne tacke u drugu, nepokretnu materijalnu tacku. Kako je
mirovanje specijalan slu¢aj dinamike materijalne tacke, onda mozemo reci da je pojam sudara opstiji od
pojma udara.

Udar i sudar se mogu pojaviti izmedju jedne materijalne tacke i sistema materijalnih tacaka,
sudarom sa jednom od materijalnih tacaka diskretnog sistema materijalnih tacaka, koji se unutras$njim
udarnim silama prenosi trenutno i na ostale materijalne tacke sistema ili tela.. Isto tako sudar materijalne
tatke moZe se ostvariti sudarom sa materijalnim krutim ili deformabilnim telom. Takodje, sudar je
mogu¢ u raznim kombinacijama izmedju materijalni tacaka, sistema materijalnih tacaka i krutih i ili
deformabilnih tela. Prema svojstvima i karakteru materijalnih sistema — ucesnika u dogadjanju sudara
mozemo sudare podeliti u vise razli¢itih vrsta ili grupa. O tome ¢e posebno biti reci.

Pojava sudara je veoma cCesta u prirodi, kao i u tehni¢kim sistemima, te je zato veoma znacajno
poznavati fenomen i svojstvene elemente sudara, drugim recima dinamiku sudara i njene vektorske i
skalarne invarijante. Udar se javlja u mnogim tehnoloskim operacijama obrade materijala (naprimer,
kovanja, prosecanja, probijanja, i sli¢no), gde je udar deo programiranog tehnoloskog procesa, ali se
javlja 1 kao Stetna pojava u masinskim sklopovima (naprimer, pri promeni stepena prenosa u zupcastim
prenosnicima menjaca brzina) kada trenutne sile koje se javljaju mogu izazvati pojavu dinamickih i
udarnih napona velikog intenziteta, iako kratkovremenog trajanja, Sto Cesto izaziva oSteCenja i vodi
lomu delova sistema u sudaru.

Karakteristicno za sudar je to da dolazi do kontakta dva sistema makar u jednoj zajednickoj tacki
u koju dospevaju istovremeno po jedna materijalna tacka jednog i drugog sistema (kontaktna tacka
sudara elementarnih masa oba sistema) u kojoj dolazi do interakcije njihovih dinamika, i time se
ostvaruje trenutno, kratkovremenog trajanja dinamicko dejstvo jednog materijalnog sistema na drugi u
kontaktu trenutnog (vrlo kratjkog intervala) vremena pri Cemu se javlja pojava skokovite
(diskontinualne) promene kinetickih parametara dinamike oba sistema. To se pre svega ispoljava u
promeni pravca i intenziteta brzine kretanja oba materijalna sistema, koji su se sudarili u odnosu na
intenzitete i pravce 1 smerove njihovih brzina pre njihovog sudara. U pojavi (deSavanju) sudara dva
materiojalna sistema javljaju se trenutne sile velikog intenziteta 1 kratkotrajnog dejstva u kratkom
vremenskom intervalu 7 u kome su materijalni sistemi u kontaktu tokom dinamike sudara, a koje
iS¢ezavaju po odvajanju sistema neposredno posle sudara. Sile koje nastaju pri sudarau dva sistema i u
stanju kontakta ta dva sistema nazivaju se 1 udarne sile velikog intenziteta, kratkotrajnog dejstva i
konacnog impulsa.

Pri proucavanju sudara ¢ine se neke osnovne pretpostavke, koje omogucavaju sastavljanje
modela dinamike sudara dva sistema, a pri tome se zadatak upro$¢ava, ali se dobijaju zadovoljavajuci
modeli realne dinamike sudara dva sistema.

Teorija sudara (i u specijalnom slucaju udara) se zasniva na slede¢im pretpostavkama:

1* Vreme 7 trajanja kontakta dva tela u sudaru je veoma kratko;
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2* Udarne sile £/ su promenljive i velikog intenziteta, reda veli¢ine — , i kratkotrajnog dejstva
T

u toku vremena 7 trajanja kontakta dva tela u sudaru i u toku sudara imaju napadne tacke u tackama

kontakta dva tela u sudaru;
3* Promena momenta impulsa (koli¢ine) kretanja materijalnih sistema u toku sudara je konac¢na.
4* Impuls *’obicnih sila’> u poredjenju sa impulsom udarnih, trenutnih sila sudara je mnogo

mnogo manji te se moze zanemariti.

Udarne sile. Trenutni impuls.
(Vidi: Dvanaesto predavanje)

Teoreme mehanike u primeni na dinamiku (s)udara.
(Vidi: Dvanaesto predavanje)

Teorema o radu impulsnih(udarnih) sila
(Vidi: Dvanaesto predavanje)

Princip rada za dinamiku udara u sistemu materijalnih tacaka
(Vidi: Dvanaesto predavanje)

Dejstvo udara na telo koje se obrée oko nepokretne ose. Centar udara.

Za telo koje se obrée oko nepokretne ose ugaonom brzinom @ i ugaonim ubrzanjem @, I
koje ima u tacki O sferno lezoSte, au tacki B cilindri¢no leziSte, izveli smo na osnovu teorema o
promeni impulsa kretanja 1 promeni momenta impulsa kretanja sledec¢e dve vektorske kednacine:

dp\t) |zihle = = =R

?z‘S&”)éﬁl =F +F, +F,+F+G

t

dz A FG) = \= -~ (77
—2 = a)(J(O ),n)n +‘®(0)
dt
Znaci da smo dobili dve vektorske jednacine sa nepoznatim otporima (veza) oslonaca vratila pri cemu znamo da

su F’A ! F, » upravne na osu rotacije, dok je F 1, U pravecu ose. Pretpostavimo sada da ne dejstvuje sila teZine tela,

a da na telo koje se obrce dejstvuju samo trenutne sile konacnih impulsa i kratkovremenog dejstva, pri cemu

N = FP,I?]+[?C,G]+[FB,I33]
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je spoljasnja trenutna sila F ,onda prethodne jednacine, za posmatrani slucaj dinamike udara na

U

telokoje moze da se obrée oko nepokretne ose mozemo napisati u sledecem obliku:

dijTEt):‘gm AN An qB _;td
dﬁ—to—a)(J ‘Q =7, F, ]+[”B’F]

onda ¢e 1 otpori veza koje dejstvuju na telo u osloncima biti udarnog dejstva. Zato prethodne jednacine
transformizemo u oblik preko impulsa trenutnih sila i otrora veza trenutnog dejstva, a zato napiS§imo
prethodne vektorske jednacine u diferencijalnom obliku:

= ‘5((;” Rdi=F,di+F,di+F,di+Fdt
dL, = (74, fide +|®0 e = [F,., ., bt + [, F,
Posle integraljenja prethodnih vektorskih jednaéina u diferencij alnom obliku dobijamo:

Ap(e)= p(e)- ple,) =[S

jéﬁ dt = jFAth + IFAndt + IF dt + IFuddz

j%)idt—j[ ]dt+J'[ bt

AL, =L,(t)- L, () j T3, i i + B

ili

t
Aﬁ(t) = f?(l‘)— p(to) = ‘Séﬁ) Imldt = KFAN + KFAN + KFB + KFW,
to

AEO = Zo(t)_zo(to): (a)_ wo)(j(oﬁ)’ﬁ)ﬁ +‘§g)

jgﬁdz ~ [@,IZFM ]+ [@,KFB]
fo

gde je N = i + W = 9{9}0 odnosno ?fil =wu, + a)zfv1 = mzﬁm
te je:

t . t

[ a1 = [[oi + ol

fy to
t N t
[9,de = I[a')ﬁl + o it
t t

Postavljamo pitanje koji je uslov da ne postoje kineticki udarni reaktivni impulsi u osloncima vratila oko
koga rotira kruto telo pod dejstvom impulsnih sila. U tom sli¢aju ¢emo prvo odrediti reaktivne udarne impulse na
leziSta vratila: Zato pomnoZzimo skalarno, a zatim i vektorski ortom orjentacije ose 7 oko koje se impulsno okrece
materijalno telo.

‘S ¢ U(n R )dt =\, K, +(ﬁ,]§FA")+(ﬁ,l€FB)+(ﬁ,I?FM)

j(ﬁ,zﬁ e~ (i 7. K, )+ Gl )

to

(()A)jf(ﬁ’gﬁl)dt_(ﬁ’lzm)ﬁ

=ﬁ‘S n

(0-a,)\J5). )+ B

odakle sledi da je:

£y

n

to

(a)_ wo)(j(()ﬁ)’ﬁ): (ﬁ’ [FP’IZFM D

Ako sada vektorski pomnozimo sa leve i desne strane prethodne jednacine ortom orjentacije ose 7
dobijamo:
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Kako dvostruki vektorski proizvod jedini¢nim vektorom ortom orjentacije ose 7 “’propusta’” samo
normalnu komponentu to mozemo da napisemo:

s

jéﬁldt -R, +K, +[i|k, .i]
11

j?fidt <[l &, i+ r,&

Odnosno resavanjem prethodnog sistema vektorskih jednacina po nepoznatim mpulsima inpulsnih
kineti¢kih otpora veza K n K koje se javljaju kao reakcija na dejstvo spoljasnje impulsne, trenutne

=

sile na telo koje rotira oko nepokreetne ose, dobijamo:

Q) j%ﬁldt &, -[wl&, ]

:‘5

jzndz-—[ 7oK, L]

=
:_‘g i
g

Sada mozemo da napiSemo izraze za reaktivne udarne impulse na leziSta vratila K, 1 K, :

IZFA"—n‘S (n%ﬁ}it nK )n
:‘i(f)fifildt—[ﬁ,[]%ﬂd, ——\:9" jzmm-[ 7oKy L]
l
K., =809 -L[.[5. &, 7]
Ty ; Ty

kao 1 jednac¢inu impulsne dinamike tela oko ose rotacije:

(0= 0. ]

Iz izraza za reaktivne udarne impulse na leziSta vratila oko koga se pod dejstvom impulshog
opterec¢enja u obliku trenutne sile, kratkotrajnog dejstva i kona¢nog impulsa okrece rotor, tako da se
javlja kineticki devijacioni spreg impulsnih udarnih reakcija

jzfidt+ri[ﬁ, 7oK, il
B

l & ii
KFANDEV = _r_‘g(o)
B

KFBDEV :%‘é g Imdt—_[ rP’K ,‘dl ]] I_{FANDEV
B

Centar udara. Centar udara C, je ona tacka u kojoj treba da dejstvuje udarna trenutna impulsna

sila, da bi reaktivne udarne impulsne reakcije veza u leziStima vratila bile jednake nuli. Neka je vector
polozaja centra udara sa vektorom polozaja 7. =&, u +n,. w+{ . n, tada njegove coordinate mozemo

odrediti uiz slede¢ih usmova:
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s j%ﬁldr -[i.[&, i]l=0
&0 9har - [ &, Ji-o
t

(a’_ @, )(jc()ﬁ)’ ﬁ) = (ﬁ’ [’70,, ’KFM D

Na snovu ovih uslova dobijamo uslove koje moraju da zadovolje koordinate udarne impulsne
trenutne sile, kao i1 koordinate centra udara u kojoj je napadna tacka udarnog impulsa - trenutne sile, da
bi kineticki udarni impulse — trenutni otpori veza na lezista rotora bili jednaki nuli. Ti uslovi su:

K.=0, K,#0i K, =0

za koordinate udarnog impulsa K » koji za izabran koordinatni sistem tako da srediSte masa

materijalnog tela lezi u rotirajucoj ravni 7 =0 , odnosno A&S ravni koja prolazi kroz osu oko koje se
moze obrtati telo, iom slucaju su koodinate centra udara odredjene slede¢im izrazima:

()
-0 éf — JO§ _D0n§ __JOmf
77c1¢ - ) Cu M ’ é/cu - - )
S Me. Mg,
Dok su za taj slu¢aj relacije veza izmedju ugaobe brzine i ugaonog ubrzanja oblika:
to+7 K to+7 K
Iwzdt:—§:0 , Ia)dt: T —w-w,#0
ty Mé:C to fc

Sada treba dokazati prethodna tvrdjenja.
Polazimo od dobijenih uslova u obliku:

s

jzﬁldz ~[i.[&, =0
Ly

\ésﬂ

jzftdz i &, Ji]l=0
7

0o )i9)= [, %, ]

Zatim odredimo potrebne izraze i1 vektore i1 vektorske proizvode u obliku:
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i" j R
S5 = [[[l.7Yam = [.7. v =[S)d, =m0 0 1|=M(-T"n+&T')= Mn +& 4
g Sc Ne S
i
.59 = Ml [7 ] = m{Gr i -7.) =[S0 =M 0 0 1|=M(-7E —Fn)=Mfnl +EW,
—n. & 0

Ako izaberemo ravan 77 =0 , odnosno A&S raven, koja prolazi kroz osu oko koje se moze

obrtati telo i u toj ravni neka je srediSte sistema (masa tela), te mozemo dobiti odgovaraju¢a uproséenja
potrebnih vektorskih proizvoda u obliku:

i" jon
S5 =[[[l.7Yam =[5 = |55, =m0 0 1|=M(ET)=MET
g é:C 0 é/C
A
.55 )= Ml 7 D= (G i - ) =[5 = Mo 0 1| =m(-7¢,)
0 & 0
B0 =7'D,,, + D, =B
i’ o
.70 = [, + 30 [.80|= B =| 0 0 1|==F'D,,, + Dy =+[Dopi’ + Dy, 0
DOn§ DOm; 0
U X
[fcu,l?g,d]= £ e Col=TMne K. ~¢o K, )- Tl K.~ K )+ R (e K, —ne K,
K. K, K,

—

:Fcu Kr, ]’E'J: 7(77cu K. —¢c, Kn)_ ;'(fcu K. -¢e, K&)
.l;"l?cu ’km l/?”: = e, K¢~ (C”Kﬂ)— Jm(éccl,Ké B éch1<.§)

Po odredjivanju prethodnih izraza, nije teSko do¢i do traZenih projekcija kineti¢kih impulsa —
trenutnih reakcija veza — kinetiCkih impulsnih pritisaka na lezista vratila rotora. Odredjene vektore 1
vektorske proizvode unesemo u uslove:

\Sgﬂ\jsﬁldt -[i[&, =0 R = i + 0o = RN,
ty

—

t
(9 - [i[lr. . &, }i]= 0 R = i, + ' = R,

fo
(a)— a)o)(Jg),ﬁ)= (ﬁ, [FC“ ,KFMD
Iz ovih uslova ¢emo odrediti koordinate centra udara. Transformacijom dobijamo da je

j(a'n?+ W)t - [ﬁ, e lﬁ]]: 0

ty

50

=
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t0+r t0+r
(?’DOng + j'Do Ia)dt = ,Do;m + J'Doye J.a)zdt +i (77C K, —¢c K )+ 7(980 K. —¢, Kf): 00
ty lo

a iz ovog uslova sledi da je
\Egﬂ\jzfildt R -
t,

Tako da dobijamo da je:

~(-iK.-JK, )+M§C]tojtra)dt+M (7. tOJtra)zdt—O
to to

odakle odredjujemo da je prethodni uslov zadovoljen, ako je:

ty+7
0 K
J.a)zdt =%
to Méc
to+T K
odt =—"—=w-aw,
to Mé:C

Sada prethodni rezultat unosimo u jednainu — relaciju drugog uslova da kineti¢ki impulsi
udarnog opterec¢enja budu jednaki nuli:

K K - -
( i'Do, +]ID0”’7)M§]C ( i'Dy,, + ] DOnf)M_éiC”'(”ch _gcuKn)+f'(§cuK4 _CcuKs):O
K K

(DOn.f)M_;C"'(_DOnn)M;C +(77€ K éc ) 0

D D,,
e o[ et
Oz ove relacije dobijamo da je
¢ Do _ Jows yoo g =0 ne =0

YoM Mg -

Iz jednaéine obrtanja pod dejstvom udarnog impulsa piSemo
(a) a’o) (éch —1¢, K, )
a imajuci u vidu da je:

ty +r. K

Iaxz’t =— =w-n,

; MZ.
sledi

K

—L J K, K

ME, (gc —1c, )

Odakle dobijamo
K.=0, K, #0

Sto zna¢i da udarni impuls mora da bude upravan na osu rotacije ¢ i jedna od koordinata centra
udara je:
()
S, = Jo;
u Mfc

a time smo dokazali da su navedeni izrazi za kineticke pritiske tacni.
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Vrste sudara

Sad mozemo da rezimiramo. Dejstvo koje nekom telu daju trenutne sile 7, kona¢nog impulsa

K, naziiva se udar. Vektor K g udara je odredjen, u intervalu (to,tn + r)udarnog kontakta, slede¢im

izrazom

to+7

K rua (to + T) = ﬁ(to + T)_ Z’(to) = mv(to + T)_ mv(to) = jF;tddt
fo
1 naziva se impuls udara (udarni impuls). Udarni impuls u teoriji idealnih udara i dinamici udara
materijalnih sistema ima istu ulogu kao i sila u dinamici materijalnih sistema i tela.

Modeli dinamike udara materijalnih sistema sadrZe sledece vektorske invarijante u odnosu na
koordinatne sisteme u kojima se opisuju: brzinu v (to) neposredno pre udara u trenutku ¢,, brzinu
v (to + r)neposredno posle udara u trenutku #, + 7 1 udarni impuls K Fud (z‘0 + z'). Izmedju ovih vektorskih
invarijanti postoji sledeca veza:

mﬁ(t0 + z') = mﬁ(t0)+ IZM(tO + z')

B

my(t, +7)

Udarni impuls koji dejstvuje na neko telo dolazi uvek od nekog drugog tela, tako da se i
dinamika udara svodi na dinamiku sudara, kada se ostvaruje u kratkom vremenskom intervalu
(to,to +T) neposredni kontakt dva materijalna sistema. I, u najjednostavnijem slucaju materijalnih

sistema to je sudar dve materijalne tacke, ili dve materijalne kugle, kada govorimo o sudaru dva tela. U
oba slu¢aja mozemo re¢i da se radi o kontaktu dva sistema u jednoj tacki, mada kada su u pitanju kugle
ili bilo koja tela, udar se prenosi kroz celokupne mase obeju kugli, odnosno tela, u dudaru.

Posmatramo dva tela, masa m, 1 m, 1neka su neposredno pre sudara u tenutku ¢, imala brzine

v,(z,) i %,(z,), koje kao §to smo se dogovorili nazivamo dolaznim brzinama. U trenutku #, pocetka

sudara ta dva tela ¢e se dodirnuti u jednoj ta¢ki P u kojoj oba tela imaju zajednicku tangencijalnu ravan.
Pretpostavljamo da sudar traje kratko u intervalu vremena (to,to + r), koji traje 7 1 tezi nuli, posle ¢ega

se tela odvajaju i udaljavaju brzinama ¥ (¢, +7) i v,(t, + 7), koje nazivamo odlaznim brzinama.

Zamislimo da smo u tacki P dodira dva tela u stanju sudara povukli tangencijalnu ravan i na
nju normalu. Ta tangencijalna ravan se naziva ravan dodira, a pravac te normale # na dodirnu ravan,
odredjuje pravac sudara. Ako su srediSta masa tela u sudaru na toj niormali sudar se naziva centri¢ni
sudar, a ako nisu sudar je ekscentric¢ni. Kada su dolazne brzine oba tela u sudaru kolinearne sa pravcem
sudara, onda je to pravi (upravni) sudar, u suprotnom to je kosi sudar.

U trenutku sudara oba tela, koja se sudaraju se deformisu i ta deformaciija traje sve dok se
projekcije brzina kretanja tela u sudaru na pravac sudara ne izjednace. Tada su i projekcije relativnih
brzina kretanja srediSta masa tela u sudaru, jednog u odnosu na drugo, na pravac sudara postale
jednake nuli. Od tog trenutka, nultih projekcija relativnih brzina na pravac sudara, pocinje
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uspostavljanje stanja tela kakvo je bilo pre sudara sve do trenutka kada se tela odvajaju jedno od drugog.
Za to vreme pocinje porast projekcija relativnih brzina kretanja tela u sudaru jednog u odnosu na drugo 1
nastavlja se sve dok tela ne dobiju u delu koji je bio u kontaktu prvobitni oblik. Tada je trenutak kada
smatramo da su se tela prakti¢no odvojila i da nastupa period vremena posle sudara. Prema tome period
sudara 7 se moze podeliti u dva dela: 7'period kompresije i 7" period restitucije, pri cemu je
r=7+7".

Da bi telo mase m, koje se krece brzinom v, (to) udarilo u telo mase m, koje se krece brzinom

V,(¢,) pri centri¢cnom kretanju, potrebno je da bude zadovoljen uslov ¥ (z,)>¥,(t,). Ako sudar nije

centrican, potrebno je da budu zadovoljeni jo$ 1 dopunski uslovi koji omogucavaju realizaciju dodira u
sudaru.

Kako spoljasnje aktivne sile kona¢nih intenziteta imaju impulse sila jednake nuli u beskonacno
malim intervalima vremena, smatraju¢i dva materijalna tela u sudaru jednim sistemom, to na dinamiku
1stog mozemo primeniti teoremu o impulsu kretanja u obliku:

my, (to)+ m,v, (to) =my, (to + T)"' m,V, (to + T)

Kada su poznate dolazne brzinev, (to) 1, (to) 1 mase tela u sudaru, to prethodna relacija impulsa kretanja
nije dovolja za odredjivanje dveju nepoznatih odlaznih brzina v, (to + 2') 1V, (to + T), posle sudara dva

tela. Potrebna nam je jo$ jedna jednacina koju ¢emo postaviti iz samih svojstava tela u sudaru, Kao §to
smo ve¢ opisali process sudara 1 kontakta dva tela, u periodu kompresije ¢vrstih tela brzina prvog tela ¢e
se smanjivati za v, (to)— ¢ a drugog povecavati za ¢ —V, (to)gde je ¢ brzina oba tela na kraju

kompresije. Kako su oba tela deformisana, ocigledno je da se, u periodu restitucije, deformacije tela
ne¢e odmah izgubiti i da e se brzina¥(¢,) prvog tela smanjiti za jo§ neku brzinu k(v (z,)—-¢), a brzina
V,(z,) drugog tela povecéati za veli¢inu k(¢ —¥,(z,)) , gde je k neki koeficijent. Na osnovu ove analize
moZzemo napisati da su odlazne brzine tela koja su bila u sudaru:

ﬁl(to + T): vl(to)_ (1 + k)(‘jl(to)_ 5): (1 + k)E - k\71(l‘0)

‘72(1‘0 + z‘): ‘72(12)"' (1 + k)(E - ‘72(1‘0)): (1 + k)E _kvz(to)

Oduzimanjem ovih jednac¢ina dobijamo:

172(t0 + T)_ ﬁl(to + T) = k(‘jz(to)"' vl(to))

Odnos relativnih brzina srediSta masa tela (teziSta) posle i pre sudara je:

k= Vr(tO + T) _ Vz(to + T)_ Vl(tO + T)

Vr(tO) Vi (to)_vz(to)

1 naziva se koeficijent sudara, 1 koeficijent restitucije ili koeficijent uspostavljanja. Isaak Newton je
pokazao da ovaj koeficijent ne zavisi od oblika i dimenzija niti od brzina kretanja tela, ve¢ iskljucivo od
elasti¢nih svojstava tela koja su u sudaru. Taj koeficijent sudara je neimenovan broj i odredjuje se
eksperimentalno. Uvodjenjem koeficijenta restitucije ili uspostavljanja Newton je u klasi¢nu mehaniku
krutih tela uveo deformabilna svojstva (osobine elasticnosti) tela. Time se ustvari u teoriji udara odstupa
od klasi¢nog pristupa, klasi¢noj mehanici ,jer se odstupa od pretpostavke da su objekti apsolutno kruta
tela.

Royal Socoety — Kraljensko uc¢eno drustvo u Londonu je 1668. godine raspisalo konkurs za
reSenje problema dinamike udara i za taj konkurs svoje radove su podneli, danas poznati naucnici Vilis
(Wallis, 1616-1703, Mechanica sive de mote-1688) i Hajgens (Huygens — De motu corporum ex
percusione). Koriste¢i rezultate o sudaru koje su podneli Kraljevskom u€enom drustvu Vilis 1 Hajgens, 1
dajuci svoja uopstenja, Isaak Newton je postavio fundamentalne osnove Teorije udara. I pre Newtona i
Vilisa 1 Hajgensa, bilo je istrazivanja dinamike udara. Tako naprimer, problemima sudara se bavio
Galileo Galilei koji je dosao do saznanja da je sila udara u odnosu na silu pritiska beskona¢no velika, ali
nije doSao 1 do saznanja o vezi udarnih impulsa i koli¢ine kretanja.

Pri udaru kugle mase m u nepokretnu glatku povrs jednaine f (x, y,z) =0, koristimo

bektorsku relaciju principa dinamicke ravnoteze za sluc¢aj udarne dinamike u primeni na materiijalni
sistem na koji dejstvuju veze u obliku vektorske jednacine:
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w5+ 0)= 50~ SRy 1+ 0)+ B 1+ 7)) =0

Jj=1
u kojoj su sadrzane, za slucaj jedne materijalne tacke, m masa materijalne tacke, 17(t0) dolazna brzina,
(t, + 7) odlazna brzina, K y (t,+7), j=1,.,8 udarni inpulsi aktivnih trenutnih sila, koje dejstvuju

na materijalnu tacku, I?w,ud, j(to +r), j=L..,5 <3 udarni impulsi reaktivnih sila veze, koji se javljaju

kao reaktivno dejstvo veze na maretijalnu tacku, odnosno, kao otpori veza kojima je podvrgnuta
materijalna tacka.

[N = gradf(x.y.z)

1 Kw,ud,restit (t)

wud kompr (t )W

N= gmdf(x, ¥, z) Kw,ud,kompr (t)

¥ty +7)=7'

Kw,ud Jrestit (t)

5+ o) =5 T

Kako dinamiku udara kugle mase m u nepokretnu glatku povr§ jednacine f (x, y,z) =0,
mozemo podeliti u dva perioda, saglasno prethodnoj analzi za slucaj sudara dve kugle, to prate¢i tu
analizu promena brzina mozemo da zaklju¢imo sledece:

U ovom sluéaju su poznate dolazne brzine (¢, )= (¢, ) i ¥,(¢,) i mase tela u sudaru, nepoznata je
odlazna brzina ¥ (¢, +7)=7¥(t, + r), dok je brzina nepokretne povrsi u koju udara materijalna tacka
(kugla) jednaka nuli v, (to + z') =0, posle udara materijalne tatke u povrS. Pretpostavimo da na
materijalnu tacku ne dejstvuju trenutne sile udarnog dejstva , te su udarni inpulsi aktivnih trenutnih sila
Jjednaki nuli, K F '(to + z')= 0. Kako materijalna tatka udara o nepokretnu povrs, to znaci da na isti
dejstvuje jedna skleronomna veza u toku udara o povrs, te su udarni impulsi reaktivnih sila veze, koji se
javljaju kao protivdejstvo na maretijalnu tacku, kao otpori veza kojima je podvrgnuta materijalna tacka 1

razliciti su od nule K (to + T) #0, j=1..,5<3 1inepoznati.

woud, j

Kao §to smo ve¢ opisali process sudara i kontakta dva tela, u periodu kompresije ¢vrstih tela
brzina prvog tela ¢e se smanjivati za v, (to)— ¢, te je u posmatranom slucaju udara materijalne tacke u
nepikretnu povrs \7(10)— ¢, a drugog povecavati za ¢ —v, (IO) =c, gde je ¢ brzina oba tela (materijalne
tacke 1 povrsi u zoni kontakta) na kraju kompresije. Kako su oba tela deformisana, ocigledno je da se, u
periodu restitucije, deformacije tela neCe odmah izgubiti 1 da Ce se brzinaﬁl(to):ﬁ(to) prvog tela
smanjiti za jo§ neku brzinu k(ﬁ(to)— ¢ ), a brzina v, (to) =0 drugog tela (povrsi u zoni udarnog kontakta)
povecazi za veli¢inu k(¢ —¥,(z,)) = k¢ gde je k neki koeficijent.

Vektorsku relaciju principa dinamicke ravnoteZe za slu€aj udarne dinamike u primeni na

materiijalnu tacku (kuglu) koja udara o nepokretnu povr§ mozemo napisati za period kompresije i period
restitucije u slede¢em obliku:

m(E(t) - ‘7(10 )) - Izw,ud,kanzp)‘ (t) =0
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—

(5, +7) =) =K, (g +7)=0

pri emu se ¢ € (to,to + z') nalazi unutar intervala trajanja kontakta pri udaru kugle o nepokretnu povrs. U

w,ud ,restit

prethodnim vektorskim relacijama ¢ (t) je brzina materijalne tacke u toku procesa udara i kontakta kugle

sa nepokretnom povrsi. vaud,kompr(t) 1K i resit (t,+7) su udarni impulsi reaktivnih sila veze, koji se

javljaju kao reaktivno dejstvo na maretijalnu tacku, u periodu kompresije i periodu restitucije, kada je
materijalna tacka u kontaktu sa nepokretnom povrsi, kao otpori veza kojima je podvrgnuta materijalna
taCka u periodu kompresije i periodu restitucije 1 razliciti su od nule i nama nepoznati. Oba ova udarna
impulsa padaju u pravac normale na povrs veze.

Oznacimo sa a ugao koji pravac dolazne brzine v, (t0)= \7(10) materijalne tacke (kugle) ¢ini sa

pravcem normale N = gradf (x, y,z) na nepokretnu idelnu vezu — glatku povrs jednacine f (x, y,z) =0,
asa S oznac¢imo ugao koji ¢ini odlazna brzina v, (to + T) = \7(t0 + T) materijalne tacke (kugle) sa pravcem
te normale. Kako je brzina E(t) moguca brzina za datu vezu, povrs u koju udara materijalna tacka
(kugla) to ona mora da zadovolji uslov za brzinu:

(¢(e), grad (x,y,2))=0
A to znaci da mora da lezi u tangencijalnoj ravni povrsi za tacku u kojoj su u kontaktu materijalna tacka
1 povrs.

Sada skalarnim mnoZenjem prethodnih vektorskih jednaina ortovima normale i tangente na
povrs veze dobijamo sledece jednacine:

m((E(t), No )_ (\7(t0 )s ]\79 ))_ (Kw,ud,kompr (t), N9 ) =0
m((‘j(to + T)a N9)_ (E(t)a N9 ))_ (Ew,ud,resm (to + T)a N9): 0
m((E(t),Y_i))— (v(to )’i)))_ (Kw,ud,kompr (t)afo): 0

l(5(e, + 21T~ (ELT, )~ (R st + ) T), =0

Sredjivanjem prethodnih skalarnih proiyvoda dobijamo:
- mv(t9 )COS a-— Kw,ud,kompr (t) = 0

mw(t, +7)cos f— K t,+7)=0

i s
m(c(t)—v(z, )siner) = 0
m(v(t, +7)sin B—c(t))=0

Iz poslednjih dveju jednacina dobijamo sledecu relaciju izmedju dolazne i odlane brzine kretanja
materijalne tacke (kugle) pre 1 posle udara u (o) nepokretnu povrs:
c(t)=v(t,)sine = v(t, +7)sin B = c(¢)
odakle sledi da je:
v(to + T) = v(to ) s%n i
sin

Sada, iz prvih dveju jednaina odredimo nepoznate intenzitete Kwyud’,mmpr(t) 1 K, i resii (to + 2')

udarnih impulsa reaktivnih sila veze, koji se javljaju kao reaktivno dejstvo na udar maretijalne tacke u
povrs, a u periodu kompresije, odnosno periodu restitucije, u obliku:

K (t) = —mv(t9 )cosa

K w,ud ,restit

Deljenjem prethodnih dvaju izraza dobijamo:
K., i resii (to + T) _ V(to + T)COS/B

Kw,ud,kompr (t) - v(tg )COS o

te zatim unoSenjem prethodno dobijenog odnosa izmedju dolazne i odlazne brzine kugle posle sudara
radunamo:

w,ud ,kompr

(t, +7)=mw(t, + 7)cos B

k=
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sino
k — Kw,ud,restit (tO + 7’-) —_ V(to + T)COSﬂ - _ V(tO)Sinﬂ COSIB - _ tga
Kw,ud,kompr (t) v(t‘) )COS a v(t9 )COS a thB
te kona¢no dobijamo

K

k= w,ud ,restit (tO + T) tga

Kw,ud,kompr (t) tgﬂ
Poslednji izraz predstavlja koeficijent restitucije koji je predstavljen odnosom intenziteta
KWjW,vwm(t0 +z') 1 vaud,kompr(t), udarnih impulsa reaktivnih sila veze, koji se javljaju kao reaktivno

dejstvo na udar maretijalne tacke u povrs, a u periodu restitucije i periodu kompresije.

Do istog izraza mozemo doci 1 na osnovu prvobitno formulisanog pojma koeficijenta restitucije u
obliku odnosa relativnih brzina srediSta masa tela (teziSta) posle 1 pre sudara, pa je u proucavanom
slu¢aju, a s obzirom na spovedenu analizu dolazinih o odlaznih brzina:

i = v,(t, +7) _ —v(t, +7)cos B __Iga

Vr(to) V(to)cosa 1ef
I, poslednji odnos, izraz za k se naziva koeficijent sudara, ili koeficijent restitucije ili koeficijent
uspostavljanja.

e

<:>Zl
a2
=

V(e <t,) vt >1,+7) M, Gﬁf

«) W(t,)

m m m
Y
y
L% \% L% :5:

h R |
fp<t<ty+7) K

|
1 1
wa,ud,kompr( ww,ud ,restit (t() <t< tO + T) k = hfz

Kada materijalna tacka mase m . od istog materijala kao Sto je i, podloga u koju udari, brzinom
v(t0)= \J2gh, , ako je puStena bez pocetne brzine sa visine 4, u bezvazdusnom prostoru, i od nje se

odbije ona dospe na neku visinu 4, < A, . Ako bi sada pustili tu istu materijalnu ta¢ku sa visine 4, </, da

padne ona bi u podlogu udarila brzinom v(z‘0 + r) =./2gh, < v(to) =./2gh, , a to je i brzina kojom ona u
prvom slucaju posle udara se penje navise dospevajuci na visinu/, </, . S obzirom da podloga miruje, te

dve brzine: prva brzina v(to): v2gh, udara u podlogu, 1 druga brzina v(to + r): +/2gh, napuStanja
podloge su istovremeno i relativne brzine kretanja materijalne tacke prema nepokretnoj podlozi u
dolasku 1 odlasku, pre 1 posle sudara. Zato kada znamo visine sa koje smo pustili da materijalna tacka
pada i udara o nepokretnu podlogu, kao i visinu do koje je dospela posle udara, nije teSko pomocu tih
visina odrediti koeficijent sudara, ili koeficijent restitucije tog sudara, kao odnos relativnih brzina
elemenata koji su u sudaru. Na osnovu toga piSemo:

k:vr(to+r):1/2gh2 _ ESI
Vr(tO) \/2ghl h1
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Eksperimentima je pokazano, da kada su kugle i podloga od slonove kosti taj koeficijent

restitucije ima vrednost k = g , za slucaj da je materijal drvo & =%, kada je materijal staklo k = 1—;, a

kada je Celik k = g

Prema grani¢noj vrednosti koeficijenta restitucije (sudara) razlikujemo dve vrste sudara:

1* Neelasti¢an (plastican) sudar, kada je koeficijent restitucije jednak nuli, £ =0, Sto znaci da
se brzine tela posle sudara izjednacavaju (Vilis (Wallis, 1616-1703, Mechanica sive de mote-1688));

2* Elastican sudar , kada je koeficijent restitucije jednak jedinici, £ =1, pri ¢emu se relativne
brzine tela, koja su se sudarula, izjednacavaju, u dolasku 1 odlasku (Hajgens (Huygens — De motu
corporum ex percusione)).

Ove dve vrste sudara su grani¢ne, jer se u realnim sistemima sudari realizuju sa koeficijentima
restitucije 0 <k <1.

Iz izraza:
k= vr(z‘0 + z') _Iga
vr (t()) tgﬂ

1* Neelasti¢an (plasti¢an) sudar, kada je koeficijent restitucije jednak nuli, £ =0, i posmatrani
slucaj kada je « = 01li bilo koji drugi ¢ #0, tadaje f = %

2* Elasti¢an sudar , kada je koeficijent restitucije jednak jedinici, k=1, tadaje a = f3.
3* 0<k <1 bie tga < tgf odnosno a < f3.

Upravni centralni sudar

Posmatramo dva tela, masa m, 1 m, 1neka su neposredno pre sudara u tenutku ¢, imale brzine
v,(z,) i %,(z,), koje kao $to smo se dogovorili nazivamo dolaznim brzinama. U trenutku #, pocetka

sudara ta dva tela ¢e se dodirnuti u jednoj tacki P u kojoj oba tela imaju zajednicku tangencijalnu ravan
— ravan dodira. Pretpostavljamo da sudar traje kratko u intervalu vremena (to,to + r), koji traje 7 1 tezi

nuli, posle ¢ega se tela odvajaju i udaljavaju brzinama v, (to + r) 1V, (to + r), koje nazivamo odlaznim

brzinama.

Na osnovu teoreme o odrzamju impulsa kretanja (koli¢ine kretanja)
my, (to ) +m,v, (to) =m, (to + T)"' m,v, (to + T)
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1 koeficijenta sudara:

k= vr(to +T) _ vz(t0 +T)—V1(ZO + T)
Yy (to) Vi (to)_ Vs (to)
odredjujemo odlazne brzine tela (kugli) posle centralnog sudara u obliku sledecih izraza:
4l )= ) Uekhmnt) Ly ) Ik ) )

m, +m2

1+—1
Vz(to"'z'):( kml)vz( ) (1+k)m1V1(t) Vz(to)"' 1+1€2 (Vl(to)_vz(to))
m, +m, 1+ m

Impuls sudara u ovom slucaju je

Kri = ml(V1 (to + T)_ Vi (to )) = _M(l + k)(Vl (to)_ Vz(to))

| T,
1* Za neelastican (plastican) sudar, kada je koeficijent restitucije jednak nuli, £ =0 izrazi za
odlazne brzine tela (kugli) posle centralnog sudara bic¢e u obliku sledecih izraza:

bl + 0) =)=, ale) = Pl (1)

1+ 00 m, +m,
m,
1 myv, (t0)+ mzvz(to)
Va, plast (to + T) =V (to)"' —m(vl (to)_ V2 (to )) = =V (to + T)
1 + il ml + m2
m,
Impuls sudara u ovom slucaju je
KFud,plast =m (Vl (to + T)_ Y (to )) = _%(Vl (to)_ V) (to ))
1 2

2* Za elasti¢an sudar , kada je koeficijent restitucije jednak jedinici, k =1, izrazi za odlazne
brzine tela (kugli) posle centralnog sudara bic¢e u obliku sledec¢ih izraza:

oty + 1) = R )2 2mnlt0) oy 2 ) )

m, +m, 1+ 2L
m,
by + 1) =aRmo) e2mlt) g, 2 )
m1+m2 1+71
m,

Impuls sudara u ovom slucaju je

2
K vt etast = My (Vl (to + 2')— Y (to )) = _M(‘ﬁ (to)_ V2 (to ))

m, +m,

Kada uporedjujemo odlazne brzine u slu¢ajevuma neelasti¢nog i elasti¢nog centralnog sudara
dve kugle mozemo izvesti sledece zakljucke:

* U slucaju potpuno plasticnog sudara odlazne brzine su su medjusobno jednake;

* U slucaju potpuno elasticnog sudara odlazna brzina brze dolaznog tela je smanjena, dok je
odlazna brzina sporije dolaznog tela posle sudara povecana. U ovom slucaju ako su dolazne brzine

jednakog intenziteta, a suprotnosmerne, bez obzira na mase tela u sudaru, odlazne brzine ¢e im biti
jednake.
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* U slucaju neelasticnog sudara, da bi se tela odmah zaustavila potrebno je da bude zadovoljen

sledeéi uslov: mv,(t, )+ m,v,(t,) =0 ili my,(z,)=—m,v,(t,). Taj uslov trazi da mase tela koja se sudaraju
budu obrnuto proporcionalna njihovim dolaznim brzinama:

m__ w(t)

m, Vi (to)

Kineticke energije materijalnih tacaka u dolasku, neposredno pre sudara se mogu odrediti
pomocu sledecih izraza:

1
E, (to ) = 5 (mlvlz (to ) +m,v; (to ))
dok je izraz za kineticku energiju materijalnih tacaka u odlasku neposredno posle sudara:
E, (to + 7') = %(mlvlz (to + 7)+ m,v; (to + 7'))

Kako pri sudaru dolazi do gubitka kineticke energije, to je znacajno odrediti taj gubitak kineticke
energije u toku sudara. Taj gubitak kineticke energije u dinamici centralnog sudara dva tela, poznatog
koeficijenta restitucije u sudaru se izrazava slede¢im izrazom:

mm
AE, = Ek(to + T)_Ek(to):m(l_kzxvl(to)_vz(to))z
U opstem slucaju sudara, kada je koeficijent restitucije razli¢it od jedinice, ne vazi teorema o
odrzanju mehanicke energije sistema, u ovom slucaju kineticke energije, 1 u ovm slucaju prema opstoj
teoremi o opStem odrZanju energije sistema, kineticka energija se pretvara u druge oblike energije.
1* Za neelastican (plasti¢an) sudar, kada je koeficijent restitucije jednak nuli, £ =0 gubitak
kineticke energije u dinamici centralnog sudara dva tela, se izrazava slede¢im izrazom:

AE, . =E, (to + T)_ E; (to) = %(‘ﬁ (to)_ V2 (to ))2

2* Za elasti¢an sudar , kada je koeficijent restitucije jednak jedinici, & =1, gubitak kineticke
energije u dinamici centralnog sudara dva tela je jednak nuli:

AE; os = Ey (to + T) - E, (to) =0

U ovom sli¢aju vazi teorema o odrZzanju mehanicke energije sistema u procesu udara 1 sudara.
Ove jednacine o promeni kineticke energije pri sudaru predstavljaju Karnoovu teoremu (Lazare Carnot
1753-1824., Principes fondamenteaux de l’équilibre et de movement - 1803).

Navedimo sada prvu Karnoovu teoremu:

Pri sudaru sistema neelasticnih materijalnih tela gubitak kineticke energije je jednak
kinetic¢koj energiji izgubljenih brzina.

Ovu teoremu mozemo dokazati na slede¢i nacin:

Pretpostavimo da posmatramo sistem neelasti¢nih tela, koji se saastoji od N materijalnih tacaka
masa m,, i =1,2,3,..,N, i neka su brzine tih materijalnih tacaka u dolasku, v, (to), i=123,..N

neposredno pre sudara, dok su njihove odlazne brzine 17,.(t0 + r), i=1,23,..,N neposredno posle sudara.
Sada mozemo dolazne brzine svake od tih materijalnih tacaka izraziti na sledeci nacin:

()=, +7)+ V(). i=1,23,.,N
gde smo sa v, (r) oznacili “izgubljene’’ brzine. Kineti¢ka energija sistema neposredno pre sudara je:

z0>:im,.[v,.<ro>]2 =3[, + o)+ 5 )

zm (1 +7) +z;m 51+ )7 (f))émi[ai(f)]z

a kako je
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N

2E, (to + T) = zmi [‘7; (to + 7)]2

=1

26,,,(6)= S mfi (e

to mozemo napisati:

AE, = E; (to)_ E, (to + T) = 2Ek,uzg (T)

Il
3
=
—~

|
-
8]

¢ime smo dokazali Karnoovu teoremu.

Kretanje tela promenljive mase

Uvod

Ako jednu grudvu snega pustimo da se kotrlja po snegom pokrivenoj nizbrdici, videCemo da se
nova koli¢ina snega lepi po povrsi grudve. tako da se masa grudve poveéava. Ta grudva koja se krece po
strmoj ravni predstavlja jedan materijalni sistem koji vrSi ravansko kretanje i pri tome je masa tela
promenljiva jer se uvecava. Za takav mehanicki sistem kazemo da je sistem sa promenljivom masom.

=)

Kao primer tela promenljive mase moze posluziti raketa ili letilica sa reaktivnim motorima ¢ija
se masa menja u toku leta usled izbacivanja produkata sagorevanja i smanjenja mase goriva. Takodje.
kao materijalno telo ¢ija se masa menja moze posluziti santa leda ¢ija se masa uvecava zamrzavanjem
nove koli¢ine vode i se topi, kada se njena masa smanjuje.

Naprimer pri namotavanju debelog uzeta na dobo§ masa i aksijalni moment inercije mase rela
koje se obrce oko nepokretne ose se menjaju i pretstavljaju rotor promenljive mase.

Pretpostavicemo da se proces odvajanja ili pripajanja Cestica pokretnom telu tokom vremena
dogada neprekidno, je to telo promenljive mase.

Znaci da je osnovna pretpostavka mehanike tela promenljive mase da se smanjenje ili povecanje
mase tela desava neprekidno. Takodje, ako uvedemo pretpostavku da se dimenzije tela, promenljive
mase, u poredjenju sa duzinom puta koji je ona presla, pri kretanju, mogu zanemariti, onda se to telo
promenljive mase moze opisati modelom kretanja materijalne tacke promenljive mase. Medjutim i u
sluCajevima translatornih kretanja tela promenljive mase, takvo kretanje se moZe opisati modelom
kretanja materijalne tacke promenljive mase. Ovom pretpostavkom da su dimenzije tela male u odnosu
na duzinu puta koji telo prelazi, uveli smo ustvari pretpostavku da se pomeranje centra inercije tela u
samom telu, usled promene njegove mase (kontinualnim pripajanjem ili odvajanjem Cestica), moze
zanemariti. U naSim daljim razmatranjima, u okviru ovog kursa, smatratemo da je ova pretpostavka
prisutna.
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Pored primera koje smo naveli, u tehni¢koj praksi se javljaju i mnogi drugi materijalni sistemi u
kojima se masa materijalnog sistema menja sa vremenom ili sa brzinom ili pak sa polozajem tog

materijalnog sistema. U opStem slucaju moZemo napisati M = f,, (17 NG ,t).

Vektorska jednacina dinamike materijalne tacke (i translatornog
kretanja tela) promenljive mase

Prvo ¢emo prouciti dinamiku materijalne tacke promenljive mase, kao reprezenta i translatornog
kretanja tela promenljive mase i sastaviti vektorsku jednacinu dinamike.

Na slici je je prikazano telo mase M(t) koje se kreée translatorno brzinom ¥(¢). Ako
pretpostavimo da mu je masa bila konstantna prema teoremi o koliCini kretanja (impulsu) piSemo
slede¢u vektorsku relaciju:

dp = Mdv = Fdt = dK,..

Medjutim, kako je istom telu i njegovoj masi M, u vremenu dt, pripojena elementarna masa
dM brzinom w (vidi sliku), to je koli¢ina mase tela u tom intervalu promenjena i povecala se na
M +dM , te ¢e se tako dobijeno telo kretati dalje novom, promenjenom brzinom v + dv .

Koli¢ine (impulsi) kretanja pre ﬁ(t) 1 posle ﬁ(t + a’t) sjedinjavanja mase tela M i Cestice
elementarne mase dM su:
Ple)=M(e)o(e)+vie)an (1)
Pt +dt)={M(t)+ dM (e)}{v(¢) + v ()}
Te je prirastaj koli¢ine (impulsa) kretanja razlika izmedju prethodnih koli¢ina kretanja:
dp(t)= ple -+ dt)— ple)= {1 () + aM (0){{5(0) + v (o) — {1 (e} () + e )b (o)}
Sto posle sredjivanja, Cestice elementarne mase i tela, daje:
dp(e) =M (e)dv(e) + {5(e) - vle)jd (1)
pri ¢emu smo zanemarili ¢lan dM (t)dﬁ(t) kao malu veli¢inu drugig reda u odnosu na druge ¢lanove,

koji su veli¢ine viseg reda u odnosu na ovaj. .
Imajuc¢i sada u vidu teoremu o promeni koli¢ine kretanja, koja tvrdi da je promena koli¢ine

kretanja jednaka impulsu dK » (t + dt) spoljasnjih sila F (t) koje dejstvuju na na telo u trenutku izmedju
vremena ¢ i ¢ +dt, to mozemo da napiSemo sledecu vektorsku jednacinu u diferencijalnom obliku:
dp(t)= M (¢)adv(¢)+ {((¢) - (e )JaM (¢) = dK , = F(¢)dt
Posle deljenja sa df prethodne vektorske jednacine dobijamo:
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dp(t) dt) oy o qdM() dK, -
Lm0 0wl ) =~ F ()

ili

Y10 L T A A O I

dt dt
ili
MOP._ 7o) i) -5 L)
ili
MO - 75, )00
u kojoj je

ﬁrel (t) = l/_{/(l‘)_ ﬁ(t)
relativna brzina kretanja Cestice (dodatne mase) u odnosu na telo u trenutku sjedinjavanja sa njim.
Poslednja vektorska jednadina je jednacina dinamike translatornog kretanja materijalnog tela
promenljive mase. Ta jednacina se moze napisati i u obliku:

avlt) = ~

P~ Fo)+ 30
u koji smo uveli oznaku:

<\ = (dM(t)

t)=v, \t)—/——
3(0)=5., ()2
za reaktivnu silu %(t) usled sjedinjavanja dodatne mase sa telom.

Vektorska jednacina dinamike translatornog kretanja materijalnog tela promenljive mase koju
smo izveli, prestavlja jednacinu MeScerskog (Hean Bcesonoooeviu Mewepckorit 1859-1935. Poznati
njegovi radovi su: Dinamika tacke promenljive mase 1897, Jednacina kretanja materijalne tacke
promenljive mase u opstem slucaju - 1904) 1 ona je vektorska relacija kojom se matematicki izrazava
teorema Mescerskog:

Diferencijalna jednacina kretanja tela promenljive mase svodi se na jednacinu translatornog
kretanja tela nepromenljive mase kada se aktivnoj sili koja dejstvuje na telo doda reaktivna sila.

Jednacina Mescerskog je osnov teorije dinamike raketa i raketne tehnike, dinamike kretanja
vasionskih i medjuplanetarnih letilica, kao i dinamike objekata sa reaktivnim motorima.

Razmotrimo sada dva specijalna slu¢aja translatornog kretanja tela promenljive mase.
1* Neka je apsolutna brzina dodatne Cestice mase dM , jednaka nuli: vT/(t): 0, pa je u tom

slu¢aju relativna brzina dodatne &estice v, =—¥(f), a jednatina MeScerskog se svodi na slede¢u

jednacinu:

W)=0, 7, =-7l0). MO = F) 7 20
odnosno

W)=0. ¥, =-70), L (e (1)) = (1)

dt
2* Neka je relativna brzina dodatne Cestice mase dM , jednaka nuli: v

(t)=0,te jeutom
sluaju apsolutna brzina dodatne &estice w(t)= ¥(t), a jednatina Mescerskog se svodi na sledeéu
jednacinu:

(=0, #0)=50). M(t)%gt):ﬁ(t)

rel

U slucaju da se Cestica mase dM odvaja od tela onda treba u izrazima ispred dM staviti znak
minus, odnosno da je —dM .
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Primer translatornog kretanja sistema promenljive mase — Kelijev lanac ( A. Kayley 1857.
godine je prvi resio jedan problem sa kretanjem tela promenljive mase.).

Neka se na horizontalnoj povrsi nalazi lanac specifiéne mase p,, po jedinici duzine dimenzija
ML " m jedinice [kgmil] , dok jedan deo, nepoznate duzine z visi od ivice horizontalne povrsi u
vertikalnom pravcu. Ako si sve tacke lanca dobile pocetne brzine v, usmerene u pravcu srednje linije
lanca, odrediti jednacinu kretanja lanca i njene integrale.

| < l—z y=2
E v=12z E lv =z
2 2
v Y
|- Ak
9 2
A A
‘LdZ LdZ
G G
7 G LSS LSS A A A A

Primer 1* Ukupna masa lanca je: M,=p, ¢, deo mase lanca na horizontalnoj ravni je
M, (t)=p,, (¢ -z), a dela koji visi u vertikalnom pravcu je M, (t)=p,,z(¢), dok je tezina tog dela
lanca koji visi u vertikalnom praveu: G, (t)=M,, (t)g = p,,gz(t), i predstavlja aktivnu silu koja

dejstvuje na lanac i pored pocetne brzine lanca uzrok je kretanju lanca, po horizontalnoj povrsi i u
vertikalnom pravcu. S obzirom da se deo lanca u vertikalnom pravcu uvecava, tako da mu se dodaje
prirastaj po duzini u vertikalnom pravcu , a pri tome brzina relativnog pripajanja novih delova lanca —
novoh masa se odvija sa relativnom brzinom jednakom nuli, w(¢)=0.

Sada koristimo jednac¢inu MeS¢erskog za slucaj kada je relativna brzina Cestica koje se pripajaju i
odvajaju jednaka nuli

#)=0, 7, =-il0). M0} =F ()

Brzina kretanja lanca je:v=2. Sada mozemo da napiSemo dve jednacine dinamike delova lanca u
horizontalnom pravcu ¢ija se masa smanjuje, i dela koji visi u vertikalnom pravcu ¢ija se masa uvecava:

i, (W)= 5()

dt

LM, (WO} = =S+ G

dt
gde je S (t)unutraénj a sila u lancu na prelazu lanca iz horitontalnog u vertikalni pravac. Zatim unosimo
odredjene mase i aktivnu silu, koje smo odredili u prethodnoj analizi, te dobijamo:

ol -2]=5()
L 00]=~S(0)+ ()

Iz prethodnih jednac¢ina naznacenim diferenciranjem dobijamo:
pullz =2 —22)=5(t)

Masinski fakultet Univerziteta u NiSu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovi¢) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika III — Dinamika - Kinetika Predavanja XIIT Skolska 2006-2007
Str. 20 od 43

plin (ZZ + Z.z ) = _S(t) + plingZ
Sabiranjem ovih dveju jednac¢ina dobijamo sledecu:

plinglzl = plingz
ili
5-8,20
1
koja je hiperbolicka 1 ima karakteristicnu jednacinu
2-5-0
1

¢iji su koreni 4, , =+, /5 1 Cije reSenje je;

l
z(t)= ACh t\/% + BSh t\/%

ukome su 4 i B integracione konstante koje se odredjuju iz po€etnih uslova. Kako nam je poznato da
je u pocetnom trenutku brzina kretanja lanca bila v, to nije teSko odrediti nepoznate konstante 4 1 Bu

slede¢em obliku:

A:manJZ
g

te je zakon kretanja lanca

)=, \/gSh t J%

Primer 2* Ukupna masa lanca je: M= p, ¢, deo mase lanca na horizontalnoj ravni je
M, ()= p,, (¢ —z) i smatramo da je skupljen u jedan (s)kup, koji smatramo nepokretnim i da se od
njega odvaja deo lanca koji se kre¢e u vertikalnom pravcu. Masa dela koji visi u vertikalnom pravcu je
M, (t)=p,z(), dok je tezina tog dela lanca koji visi u vertikalnom pravcu
G,.(t)=M,, (t)g = p,ez(t), i predstavlja aktivnu silu koja dejstvuje na lanac, i pored po&etne brzine

lanca, uzrok je kretanju lanca, u vertikalnom pravcu. S obzirom da se deo lanca u vertikalnom pravcu
uvecava, tako da mu se dodaje prirastaj po duzini u vertikalnom pravcu , a pri tome brzina relativnog
pripajanja dodatnih masa se odvija sa relativnom brzinom jednakom nuli, Vv(t) =0.

Sada koristimo jednacinu Mes¢éerskog za slucaj kada je relativna brzina Cestica, koje se pripajaju
1 odvajaju jednaka nuli

W)=0, ¥, =-il0), M0} = F ()

Brzina kretanja lanca u vertikalnom pravcu je: v = z. Sada moZemo da napiSeno jedna¢inu dinamike dela
lanca, koji visi u vertikalnom pravcu i u tom pravcu se kreée, pri cemu se njegova masa uvecava:

L, (W)} = G

dt
Iz prethodne jednacine naznacenim diferenciranjem dobijamo:
(z'z' + 2 ) =gz
Ta jednacina predstavlja Kelijevu jednacinu. Sada uvedimo smenu
u=z
¢ijim diferenciranjem dobijamo:
du dz ,
2ZZ=u=——=2
dz dt

i unosenjem u dobijenu Kelijevu jednacinu istu transformisemo na linearnu diferencijalnu jednacinu
prvog reda oblika:
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u'+gu:2g,
z

koja je oblika
u'+ P(z)u=Q2)
Opsti integral ove Kelijeve jednacine je:

u=z e {j 0"z + c}

Dalje racunanjem dobijamo

2
u=:=e Izdz

{J'zgejjdzdz + C} = e’21“2{2g_[e21“dz + C}z e {2gJ.el“zdz + C}

3
u=z" =i2{2g%+C}

z
Ako je duzina dela lanca u vertikalnom pravcu i u po€etnom trenutku bila jednaka z, 1 taj deo

lanca dobio pocetnu brzinu v,, onda nije teSko odrediti nepoznatu integracionu konstantu:
2 _ 4 L=
Vo = 3 820 T3

Z

dakle sledi da je:

te je prvi integral diferencijalne jednacine dinamike Kelijevog lanca:
.2 2 2
z =§g(Z—ZO)+V0

ili

z :\/ég(z—zo)Jrvg

u obliku zavisnosti brzine od pocetne duzine lanca i duzine lanca u vertikalnom pravcu. U faznoj ravni
(z, z') to je jedna parabola drugog reda. Prethodna relacija je diferencijalna jednacina, koja razdvaja
promenljive, te je mozemo napisati u slede¢em diferencijalnom obliku:

2
d d(Z_Z”?OJ 3 22 32
dt = = = & = _[Z—Zo'i'ij d(Z_Zoﬁ'ij

2 2 2 2 2
\/g(z—zo)+v§ \/Zg LT g g
3 3 2g

Posle integraljenja prethodne diferencijalne forme za zadate pocetne dobijamo vezu izmedju duzine dela
lanca u vertikalnom pravcu i vremena u slede¢em obliku:

1 z

1 1

22 22 2\2
t—t,=2 EX Z—ZO+& =2 3 Z—ZO+3i L
2g 2g 2g 2g 2g

20

ili konacno:

1
2 2\7

soz oL 28
2g |2V 3 2g

2

Vidimo da se radi o paraboli¢noj zavisnosti izmedju duZzine vertikalnog dela lanca i vremena dinamike
sistema.
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Vetikalni hitac rakete u bezvazduSnom prostoru.

Prou¢imo dinamiku rakete koja izvodi vertikalni hitac u bezvazduSnom prostoru. Neka je sa
povrsi Zemlje izbafena vertikalno u vis pofetnom brzinom v, sa udaljenja od Zemlje z,. S obzirom da

Y - . . y . dM -
u slucaju rakete imamo umanjenje pocetne mase rakete M, =M (to), te je > <0 prvi izvod mase
t

rakete po vremenu negativan. Kako smo pretpostavili da se raketa krece u bezvazdusnom prostoru (ili da
je otpor vazduha zanemarljiv u odnosu na druge sile), to na raketu dejstvuje gravitaciona sila obrnuto
proporcionalna kvadratu rastojanja od centra Zemlje

MgR?

R+2)
1 reaktivna sila usled smanjenja mase rakete izbacivanjem produkata sagorevanja goriva u vidu Cestica
elementarne mase dM , koje se odvajaju od rakete relativnom brzinom v, =c:

s =

dM
‘\ — —C—
3 dt
to jednacinu dinamike rakete promenljive mase, koja opada, mozemo napisati u slede¢em obliku:
2
Mi—F +§=— MgR : _ch
(R + Z) dt
gde je R polupre¢nik Zemlje. Prethodna jednacina se moze napisati u slede¢em obliku:
gR’ 1 dM

TRezy M a

Ako pretpostavimo da se raketa krece konstantnim ubrzanjem, koje ¢emo predstaviti kao umnozak
ubrzanja Zemlje

Z=kg,
te je
|
Z(t) =—kgt" +vt+z,
2
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prethidna jednacina se transfornise na oblik:

=y

Integraljenjem prethodne jednacine dobijamo:

ili

t

M R’
In—= —EJ- k+———— |dt
M, il (R+z(t))
Ako pretpostavimo da je raketa izbacena bez pocetne brzine i sa nulte pozicije na Zemlji, kao i da se
kre¢e samo pod dejstvom ubrzanja visestruko veceg od ubrzanja teze na povrpi Zemlje, onda je lako

izraCunati prethodni integral:

t 2
mM__8 k+R—2 g = ket
M, c: 1 5 c
0 R+ —kgt
2
2
o ¢ ¢ 21{1{ +2kgt2j g

Ova jednacina je koriS¢ena za diskusiju o mogucnosti izbacivanja rakete na mesec (prema izvornoj
referenci: Otto von Eberhard: Handbuch der physikalischen und technischen Mechanik, Leipzig
1930.)

Jednacina Ciolkovskog (Koncmanmun 30yapooeuy luonkoeckuii 1857-1935)

Jednacinu MeScerskog Ciolkovski je primenio za izuCavanje kretanja raketa, pretpostavivsi pri
tome da se dejstvo gravitacionih sila i sile privlacenja planeta mogu zanemariti.
Oznacimo sa M,, masu skeleta jednostepene rakete, a sa m,, poCetnu masu goriva, kojim je

rak
raketa ispunjena u trenutku lansiranja. Konstanstujemo da je ukupna pocetna masa rakete
M=M,, +m,, . Po lansiranju rakete sagorevanjem goriva i izbacivanjem produkata sagorevanja iz

rakete smanjuje se ukupna masa rakete sa gorivom. Brzina isticanja produkata sagorevanja je negativna
-V ) 1 imajuci u obzir da smo ve¢ zakljucili da se dejstvo gravitacioni sila 1 sila privlacenja planeta

rel

mogu zanemariti na osnovu jednacine MeS¢erskog mozemo pisati:

Mdv =—v_,dM
ili
dv=-v, i
M

Integraljenjem prethodne jednacine za pretpostavljene pocetne uslove: da je u trenutku ¢z, =0 brzina

rakete bila v, dobijezamo sledece:

V=v,=—Vv, ,In—
0
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te se, uz zanemarivanje dejstva gravitacioni sila i sila privladenja planeta, brzina kretanja rakete u
bezvazdusnom prostoru moze za jednostepenu raketu odrediti pomocu sledeceg obrasca:

M M, +m,
v=v,+v,In=—L=y, +v In—E " —y 1y InC,
M M., +m
gde je
v—=yy
C _ Mrak + mgor Ve
e e
Mrak +m
broj Ciolkovskog. Ta jednacina je jednacina Ciolkovskog.
n
‘7
1
i
Mré:zk
]
|
|
|
I

Broj Ciolkovskog predstavlja kolicnik mase rakete na pocetku i na kraju aktivnog perioda
sagorevanja goriva u motorima rakete.

Iz jednacine Ciolkovskog se vidi da ¢e rezultujuéa brzina rakete zavisiti od njene pocetne brzine,
v, relativne brzine isticanja produkata sagorevanja iz rakete v ,, 1 od relativne zalihe goriva u raketi u

rel >
M
odnosu na masu skeleta rekate C, =
Mrak +m

rak

+ mg()i‘

Brzina viSestepene rakete.

Kada posmatramo dinamiku visestepene rakete, potrebno je da se uvede, za svaki stepen rakete,
po jedan broj Ciolkovskog. Ozna¢imo sa C,, s =1,2,3...,n broj Ciolkovskog za s -ti stepen, ako raketa
ima n stepeni.

(vs=vsst)
C _ (Mrak+mg0r)S,P :eT S=123... n
’ (Mrak +m) ’ ) |

Brzina viSestepene rakete posle odbacivanja (s - 1) prvog stepena je:

5,2
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1 (JM rak + mgor )SAp +

n =V \%

rel,s 7' ( s—1
( rak + m)

S,z

vV, =V, +v

N

s INCo, s =123.,n
Takodje u analizi dinamike rakete uvodi se 1 k, - koeficijent stepena rakete 1 definiSe se kao
koli¢nik ukupne mase rakete na pocetku narednog perioda njenog kretanja i ukupne mase rakete na
zavrsSetku tog perioda, a takodje 1 koli¢nik broja Ciolkovskog i tog koeficijenta stepena rakete.
(M L Fm

k 8gor/s+1,p

o (Mrak+m)

S,z

C (Mmk + mgor )S’p

S

k :( rak+m

s

gor )S+l,p

Kako rakete nose odredjenu aparaturu (vestacki satelit) to ¢emo njegovu masu obeleZiti sa M,

y e o C e
to mozeno odrediti proizvod koli¢nika ké na slede¢i nacin:

S

L CS . L (Mrak+mg0r)sjp _(Mrak+mgor>0
=1

N

rak + mgor )s+1,p M

a

Na osnovu prethodnih jedna¢ina moguce je odrediti potrebnu koli¢inu goriva:

Moo = Sz:,ms = SZ:,[(Mrak +mg,, )S,p - (Mrak + m)s,z]: g%(Mmk + mgor)

$,P
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