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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA  

MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA 
 

VII.3. DEVETA NEDELJA  
Dinamika sistema materijalnih tačaka 
 
Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tačaka: Geometrija masa. Središte sistema masa i njegove osobine. Diferencijalne jednačine 

kretanja sistema materijalnih tačaka. Teorema o kretanju središta sistema materijalnih tačaka. Količina kretanja sistema materijalnih tačaka. Moment 
količine kretanja sistema materijalnih tačaka. Kinetička energija sistema. Koening-ova teorema o kinetičkoj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih 
tačaka. D’Alamber-ov princip. Lagrange-ov princip. Lagrange-D’Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednačine II vrste.  

VIII. DESETA NEDELJA  
Dinamika krutog tela 
Osnovni pojmovi dinamike krutog tela: Momenti inercije mase tela. Definicije. Steiner-ova teorema. Elipsoid inercije. Translatorno kretanje tela. 

Količina kretanja tela. Diferencijalne jednačine kretanja. Kinetička energija tela.  

XI.1.  JEDANAESTA NEDELJA 
Obrtanje tela oko nekretne ose. Moment količine kretanja. Diferencijalna jednačina kretanja. Kinetička energija. Rad. Snaga.  
Fizičko klatno.  Kinetički pritisci.  

 

XI.2. DVANAESTA  NEDELJA  
Ravansko kretanje tela. Količina kretanja. Moment količine kretanja. Diferencijalne jednačine kretanja. Kinetička energija. Uslov kotrljanja bez 

klizanja.  
Obrtanje tela oko nepkretne tačke. Kinetička energija. Moment količine kretanja. Euler-ove dinamičke jednačine obrtanja tela oko nepokretne 

tačke. Regularna precesija.   

XI.3  TRINAESTA NEDELJA  
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.  
Dinamika tela promenljive mase. Jednačina Mešćerskog. Kelijev problem. Jednačina Ciolkovskog.  

 
 

Ravno kretanje sistema materijalnih tačaka  i ravno kretanje krutog tela  
 

Posmatramo materijalni sistem koji sadrži N  materijalnih tačaka masa im , Ni ,....,3,2,1= , čiji je 
položaj u prostoru određen vektorom položaja ir

r
 i  neka je svaka od materijalnih tačaka podvrgnura dejstvu 

idealnih veza  00 == ii zf , i ( ) 0, =iii yxfν , Ni ,....,3,2,1= , 2,..1 ≤= isν  i neka je brioj svih veza koje 

dejstvuju na sistem preko pojedinih njegovih materijalnih tačaka Nss
N

i
i 3
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≤=∑
−

, onda je broj stepeni 

slobode kretanja takvog sistema sNn −= 3 . Isto tako zaključujemo da se sistem kreće u ravni 0=z . 
Ukupan broj koordinata kojima je odredjena konfiguracija (položaj) materijalnih tačaka sistema je N3 . Na 
osnovu principa dinamičke ravnoteže za svaku od materijalnih tačaka možemo da napišemo: 
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Prethodni sistem vektorskih jednačina je sistem Lagrange-ovih jednačina prve vrste, kojim se 
opisuje kretanje sistema materijalnih tačaka u ravni. U njima su nepoznati vektori položaja materijalnih 
tačaka i Lagrange-ovi množioci veza iνλ . Pri tome ne treba izgubiti iz vida da se sve materijalne tačke 
kreću u jednoj ravni i da ove vektorske jednačine sadrže vektore koji leže u ravni Oxy , jer smo 
pretpostavili da su sve materijalne tačke podvrgnute vezama 00 == ii zf , Ni ,....,3,2,1= . 

Prethodne jednačine sabiranjem po indeksu i , kao i korišćenjem teorema o kretanju središta 
sistema materijalnih tačaka daje: 
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rrrrrr , - za sistem slobodnih materijalnih tačaka. 

odnosno - za sistem materijalnih tačaka u kome su materijalne tačke podvrgnute dejstvu konačnih 
geometrijskih veza: 
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ili u skalarnom obliku: 
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&& - za sistem slobodnih materijalnih 

tačaka. 
odnosno - za sistem materijalnih tačaka u kome su materijalne tačke podvrgnute dejstvu konačnih 
geometrijskih veza: 
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Prethodne vektorske jednačine kretanja sistema materijalnih tačaka pomnožimo vektorski sa leve 
strane sa odgovarajućim vektorom položaja ir

r  i -te materijalne tačke i sabiranjem po indeksu i  i 
korišćenjem teorema o promeni momenta impulsa kretanja dobijamo: 
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  - za sistem slobodnih materijalnih tačaka, odnosno 

- za sistem materijalnih tačaka u kome su materijalne tačke podvrgnute dejstvu konačnih geometrijskih 
veza: 
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( )( ) 0,, =iiii yxfgradv ν
r  za sistem materijalnih tačaka u kome su materijalne tačke podvrgnute 

dejstvu konačnih geometrijskih veza. 
Kako za ravansko kretanje sistema materijalnih tačaka, isto možemo predstaviti pomoću 

prenosnog kretanja materijalne tačke kao da je celokupna masa sistema sažeta u centru masa i relativnim 
kretanjem, svake materijalne tačke rotacijom  oko cenra masa C , to je ubrzanje svake mterijalne tačke 
iz sistema materijalnih tačaka odredjeno sledećim izrazom:  
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Unošenjem prethpodnog izraza u vektorsku jednačinu – relaciju teoreme o promeni momenta 
impulsa kretanja, to dobijamo: 
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odnosno 
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odnosno, te dobijamo sledeću relaciju: 
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To jednačinu relativnog kretanja materijalnog sistema oko središta sistema C možemo napisati u 
sledećem obliku: 

( ) [ ] [ ] [ ] CRC

N

i

S

s
ORCsii

k
CC FrFrFrJ

i

MM
rrrrrrrrr

&
r

=−=−=∑∑
= =

,,,
1 1

ω  

te smo time dobili vektorsku jednačinu dinamike materijalnog sistema – rotacije oko ose u pravcu 
normale na ravan u kojoj se ravanski kreću materijalne tačke:  
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za sistem slobodnih materijalnih tačaka u ravni. 

Za sistem materijalnih tačaka u kome su materijalne tačke podvrgnute dejstvu konačnih 
geometrijskih veza, vektorsku jednačinu – relaciju teoreme o promeni momenta impulsa kretanja pišemo 
u sledećem obliku: 
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i pridružujemo joj sistem uslova – ograničenja za brzine pojedinih materijalnih tačaka u obliku: 
( )( ) 0,, =iiii yxfgradv ν

r , Ni ,....,2,1= , 3,..2,1 ≤= sν  
kao posledicu dejstva geometrijskih skleronomnih veza, a koje su dopunski uslovi za odredjivanje 
nepoznatih skalarnih Lagrange+ovih množilaca veza, koje dejstvuju na materijalne tačke sistema u ravni 
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njihovog kretanja. Daljom transformacijom prethodne vektorske jednačone, uzimajući u račun da se radi 
o kretanju materijalnog sistema u ravni dobijamo: 
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 Dalje, kao rezultat transformacije dobijamo vektorsku jednačinu dinamike relativnog kretanja 
sistema materijalnih tačaka oko ose kroz središte sistema (centar masa, centar inercije) upravnu na ravni 
u kojoj se kreću materijalne tačke sistema: 

( ) [ ] ( )[ ]∑ ∑ ∑
= =

≤

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−==

N

i

S

s

s

iiiiisiCiC
k

CC

i i

yxfgradFrJ
1 1

3

1
,,,

ν
νν ρλρω

rrrrrr
&

r

M  

i iz te jednačine relativne rotacije materijalnog sistema oko njegovog centra masa, možemo dobiti 
sledeću skalarnu jednačinu : 
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Sada možemo napisati sistem od tri diferencijalne jednačine, u skalarnom obliku za kretanje 

sistema slobodnih materijalnih tačaka u ravni: 
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- za sistem slobodnih materijalnih tačaka. 
Sada možemo napisati i sistem od tri diferencijalne jednačine u skalarnom obliku za kretanje 

sistema materijalnih tačaka na koje dejstvuju i veze u ravni u kojoj se kreću, a to su: 
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i pridružujemo im sistem uslova – ograničenja za brzine pojedinih materijalnih tačaka u obliku: 
( )( ) 0,, =iiii yxfgradv ν

r , Ni ,....,2,1= , 3,..2,1 ≤= sν  
kao posledicu dejstva geometrijskih skleronomnih veza, a koje su dopunski uslovi za odredjivanje 
nepoznatih skalarnih Lagrange+ovih množilaca veza, koje dejstvuju na materijalne tačke sistema u ravni 
njihovog kretanja. U prethodnom sistemu jednačina je 
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 aksijalni moment inercije masa sistema materijalnih tačaka u odnosu na centralnu osu 
upravnu na ravan u kojoj se kreću sve materijalne tačke sistema čiju dinamiku izučavamo.  

Ove iste jednačine važe i za ravansko kretanje krutog materijalnog tela, za koje možemo uzeti 
kao reprezentativnu ravan – ravan kroz centar masa – centar inercije paralelnu vektorima brzina 
njegovih tačaka. Jedino se pri odredjivanju aksijalnog momenta inercije mase tela za osu kroz centar 
masa C tela, umesto sume, uzima integral po zapremini tela, jer je to suma beskonačnog broja 
materijalnih tačaka elementarnih masa dm  

Za sistem materijalnih tačaka [ ][ ] ( )k
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pri čemu je: 
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aksijalni moment inercije masa tela u odnosu na centralnu osu upravnu na ravan kojoj su paralelne sve 
brzine kretanja tačaka tela, koje vrši ravansko kretanje, a kroz središte tela. 
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Osnovi teorije dinamike sudara dva materijalna sistema 
 
Uvod  
 

Kada se putanje dveju materijalnih tačaka susreću u nekoj tački i ako u tu zajedničku tačku 
njihovih putanja dospevaju istovremeno različitim brzinama i ubrzanjima tada se ostvaruje dinamika 
sudara tih dveju materijalnih tačaka. Uzajamno dinamičko dejstvo jedne materijalne tačke  na drugu 
materijalnu tačku se naziva sudar, a njihova dinamika u tom kratkom vremenskom intervalu dinamika  
sudara.  

Ako jedna materijalna tačka miruje, a druga se pri tome kreće i u kretanju susreće sa njom 
dešava se udar jedne, pokretne, materijalne tačke u drugu, nepokretnu materijalnu tačku. Kako je 
mirovanje specijalan slučaj dinamike materijalne tačke, onda možemo reći da je pojam sudara opštiji od 
pojma udara. 

 Udar i sudar se mogu pojaviti izmedju jedne materijalne tačke i sistema materijalnih tačaka, 
sudarom sa jednom od materijalnih tačaka diskretnog sistema materijalnih tačaka, koji se unutrašnjim 
udarnim silama prenosi trenutno i na ostale materijalne tačke sistema ili tela.. Isto tako sudar materijalne 
tačke može se ostvariti sudarom sa materijalnim krutim ili deformabilnim telom. Takodje, sudar je 
moguć u raznim kombinacijama izmedju materijalni tačaka,  sistema materijalnih tačaka i krutih i ili 
deformabilnih tela. Prema svojstvima i karakteru materijalnih sistema – učesnika u dogadjanju sudara 
možemo sudare podeliti u više različitih vrsta ili grupa. O tome će posebno biti reči. 

Pojava sudara je veoma česta u prirodi, kao i u tehničkim sistemima, te je zato veoma značajno 
poznavati fenomen i svojstvene elemente sudara, drugim rečima dinamiku sudara i njene vektorske i 
skalarne invarijante. Udar se javlja u mnogim tehnološkim operacijama obrade materijala (naprimer, 
kovanja, prosecanja, probijanja, i slično), gde je udar deo programiranog tehnološkog procesa, ali se 
javlja i kao štetna pojava u mašinskim sklopovima (naprimer, pri promeni  stepena prenosa u zupčastim 
prenosnicima menjača brzina) kada trenutne sile koje se javljaju mogu izazvati pojavu dinamičkih i 
udarnih napona velikog intenziteta, iako kratkovremenog trajanja, što često izaziva oštećenja i vodi 
lomu delova sistema u sudaru. 

Karakteristično za sudar je to da dolazi do kontakta dva sistema makar u jednoj zajedničkoj tački 
u koju dospevaju istovremeno po jedna materijalna tačka jednog i drugog sistema (kontaktna tačka 
sudara elementarnih masa oba sistema) u kojoj dolazi do  interakcije njihovih dinamika, i time se 
ostvaruje trenutno, kratkovremenog trajanja dinamičko dejstvo jednog materijalnog sistema na drugi u 
kontaktu trenutnog (vrlo kratjkog intervala) vremena pri čemu se javlja pojava skokovite 
(diskontinualne) promene kinetičkih parametara dinamike oba sistema. To se pre svega ispoljava u 
promeni pravca i intenziteta brzine kretanja oba materijalna sistema, koji su se sudarili u odnosu na 
intenzitete i pravce i smerove njihovih brzina pre njihovog sudara. U pojavi (dešavanju) sudara dva 
materiojalna sistema javljaju se trenutne sile velikog intenziteta i kratkotrajnog dejstva u kratkom 
vremenskom intervalu τ  u kome su materijalni sistemi u kontaktu tokom dinamike sudara, a koje 
iščezavaju po odvajanju sistema neposredno posle sudara. Sile koje nastaju pri sudarau dva sistema i u 
stanju kontakta ta dva sistema nazivaju se i udarne sile velikog intenziteta, kratkotrajnog dejstva i 
konačnog impulsa.  

Pri proučavanju sudara čine se neke osnovne pretpostavke, koje  omogućavaju sastavljanje 
modela dinamike sudara dva sistema, a pri tome se zadatak uprošćava, ali se dobijaju zadovoljavajući 
modeli realne dinamike sudara dva sistema. 

Teorija sudara (i u specijalnom slučaju udara) se zasniva na sledećim pretpostavkama: 
1*  Vreme τ  trajanja kontakta dva tela u sudaru je veoma kratko; 

2*  Udarne sile udF
v

su promenljive i velikog intenziteta, reda veličine 
τ
1 , i kratkotrajnog dejstva 

u toku vremena τ  trajanja kontakta dva tela u sudaru i u toku sudara imaju napadne tačke u tačkama 
kontakta dva tela u sudaru; 

3*  Promena momenta impulsa (količine) kretanja materijalnih sistema u toku sudara je konačna. 
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4* Impuls ’’običnih sila’’ u poredjenju sa impulsom udarnih, trenutnih sila sudara je mnogo 
mnogo manji te se može zanemariti.  

 
 
Udarne sile. Trenutni impuls.  
 
Kada smo izučavali dinamiku materijalne tačke definisali smo diferencijal impulsa (količine) 

kretanja ( )tpdr  materijalne tačke u obliku: 
( ) ( ) ( )tKddttFtpd F

rrr
==  

gde smo sa ( )tK
r

 označili impuls sile. Ako prethodnu diferencijalnu relaciju integralimo, za impuls sile 
( )tKF

r
 , dobijamo sledeći izraz: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
0

00 vmvmvmtvmdttFptptK
t

F
rrrrrrrr

−=−==−= ∫  

Priraštaj količine kretanja (impulsa kretanja) ( )tpr∆  za konačni vremenski razmak t∆  jednak je 
impulsu ( )tKF

r
 sile ( )tF

r
, koja dejstvuje na materijalnu tačku, duž njene putanje, u tom vremenu. 

Dimenzije količine kretanja (impulsa kretanja) ( )tpr  i impulsa ( )tKF

r
 sile ( )tF

r
, koja dejstvuje na 

materijalnu tačku, dužnjene putanje kretanje, u tom vremenu su iste. Dimenzija intenziteta impulsa 
( )tKF

r
 sile ( )tF

r
, koja dejstvuje na materijalnu tačku je: 

( ) 1dim −= MLTtKF

r
 

gde smo sa M  označili dimenziju mase, čija jedninica je [ ]gr  mase ili [ ]kg  mase, sa L  smo označili 
dimenziju dužine, čija jedinica je [ ]cm  dužine ili [ ]m  dužine, sa T  dimenziju vremena, čija je jedninica 
[ ]sec . Znaći da je jedinica impulsa  sile [ ]1sec−mkg  ili [ ]secN . 

Pošto je impuls sile ( )tKF

r
 vektorski integral, to se on u opštem slučaju ne poklapa sa pravcem 

sile ( )tF
r

. 
Srednju vrednost trenutne sile možemo odrediti iz prethpodne relacije kao: 

∫==
t

t
ud

F
sr dtFKF

0

1 r
r

r

ττ
 

U slučaju da je sila konstantna ( )
→

= consttF
r

 impuls sile ( )tKF

r
 iako vektorski integral, je 

kolinearan sa silom. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0000

0

vmvmtvmtvmttFdtFtptptK
t

t
F

rrrrrrrrr
−=−=−==−= ∫  

Znači da je impuls ( )tKF

r
 sile ( )tF

r
, koja dejstvuje na materijalnu tačku, duž njene putanje 

kretanja, u konačnom vremenskom intervalu τ=−=∆ 9ttt , jednak priraštaju količine kretanja (impulsa 
kretanja) ( )tpr∆  za taj konačni vremenski razmak.  
 Kada je sila ( )tF

r
 konačna, impuls ( )tKF

r
 te sile u malom vremenskom razmaku, kada 

09 →=−=∆ τttt , jednak je nuli. Ako je promena brzine ( ) ( ) 00 vvtvtvv rrrrr
−=−=∆  konačne veličine i 

javila se za vrlo kratko vreme 09 →=−=∆ τttt  , onda mora i impuls  ( )tKF

r
 sile ( )tF

r
 biti konačan, ali 

zato ta sila ( )tF
r

 mora biti beskonačno velika. Ovakve sile ( )tFud

r
 koje se javljaju kratkovremeno i daju 

konačan impuls ( )tKF

r
 nazivamo trenutne sile konačnog impulsa.  
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 Iz teoreme o promeni kinetičke energije dinamike slobodne materijakne tačke - iz relacije 
teoreme o promeni kinetičke energije i njene veze sa snagom sile, koja vrši rad duž putanje kretanja 
materijalne tačke važi matematička relacija:  

( )vFP
dt

dEk rr
,==  

možemo da napišemo: 
 ( )dtvFPdtdEk

rr
,==  

Po približnom integraljenju poslednje relacije dobijamo: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )F

t

t
F

t

t

t

t
kk KvvtKdtvdtvFdtvFEE

rrrrrrrrr
,

2
1,,, 00

000

+≈===− ∫∫∫  

pri čemo smo pretpostavili da aproksimativnu vrednost integrala možemo odrediti uz pretpostavku o 

srednjoj vrednosti brzine ( )02
1 vvvm

rrr
+=  u toku procesa sudara u kratkom vremenskom intervalu.  

 Na osnovu prethopdne približne relacije možemo zaključiti da za beskrajno mali vremenski 
razmak (interval) priraštaj ‘’žive sile’’ (kinetičke energije) materiijalne tačke u dinamici sudara, kao i 
rad trenutnih sila imaju konačne veličine. 
 Pomeranje materijalne tačke u toku malog priraštaja vremena 09 →=−=∆ τttt  beskonačno je 

malo i teži nuli. Kako je rv &rr
=  to je: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 000 vmrmtvmtvmtptptKF
r&rrrrrr

−=−=−=  
odnosno  
 ( ) 0vmtKrm F

vr
&r +=  

što posle integraljenja daje: 

 ( ) ( ) ( )000

0

ttvmdttKrrm
t

t
Fud −+=− ∫

vrrr  

 ili 

 ( ) ( ) ( )0000 2
1 ttvmttKrrm Fm −+−≈− vrrr     (A) 

gde je FmK
r

srednja vrednost impulsa trenutne sile u kratkom vremenskom intervalu 09 →=−=∆ τttt .  
 Kako 0tt →  biće i 00 ≈−=∆ rrr rrr , na osnovu čega možemo zaključiti da je materijalna tačka za 
kratkotrajnog dejstva trenutne sile u  dinamici sudara nepokretna. vreme 

Kada na materijalnu tačku dejstvuju, pored trenutnih sila udF
r

 konačnog impulsa i 

kratkovremenog dejstva y intervalu τ+≤≤ 00 ttt ,  i sile konačnog intenziteta PkFk ,...,3,2,1, =
r

 tada je 
ukupan impuls svih sila jednak: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∫∑∫∫ =+=−=−=−=
=

t

t
ud

P

k

t

t
k

t

t
udF dtFdtFdtFvmvmtvmtvmtptptK

000
1

000

rrrrrrrrrr
 

jer impuls sila konačnog intenziteta PkFk ,...,3,2,1, =
r

 u kratkotrajnom vremenskom intervalu, teži nuli, 

ako taj interval teži nuli. Taj impuls sila PkFk ,...,3,2,1, =
r

 konačnog intenziteta je jednak nuli za 
beskonačno mali vremenski onterval, te isti u proučavanju sudara dva sistema možemo zanemariti. 

Sada možemo definisati i pojam udara u smislu dejstva. Dejstvo koje nekom telu daju trenutne 
sile udF

r
 konačnog impulsa i kratkovremenog dejstva u intervalu 09 →=−=∆ τttt  naziva se udar.  
Prema teoremi o promeni impulsa kretanja materijalne tačke mase m  možemo napisati 

odgovarajuću relaciju izmedju kinetičkih parametara dinamike materijalne tačke u obliku sledeće 
relacije: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∫
+

=−+=−+=+
τ

τττ
9

0

00000

t

t
udF dtFtvmtvmtptptK
rrrrrr

 

 U prethodnoj relaciji vektorske invarijante ( )τ+0tvr  i ( )0tvr  se uvek odnose na istu materijalnu 
tačku mase m  i nazivaju se brzine posmatrane materijalne tačke do udara, ( )0tvr , i posle, ( )τ+0tvr ,  
sudara (ili udara). Ako materijalna tačka u trenutku udara u nepokretni material drugog sistema ima 
brzinu ( )0tvr  onda kažemo da je to dolazna brzina. Ona trenutno proizvedena brzina ( )τ+0tvr  u toku 
sudara kojim materijalna tačka izlazi iz kontakta sa drugim sistemom sa kojim se sudarila naziva se 
odlazna brzina.  
 Kao što smo pokazali prethodnom analizom, moramo imati u vidu pretpostavku da se za kratko 
vreme sudarnog kontakta,  položaji materijalnih tačaka u sudarnom kontaktu, kada dejstvuju trenutne 
udarne sile, vrlo malo i sporo menjaju. Te beskonačno male promene položaja materijalnih tačaka u 
sudaru su reda veličine malog intervala vremena u kome se odvija sudar. Zato je i opravdano što se 
promene položaja u toku kratkog intervala vremena u kome se dešava sudar zanemaruju, kao što smo i 
izveli u prethodnoj relaciji (A). 
 U slučaju udara jedne materijalne tačke u nepokretni materijal može se napisati relacija oblika: 

 ( ) ( ) ( ) ∫
+

=+=∆=−+
τ

ττ
9

0

11
000

t

t
udF dtF

m
tK

m
vtvtv

rrrrr  

Ako je dolazna brzina ( ) 00 vtv rr
=  poznata, a brzina ( )tvr  je brzina u trenutku vremena ( )τ+∈ 00 ,ttt  u toku 

intervala udarnog kontakta prilkom udara materijalne tačke u nepokretnu materijalnu sredinu (sistem) 
onda možemo napisati sledeće: 

 ( ) ( ) ∫==∆=−
t

t
udFud dtF

m
tK

m
vvtv

0

11
9

rrrrr  

odnosno 

 ( ) ( ) ∫ ∫∫∫∫ ==−
t

t

t

t
ud

t

t
Fud

t

t

t

t

dtdtF
m

dttK
m

dtvdttv
0 0000

11
9

rrrr  

a kako je ( )dttvrd rr
=  iz prethodne relacije dobijamo: 

 ττ
τ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=− ∫

+

Fs

t

t
Fud K

m
vvdtK

m
rr

rrvrrr 11
000

0

0

 

gde je  

 ∫
+

=
τ

τ

0

0

1 t

t
FudFs dtKK
rr

 

srednja vrednost udarnog impulsa,  u intervalu vremena ( )τ+00 ,tt  odvijanja kontakta u udaru 
materijalne tačke o nepokretnu sredinu (materijalni sistema). 
  

Teoreme mehanike u primeni na dinamiku (s)udara. 
 
 Na osnovu eksperimentalnog proučavanja (s)udara, uvodi se pretpostavka da sve tačke 
materijalnog sistema imaju udar istovremeno, kada se isti dogodi u udarnom kontaktu dva materijalna 
sistema. To se objašnjava time da se nagla promena brzina jednih tačaka materijalnog sistema prenosi 
trenutno na druge materijalne tačke - elementarne mase materijalnog sistema. Inače same trenutne 
(udarne) sile  mogu biti i spoljašnje i unutrašnje trenutne sile udara, kako i aktive tako i pasivne (otpori – 
sile reakcija veza). Tako i impulsi mogu biti unutrašnji i spoljašnji, ako i aktivni i pasivni (impulsi 
otpora veza).  
 Teorema o impulsu kretanja sistema materijalnih tačaka za udar. Kada na materijalne tačke 
masa Nimi ,...,3,1, = diskretnog materijalnog sistema u nekom trenutku dejstvuju trenutne (udarne) sile 
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NiFi ,...,2,1, =
r

sa konačnim impulsima NiKFi ,...,2,1, =
r

, to za svaku materijalnu tačku sistema možemo 
postaviti po jednu relaciju  

 ( ) ( ) ( ) ∫
+

=+=∆=−+
τ

ττ
9

0

,000
11 t

t
iud

i
Fi

i
iii dtF

m
tK

m
vtvtv

rrrrr ,  Ni ,...,3,2,1=  

Ako vektorski saberemo sve jednačine prethodno navedenog sistema dobićemo: 

 ( ) ( ) ( ) ∑ ∫∑∑∑
=

+

===

=+=−+
N

i

t

t
iud

N

i
Fi

N

i
ii

N

i
ii dtFtKtvmtvm

1
,

1
0

1
0

1
0

9

0

τ

ττ
rrrr  

gde su: impulsi kretanja sistema materijalnih tačaka pre i posle sudara: 

 ( ) ( )∑
=

=
N

i
ii tvmtp

1
00

rr  

 ( ) ( )∑
=

+=+
N

i
ii tvmtp

1
00 ττ rr  

Iz prethodnog sledi da je:  

 ( ) ( ) ( ) ( )τττ
τ

+==+=−+ ∑ ∫∑
=

+

=
0

1
,

1
000

9

0

tKdtFtKtptp T

N

i

t

t
iud

N

i
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rrrrr  

kao i: 

 ( ) ( ) ( ) ( )τττ
τ

+==+=−+ ∑ ∫∑
=

+

=
0

1
,

1
000

9

0

tKdtFtKtvMtvM T

N

i

t

t
iud

N

i
FiCC

rrrrr  

 Poslednje dve relacije predstavljaju iskaz teoreme o impulsu kretanja sistema materijalnih 
tačaka za udar. 
 Zbir impulsa udara materijalnih tačaka diskretnog materijalnog sistema jednak je zbiru impulsa 
spoljašnjih trenutnih sila iudF ,

r
 konačnih impulsa, koje dejstvuju udarno na materijalni sistem. Kako je 

zbir unutrašnjih sila ijunudF ,,

r
 koje dejstvuju na materijalni system jednak nuli, to je i zbir impulsa 

unutrašnjih trenutnih sila konačnih impulsa jednak nuli. 

 0
1,

,,

9

0

=∑ ∫
=

+N

ji

t

t
ijunud dtF

τr
 

 Takodje, iz druge relacije vidimo vezu izmedju brzina središta sistema materijalnih tačaka pre i 
posle udara, ( )τ+0tvC

r  i ( )0tvC
r  to možemo da formulišemo i sledeću lemu: 

 Ako je materijalni sistem izolovan (na njega ne dejstvuju ni spoljašnje sile ni impulsi) tada se pri 
udaru ne menja  ni količina kretanja, ni brzina njegovog središta (centra inercije). 
  

Teorema o promeni momenta impulsa kretanja sistema materijalnih tačaka za udar (Teorema o 
kinetičkom momentu kretanja sistema materijalnih tačaka za udar). Kada na materijalne tačke masa 

Nimi ,...,3,1, = diskretnog materijalnog sistema u nekom trenutku dejstvuju trenutne udarne sile 

NiF iud ,...,2,1,, =
r

sa impulsima NiKFi ,...,2,1, =
r

, to za svaku materijalnu tačku sistema možemo postaviti 
po jednu relaciju teoreme o promeni momenta impulsa kretanja u obliku: 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=+=−+ ∫

+τ

ττ
9

0

,000 ,,,,
t

t
iudiFiiiiiiii dtFrtKrtvmrtvmr

rrrrrrrr ,  Ni ,...,3,2,1=  

Ako vektorski saberemo sve jednačine navedenog prethodnog sistema dobićemo: 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ∑ ∫∑∑∑
=

+

=== ⎥
⎥
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⎡
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ττ
rrrrrrrr  

gde su: rezultujući momenti impulsa kretanja sistema materijalnih tačaka pre i posle sudara: 
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N

i
iii

N

i
iii

N

i
iiiO tvmtrtvmtrtvmtrtL

1
00

1
00

1
000 ,,, τττττ rrrrrrr

 

a imajući u vidu da je: 

 τ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
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i
iiii K

m
vrrr

rrrrr 1
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sledi da je  
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Iz prethodnog sledi da je:  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )∑∑∑
===

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+=−+

N

i
iiFsi

i
i

N

i
iii

N

i
iiiOO tvmK

m
vtvmtrtvmtrtLtL

1
00

1
00

1
0000 ,1,, ττττ rrrrrrrrr

 

što daljom transformacijom daje 
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i konačno: 
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 Poslednje dve relacije predstavljaju iskaz teoreme o promeni impulsa kretanja sistema 
materijalnih tačaka za udar. 
 Kako je zbir unutrašnjih sila koje dejstvuju na materijalni system jednak nuli, to je i zbir 
momenta  impulsa unutrašnjih sila jednak nuli. 
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 Teorema o radu impulsnih(udarnih) sila  
  
 Pri dejstvu udarnih sila promene položaja materijalnih tačaka sistema, kao što smo već dokazali,  
su beskonačno male, ali smo i utvrdili da su trenutne udarne  sile vema velikog intenziteta, mada 
kratkovremenog trajanja, konačnih impulsa, ali i njihovo dejstvo je takvo da one mogu izvršiti odredjeni 
konačni rad.  
 Ako sada podjemo od izraza za promenu položaja materijalne tačke pod dejstvom udarne 
(trenutne) sile čiji impuls sile znamo, a koji smo već izveli u obliku: 
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tako da možemo odrediti skalarnu invarijantu – rad udarne (trenutne) sile na tom putu, računajući 
skalarni proizvod trenutne udarne silr i priraštaja puta u sledećem obliku: 
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Iz ovih izraza je očigledno da je rad impulsnih (udarnih) sila konačan. 
 Na osnovu prethodnog možemo zaključiti da je ukupni elementarni rad impulsnih (udarnih) sila 
u intervalu vremena  ( )dttt +,  koji je sadržan u intervalu ( )τ+00 ,tt  u kome dejstvuju udarne sile: 
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Ako sada sa FudK
r

označimo impuls trenutne (udarne, impulsne) sile u nekom trenutku vremena t  u 

intervalu ( )τ+<< 00 ttt , a sa  FudKd
r

 promenu impulsa trenutne, udarne, sile u od trenutka t  do trenutka 
dtt + , to se prethodna relacija elementarnog rada može napisati u obliku: 
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Kako se prema teoremi o impulsu kretanja sistema materijalnih tačaka za udar, kada na 
materijalne tačke masa Nimi ,...,3,1, =  diskretnog materijalnog sistema u nekom trenutku dejstvuju 

trenutne udarne sile NiF iud ,...,2,1,, =
r

sa impulsima NiKFi ,...,2,1, =
r

, za svaku materijalnu tačku sistema 
može postaviti po jedna relacija 
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to takvu relaciju možemo iskoristiti za odredjivanje promene brzine u intervalu ( )tt ,0 , koji pripada 
intervalu ( )τ+<< 00 ttt  u kome se odvija udarno dejstvo sile: 
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 Sada unošenjem izraza za brzinu  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ∫+=+=
t

t
iiu

i
iiFud

i
ii dtF

m
tvtK

m
tvtv

0

,0,0
11 rrrrr ,  Ni ,...,3,2,1= , 

u izraz za relaciju elementarnog rada, može se dobiti odgovarajući izraz, koji se može napisati u obliku:  
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Vidimo da se sada ova diferencijalna relacija može lako integraliti, te posle integraljenja u intervalu  
( )τ+00 ,tt , za ukupan rad trenutni udarnih sila za vreme trajanja udara dobijamo sledeći izraz: 
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 Sada uzimajući u račun da je  
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a imajući u vidu i da je  
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izraz za ukupan rad trenutnih udarnih sila za vreme trajanja udara, možemo transformisati na 
pogodniji oblik, tako da dobijamo sledeći izraz 
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Ovaj poslednji izraz je zaista u pogodnijem obliku za dalju analizu rada trenutnih udarnih sila u toku 
trajanja udarnog dejatva. 
 Ova relacija za ukupan rad udarnih sila za vreme trajanja udara predstavlja Kelvinov obrazac za 
rad trenutnih udarnih sila. 
 
 Princip rada za dinamiku udara u sistemu materijalnih tačaka 
  
 Polazimo od relacije principa rada za sistem materijalnih tačaka u obliku: 
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Ako sada pomnožimo prethodnu vektorsku jednačinu sa dt dobijamo: 
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Posle integraljenja po vremenu prethodne relacije dobijamo: 
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i posle nekoliko transformacija 
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kao i u obliku: 
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dobijamo sledeći oblik sistema vektorskih relacija:  
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za system materijalnih tačaka u dinamici udarnih dejstava trenutnih inmpulsnih, udarnih sila. 
 Poslednje jednačine, znači, predstavljaju vektorske relacije Principa rada za dinamiku udara u 
sistemu materijalnih tačaka, a u literaturi su poznate i kao jednačine Dalamberovog principa za udar.  
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U tim jednačinama ( )0tvi
r  je brzina i -te materijalne tačke mase im  u trenutku udara, a  ( )τ+0tvi

r  je 
brzina iste  i -te materijalne tačke mase im   u trenutku posle udara. 
 Po analogiji sa silom inercije vektor  
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0000 tvtvmtptp iiiii

rrrr
−+−=−+− ττ  

se može nazvati i impulsom inercije udara materijalne tačke ili kraće inercijom udara materijalne 
tačke ili pak udarnim impulsom inercije materijalne tačke. ( )τ+0,

tK
iudF

r
 je impuls i -te trenutne 

udarne sile na i -tu materijalnu tačku mase im , dok je ( )τ+0,, tK iudw

r
  impuls i -tog udarnog (trenutnog, 

impulsnog) otpora veze koja dejstvuje na na i -tu materijalnu tačku mase im . 
 Izraz 
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 nazivamo izgubljenim udarnim impulsom  i -te materijalne tačke mase im . 
Sada možemo da iskažemo i princip rada u primeni na dinamiku udara sistema materijalnih tačaka: 
 Ukupan virtuelni rad izgubljenih udarnih impulsa jednak je nuli.   
 Ako sada sa  
 ( ) ( )00 tvtvv iii
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obeležimo ukupnu promenu brzine i -te materijalne tačke mase im  u toku dinamike udara može se 
pretnodna relacija Principa rada za dinamiku udara u sistemu materijalnih tačaka napisati i u sledećem 
obliku: 
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 Sistem vektorskih jednačina - iskaza Principa rada za dinamiku udara u sistemu materijalnih 
tačaka se može izraziti i pomoću generalisanih koordinata nkqk ,...,3,2,1, = , gde je n brpj stepeni 
slobode kretanja. Tada možemo napisati da je 
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što unošenjem u vektorske jednačine  
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i posle transformacije prve jednačine dobijamo: 
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Odakle se mogu ove jednačine izraziti u sistemu generalisanih koordinata.  
  
 
 
 

Dejstvo udara na telo koje se obrće oko nepokretne ose. Centar udara. 
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Za telo koje se obrće  oko nepokretne  ose  ugaonom brzinom ω  i  ugaonim  ubrzanjem ω& , I 

koje ima u tački O  sferno ležošte, au tački B cilindrično ležište, izveli smo na osnovu teorema o 
promeni impulsa kretanja i promeni momenta impulsa kretanja sledeće dve vektorske kednačine:   
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( )( ) ( ) [ ] [ ] [ ]BBCP
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r
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,,,, ++=+= RDω  

Znači da smo dobili dve vektorske jednačine sa nepoznatim otporima (veza)  oslonaca vratila pri čemu znamo da 
su ANF  i BF

r
 upravne na osu rotacije, dok je AnF

r
u pravcu ose. Pretpostavimo sada da ne dejstvuje sila težine tela, 

a da na telo koje se obrće dejstvuju samo trenutne sile konačnih impulsa i kratkovremenog dejstva, pri čemu 
je spoljašnja trenutna sila  udF

r
onda prethodne jednačine, za posmatrani slučaj dinamike udara na 

telokoje može da se obrće oko nepokretne ose  možemo napisati u sledećem obliku: 
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dt
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onda će i otpori veza koje dejstvuju na telo u osloncima biti udarnog dejstva. Zato prethodne jednačine 
transformižemo u oblik preko impulsa trenutnih sila i otrora veza trenutnog dejstva, a zato napišimo 
prethodne vektorske jednačine u diferencijalnom obliku: 
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Posle integraljenja prethodnih vektorskih jednačina u diferencijalnom obliku  dobijamo: 
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Postavljamo pitanje koji je uslov da ne postoje kinetički udarni reaktivni impulsi u osloncima vratila oko 
koga rotira kruto telo pod dejstvom impulsnih sila. U tom sličaju ćemo prvo odrediti reaktivne udarne impulse na 
ležišta vratila: Zato pomnožimo skalarno, a zatim i vektorski ortom orjentacije ose nr oko koje se impulsno okreće 
materijalno telo.  
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odakle sledi da je: 
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Ako sada vektorski pomnožimo sa leve i desne strane prethodne jednačine ortom orjentacije ose nr  

dobijamo: 
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Kako dvostruki vektorski proizvod jediničnim vektorom ortom orjentacije ose nr  ‘’propušta’’ samo 
normalnu komponentu to možemo da napišemo: 
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Odnosno rešavanjem prethodnog sistema vektorskih jednačina po nepoznatim mpulsima  inpulsnih 
kinetičkih otpora veza 

ANFK
r

i 
BFK

r
 koje se javljaju kao reakcija na dejstvo spoljašnje impulsne, trenutne 

sile na telo koje rotira oko nepokreetne ose, dobijamo: 
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Sada možemo da napišemo izraze za reaktivne udarne impulse na ležišta vratila  
ANFK

r
i 

BFK
r

: 
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kao i jednačinu impulsne dinamike tela oko ose rotacije: 
( ) ( )( ) [ ]( )
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O KrnnJ
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Iz izraza za reaktivne udarne impulse na ležišta vratila oko koga se pod dejstvom impulshog 

opterećenja u obliku trenutne sile, kratkotrajnog dejstva i konačnog impulsa okreće rotor, tako da se 
javlja kinetički devijacioni spreg impulsnih udarnih reakcija  
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Centar udara. Centar udara  uC je ona tačka u kojoj treba da dejstvuje udarna trenutna impulsna 

sila, da bi reaktivne udarne impulsne reakcije veza u ležištima vratila bile jednake nuli. Neka je vector 
položaja centra udara sa vektorom položaja nwur

uuuu CCCC
rrvr ζηξ ++= , tada njegove coordinate možemo 

odrediti uiz sledećih usmova: 
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Na snovu ovih uslova dobijamo uslove koje moraju da zadovolje koordinate udarne impulsne 

trenutne sile, kao i koordinate centra udara u kojoj je napadna tačka udarnog impulsa - trenutne sile, da 
bi kinetički udarni impulse – trenutni otpori veza na ležišta rotora bili jednaki nuli. Ti uslovi su: 

0=ξK ,  0≠ηK  i 0=ζK  

za koordinate udarnog impulsa 
udFK

r
 koji za izabran koordinatni sistem tako da središte masa 

materijalnog tela leži u rotirajućoj ravni 0=η  , odnosno ξζA  ravni koja prolazi kroz osu oko koje se 
može obrtati telo, iom slučaju su koodinate centra udara odredjene sledećim izrazima: 
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Dok su za taj slučaj relacije veza izmedju ugaobe brzine i ugaonog ubrzanja oblika:  
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Sada treba dokazati prethodna tvrdjenja. 
Polazimo od dobijenih uslova u obliku: 
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Zatim odredimo potrebne izraze i vektore i vektorske proizvode u obliku: 
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Ako izaberemo ravan 0=η  , odnosno ξζA  raven, koja prolazi kroz osu oko koje se može 

obrtati telo i u toj ravni neka je središte sistema (masa tela), te možemo dobiti odgovarajuća uprošćenja 
potrebnih vektorskih proizvoda u obliku: 
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Po odredjivanju prethodnih izraza, nije teško doći do traženih projekcija kinetičkih impulsa –
trenutnih reakcija veza – kinetičkih impulsnih pritisaka na ležišta vratila rotora.  Odredjene vektore i 
vektorske proizvode unesemo u uslove: 
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Iz ovih uslova ćemo odrediti koordinate centra udara. Transformacijom dobijamo da je 
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a iz ovog uslova sledi da je  
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Tako da dobijamo da je: 
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odakle odredjujemo da je prethodni uslov zadovoljen, ako je: 
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Sada prethodni rezultat unosimo u jednačinu – relaciju drugog uslova da kinetički impulsi 
udarnog opterećenja budu jednaki nuli: 
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Iz jednačine obrtanja pod dejstvom udarnog impulsa pišemo 
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Odakle dobijamo 
0=ξK ,  0≠ηK  

Što znači da udarni impuls mora da bude upravan na osu rotacije ζ  i jedna od koordinata centra 
udara je: 
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a time smo dokazali da su navedeni izrazi za kinetičke pritiske tačni. 
 
 

Vrste sudara 
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