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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA

VIL.3. DEVETA NEDELJA

Dinamika sistema materijalnih tacaka

Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tacaka: Geometrija masa. Srediste sistema masa i njegove osobine. Diferencijalne jednacine
kretanja sistema materijalnih tacaka. Teorema o kretanju srediSta sistema materijalnih tacaka. Koli¢ina kretanja sistema materijalnih tacaka. Moment
koli¢ine kretanja sistema materijalnih tacaka. Kineticka energija sistema. Koening-ova teorema o kineti¢koj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih
tacaka. D’ Alamber-ov princip. Lagrange-ov princip. Lagrange-D’Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VIIl. DESETA NEDELJA

Dinamika krutog tela

Osnovni pojmovi dinamike krutog tela: Momenti inercije mase tela. Definicije. Steiner-ova teorema. Elipsoid inercije. Translatorno kretanje tela.
Koli¢ina kretanja tela. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija tela.

XI.1. JEDANAESTA NEDELJA

Obrtanje tela oko nekretne ose. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalna jednacina kretanja. Kineticka energija. Rad. Snaga.

Fizicko klatno. Kineti¢ki pritisci.

X1.2. DVANAESTA NEDELJA

Ravansko kretanje tela. Koli¢ina kretanja. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija. Uslov kotrljanja bez
klizanja.

Obrtanje tela oko nepkretne tacke. Kineticka energija. Moment koli¢ine kretanja. Euler-ove dinamicke jednacine obrtanja tela oko nepokretne
tacke. Regularna precesija.

XI.3 TRINAESTA NEDELJA
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.

Dinamika tela promenljive mase. Jednacina Mesc¢erskog. Kelijev problem. Jednacina Ciolkovskog.

Ravno kretanje sistema materijalnih tacaka i ravno kretanje krutog tela

Posmatramo materijalni sistem koji sadrzi N materijalnih tataka masa m,,i =1,2,3,...., N, €iji je
polozaj u prostoru odreden vektorom polozaja 7, i neka je svaka od materijalnih tacaka podvrgnura dejstvu
idealnih veza f;, =z, =0, i fvi(xl.,yl.): 0,i=123,...,N, v=L.s, <2 1neka je brioj svih veza koje

N
dejstvuju na sistem preko pojedinih njegovih materijalnih tacaka s =2Si <3N, onda je broj stepeni
i-1
slobode kretanja takvog sistema n=3N —s. Isto tako zakljuCujemo da se sistem kre¢e u ravni z=0.
Ukupan broj koordinata kojima je odredjena konfiguracija (polozaj) materijalnih tacaka sistema je 3N . Na
osnovu principa dinamicke ravnoteze za svaku od materijalnih ta¢aka mozemo da napiSemo:

S; _ N
I, + ZFSZ. +> F,=0,i=12..,N - za slobodne materijalne tacke
s=1 k=1
R Si N 5 <3
I.+) F.+ ZFuik + ZFwNV[ =0i=1L2,.,N -zamaterijalne tacke podvrgnute vezama
s=1 k=1 v=l1
ili
S’ — —
ma, = G+ s i=L2,.,N - zaslobodne materijalne tacke

Ij“uik + > A,grad fvi(xi, y,.), i=12,..,N - za materijalne tacke podvrgnute
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Prethodni sistem vektorskih jednacina je sistem Lagrange-ovih jednacina prve vrste, kojim se
opisuje kretanje sistema materijalnih tacaka u ravni. U njima su nepoznati vektori poloZaja materijalnih
tacaka 1 Lagrange-ovi mnozioci veza A,,. Pri tome ne treba izgubiti iz vida da se sve materijalne tacke

kre¢u u jednoj ravni i da ove vektorske jednaCine sadrze vektore koji leze u ravni Oxy, jer smo
pretpostavili da su sve materijalne tatke podvrgnute vezama f,, =z, =0, i=123,...,N.

Prethodne jednacine sabiranjem po indeksu i, kao i koriS¢enjem teorema o kretanju sredista

sistema materijalnih tacaka daje:
N

S; S;
Ma, = Zmﬁi = ﬁ:[z F’S,. + iﬁm j ZZ}?;I = I:“R , - za sistem slobodnih materijalnih tacaka.
i=1\_s=1 k=1

i=1 i=1 s=1
odnosno - za sistem materijalnih tataka u kome su materijalne tatke podvrgnute dejstvu kona¢nih
geometrijskih veza:

S; R N §;<3
[Z si+ZF;4ik+Zﬂ’w‘gradj;i(‘xi’yi)]:
N §;<3 N 5;53
=Z(Z +Z/1 grad f,,(x, y] E+ Y3 Agrad £,(x,,)

i=1 v=1
(Viagradfvi(xwyi)): 0
ili u skalarnom obliku:

N (S N N S;
My, = Z[Z(ﬁw,])+ Z(ﬁmk,])J = ZZ(@,])= (FR,]')- za sistem slobodnih materijalnih
- .

i=1 \_s= k=1
tacaka.
odnosno - za sistem materijalnih tataka u kome su materijalne tatke podvrgnute dejstvu kona¢nih

geometrijskih veza:
N ;<3

Mz, = (Foi )+ 23 A (grad £,,(x,,3,)7)

i=1 v=1

N s;<3

M = (Fo 7 )+ Y3 A, (grad £,,(x,.3,).7)

i=1 v=1

(vi’gradﬁ/i(xiﬁyi)): 0
Prethodne vektorske jednacine kretanja sistema materijalnih tacaka pomnozimo vektorski sa leve
strane sa odgovaraju¢im vektorom poloZaja 7, i-te materijalne taCke i sabiranjem po indeksu i i1

koriS¢enjem teorema o promeni momenta impulsa kretanja dobijamo:

d;:zm .a) ,(Z[ A u,k]]ii[a,ﬁ;f]:?ito,

i=l s=1

N S ~ _

= Zm 7, ZZ[IZ,FM]z mn, - za sistem slobodnih materijalnih tacaka, odnosno
i=1 i=l s=l1

-za sistem materijalnih tacaka u kome su materijalne tacke podvrgnute dejstvu konac¢nih geometrijskih

veza:

dL, _
dt

Z:: (Z[ ]+§;[ mk]+§i[ ,grad f,(x l,yi)]j:

Ha ]+§/1 7, grad f,(x ,,y,)]}?ﬁo

v=l

Mm

53

i=1

S§=
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—

—; AR ( . ]+Zﬁ[ grad xl,y,)]] M,

(\7[, grad f, i(xi, b2 )): 0 za sistem materijalnih tacaka u kome su materijalne tacke podvrgnute

dejstvu konacnih geometrijskih veza.

Kako za ravansko kretanje sistema materijalnih tacaka, isto mozemo predstaviti pomocu
prenosnog kretanja materijalne tacke kao da je celokupna masa sistema sazeta u centru masa i relativnim
kretanjem, svake materijalne tacke rotacijom oko cenra masa C, to je ubrzanje svake mterijalne tacke
iz sistema materijalnih tacaka odredjeno slede¢im izrazom:

d,=dc + ai(C) =dc+ [&)Cﬂﬁi]_ a’éﬁz

Unosenjem prethpodnog izraza u vektorsku jednadinu — relaciju teoreme o promeni momenta
impulsa kretanja to dobijamo:

dL, L&
- =Sl + i +loeplop]- XYl E -
i=1 i=1 s=1
ili dalje ra¢unamo

d; Zl:m[’”oac [a’c 101] a’cpz]+zl:m[,0wac [C"Capl] a)éﬁi]z

N . N N N . N
= Zlmi[Fc’aC]+Zlmi[FC’[@C’ﬁi]]_Zlmi[?C’a)éﬁi]—i_Zlmi[ﬁi’aC]—‘rZlmi[ﬁi’[J)C’ﬁi]]_zlmi[ﬁiﬂwéﬁi]:
a4 S mlplbe s | M+ 6,00 = S - v,

i=1 y

odnosno
’”c:ac]‘M Zm[pz’[wC’pt]] [rc’ac]jw+a)c —ZZ[:’F;i]=9jto
odnosno, te dobljamo sledecu relaciju:

N S, ~ L ~ L
= ZZ[Z:R;‘]_[’”C’“C]‘M =M, _[rc’ac]j‘/[
i=l s=1
Kako je
[?cﬁc]j‘/[ = [FcoFR]
M, - [’_;Cﬁc_iC]M =M, - I:’_;CﬂFR]: LU
To jednacinu relativnog kretanja materijalnog sistema oko sredista sistema C moZemo napisati u
slede¢em obliku:
N S
) A TS L MG SR
i=l s=1
te smo time dobili vektorsku jedna¢inu dinamike materijalnog sistema — rotacije oko ose u pravcu
normale na ravan u kojoj se ravanski kre¢u materijalne tacke:
ireJ ék )= 951C
za sistem slobodnih materijalnih tacaka u ravni.
Za sistem materijalnih tacaka u kome su materijalne tacke podvrgnute dejstvu konacnih

geometrijskih veza, vektorsku jednacinu — relaciju teoreme o promeni momenta impulsa kretanja piSemo
u slede¢em obliku:

- 5;<3
dLO [rc,aC]M+a)C = [ [ ]+ gradfw(xz’yt)]J %0

dt
1 pridruzujemo joj sistem uslova — ograni¢enja za brzme pojedinih materijalnih tacaka u obliku:
(grad £ (5,0 =0 =120V v 12,553

kao posledicu dejstva geometrijskih skleronomnih veza, a koje su dopunski uslovi za odredjivanje
nepoznatih skalarnih Lagrange+ovih mnozilaca veza, koje dejstvuju na materijalne tacke sistema u ravni
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njihovog kretanja. Daljom transformacijom prethodne vektorske jednacone, uzimajuc¢i u racun da se radi
o kretanju materijalnog sistema u ravni dobijamo:

5;<3

iw[’jngradﬁzi(xwyi)]j =M,

dL, [rC,F +i§ﬂwgradfw( ,,yl)}+a)cJ( )—i(i[ﬁ,}i[]jt

dt i=l v=1 i=1 \_s=I v=l

odnosno,

5,53

a')ngZ)zw_}()_I:FC’FR]_|:FC’i§ﬂ’w‘gradfvi(xi’yl:| ))t —ZN:(i[ —1e, F, ]+Zﬂ* rc:gradﬁz(i’)’i)]j

i=l v=1 s=1

Dalje, kao rezultat transformacije dobijamo vektorsku jednacinu dinamike relativnog kretanja
sistema materijalnih tacaka oko ose kroz srediSte sistema (centar masa, centar inercije) upravnu na ravni
u kojoj se kre¢u materijalne tacke sistema:

o=, =3 Sl -7} S5 1,5,

i=1 v=1
11z te jednacine relativne rotacije materijalnog sistema oko njegovog centra masa, mozemo dobiti
sledecu skalarnu jednacinu :
o) =M,
Sada moZemo napisati sistem od tri diferencijalne jednacine, u skalarnom obliku za kretanje
sistema slobodnih materijalnih tac¢aka u ravni:

Mo = (Fy )= X,
My =(F,.j)=7,

a)C ((:'z) w&Cz
- za sistem slobodnih materijalnih tacaka.

Sada moZemo napisati i sistem od tri diferencijalne jednacine u skalarnom obliku za kretanje

sistema materijalnih tacaka na koje dejstvuju i veze u ravni u kojoj se krecu, a to su:
N 5;<3

Mx,. = (ﬁR,;)+ zz/lw(gradfl‘/[(x[’yi)’;>
i=1 v=I
5;<3

My = (o )+ 22,1 (grad £,,(x.,).7)

=1 v=1

(—) N S; 5;<3
a)CJC{; :%CZZZ(Z[IZB[_FC’ ]+Zﬂ’ p[’gradfvt(xz’yl)lkJ
i=1 \_s=1

1 pridruzujemo im sistem uslova — ogranicenja za brzine pojedinih materijalnih tacaka u obliku:
(v,,grad £,,(x,,,))=0, i=1,2,...N, v=12,.5 <3

kao posledicu dejstva geometrijskih skleronomnih veza, a koje su dopunski uslovi za odredjivanje
nepoznatih skalarnih Lagrange+ovih mnozilaca veza, koje dejstvuju na materijalne tacke sistema u ravni
njihovog kretanja. U prethodnom sistemu jednacina je

Sl f6..5. ] 7
i=1

gde je J, é" ) aksijalni moment inercije masa sistema materijalnih tacaka u odnosu na centralnu osu

upravnu na ravan u kojoj se krecu sve materijalne tacke sistema ¢iju dinamiku izu¢avamo.

Ove iste jednacine vaZe i1 za ravansko kretanje krutog materijalnog tela, za koje mozemo uzeti
kao reprezentativnu ravan — ravan kroz centar masa — centar inercije paralelnu vektorima brzina
njegovih tacaka. Jedino se pri odredjivanju aksijalnog momenta inercije mase tela za osu kroz centar
masa C tela, umesto sume, uzima integral po zapremini tela, jer je to suma beskona¢nog broja
materijalnih tacaka elementarnih masa dm

Za sistem materijalnih tacaka Zm [pl, [a)c, P, ]] =0 J 7% to je zatelo
i=1
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I”[ﬁ’ [@Caﬁ]]dm :a’cjg;)a

pri cemu j?:
7O~ 1115l lm

aksijalni moment inercije masa tela u odnosu na centralnu osu upravnu na ravan kojoj su paralelne sve
brzine kretanja tacaka tela, koje vrsi ravansko kretanje, a kroz srediste tela.

Masinski fakultet Univerziteta u NiSu Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanovi¢) Hedrih
Katedra za mehaniku (nelektorisan — brief - tekst)



Mehanika III — Dinamika - Kinetika Predavanja XI1 Skolska 2006-2007
Str. 6 od 43

Osnovi teorije dinamike sudara dva materijalna sistema

Uvod

Kada se putanje dveju materijalnih tacaka susrecu u nekoj tacki i ako u tu zajednicku tacku
njihovih putanja dospevaju istovremeno razlic¢itim brzinama i ubrzanjima tada se ostvaruje dinamika
sudara tih dveju materijalnih tacaka. Uzajamno dinamicko dejstvo jedne materijalne tacke na drugu
materijalnu ta¢ku se naziva sudar, a njihova dinamika u tom kratkom vremenskom intervalu dinamika
sudara.

Ako jedna materijalna tacka miruje, a druga se pri tome krece i u kretanju susree sa njom
deSava se udar jedne, pokretne, materijalne tacke u drugu, nepokretnu materijalnu tacku. Kako je
mirovanje specijalan slu¢aj dinamike materijalne tacke, onda mozemo reci da je pojam sudara opstiji od
pojma udara.

Udar i sudar se mogu pojaviti izmedju jedne materijalne tacke i sistema materijalnih tacaka,
sudarom sa jednom od materijalnih tacaka diskretnog sistema materijalnih tac¢aka, koji se unutrasnjim
udarnim silama prenosi trenutno i na ostale materijalne tacke sistema ili tela.. Isto tako sudar materijalne
tacke moze se ostvariti sudarom sa materijalnim krutim ili deformabilnim telom. Takodje, sudar je
mogu¢ u raznim kombinacijama izmedju materijalni tacaka, sistema materijalnih tac¢aka i krutih 1 ili
deformabilnih tela. Prema svojstvima i karakteru materijalnih sistema — ucesnika u dogadjanju sudara
mozemo sudare podeliti u viSe razli¢itih vrsta ili grupa. O tome ¢e posebno biti reci.

Pojava sudara je veoma Cesta u prirodi, kao i u tehnickim sistemima, te je zato veoma znacajno
poznavati fenomen i svojstvene elemente sudara, drugim recima dinamiku sudara i njene vektorske i
skalarne invarijante. Udar se javlja u mnogim tehnoloSkim operacijama obrade materijala (naprimer,
kovanja, prosecanja, probijanja, i sli¢no), gde je udar deo programiranog tehnoloSkog procesa, ali se
javlja i kao Stetna pojava u masinskim sklopovima (naprimer, pri promeni stepena prenosa u zupcastim
prenosnicima menjaca brzina) kada trenutne sile koje se javljaju mogu izazvati pojavu dinamickih i
udarnih napona velikog intenziteta, iako kratkovremenog trajanja, Sto Cesto izaziva ostecenja i vodi
lomu delova sistema u sudaru.

Karakteristi¢no za sudar je to da dolazi do kontakta dva sistema makar u jednoj zajednickoj tacki
u koju dospevaju istovremeno po jedna materijalna tacka jednog i drugog sistema (kontaktna tacka
sudara elementarnih masa oba sistema) u kojoj dolazi do interakcije njihovih dinamika, i time se
ostvaruje trenutno, kratkovremenog trajanja dinamicko dejstvo jednog materijalnog sistema na drugi u
kontaktu trenutnog (vrlo kratjkog intervala) vremena pri ¢emu se javlja pojava skokovite
(diskontinualne) promene kinetickih parametara dinamike oba sistema. To se pre svega ispoljava u
promeni pravca i intenziteta brzine kretanja oba materijalna sistema, koji su se sudarili u odnosu na
intenzitete 1 pravce 1 smerove njihovih brzina pre njihovog sudara. U pojavi (deSavanju) sudara dva
materiojalna sistema javljaju se trenutne sile velikog intenziteta 1 kratkotrajnog dejstva u kratkom
vremenskom intervalu 7 u kome su materijalni sistemi u kontaktu tokom dinamike sudara, a koje
iS¢ezavaju po odvajanju sistema neposredno posle sudara. Sile koje nastaju pri sudarau dva sistema i u
stanju kontakta ta dva sistema nazivaju se 1 udarne sile velikog intenziteta, kratkotrajnog dejstva i
konacnog impulsa.

Pri proucavanju sudara Cine se neke osnovne pretpostavke, koje omogucavaju sastavljanje
modela dinamike sudara dva sistema, a pri tome se zadatak uproS¢ava, ali se dobijaju zadovoljavajuci
modeli realne dinamike sudara dva sistema.

Teorija sudara (i u specijalnom slucaju udara) se zasniva na slede¢im pretpostavkama:

1* Vreme 7 trajanja kontakta dva tela u sudaru je veoma kratko;

—— i : . e 1 : .
2* Udarne sile £/ su promenljive i velikog intenziteta, reda veli¢ine —, i kratkotrajnog dejstva
T

u toku vremena 7 trajanja kontakta dva tela u sudaru i u toku sudara imaju napadne tacke u tackama
kontakta dva tela u sudaru;
3* Promena momenta impulsa (koli¢ine) kretanja materijalnih sistema u toku sudara je konacna.
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4* TImpuls *’obicnih sila’” u poredjenju sa impulsom udarnih, trenutnih sila sudara je mnogo
mnogo manji te se moze zanemariti.

Udarne sile. Trenutni impuls.

Kada smo izucavali dinamiku materijalne tacke definisali smo diferencijal impulsa (kolicine)
kretanja dp(t) materijalne tatke u obliku:

dp(t)= F ()t = dK . (¢)
gde smo sa K (t) oznacili impuls sile. Ako prethodnu diferencijalnu relaciju integralimo, za impuls sile
K, (r) , dobijamo sledeéi izraz:
K,.(t)=p(t)- p(0)= jﬁ(z)dz = mv(t)— mv(0) = mv — mv,

0

Prirastaj kolicine kretanja (impulsa kretanja) Aﬁ(t) za konacni vremenski razmak At jednak je
impulsu K - (t) sile F (t), koja dejstvuje na materijalnu tacku, duz njene putanje, u tom vremenu.

Dimenzije kolicine kretanja (impulsa kretanja) [9(2‘) i impulsa K F (t) sile F (t) koja dejstvuje na
materijalnu tacku, duznjene putanje kretanje, u tom vremenu su iste. Dimenzija intenziteta impulsa
K » (t) sile F (t) koja dejstvuje na materijalnu tacku je:

dim|K , (¢) = MLT""
gde smo sa M oznacili dimenziju mase, ¢ija jedninica je [gr] mase ili [kg] mase, sa L smo oznacili
dimenziju duzine, ¢ija jedinica je [cm] duzine ili [m] duzine, sa 7' dimenziju vremena, ¢ija je jedninica
[sec]. Znaci da je jedinica impulsa sile [kgmsec_l] ili [N sec].

Posto je impuls sile K F (t) vektorski integral, to se on u opstem slucaju ne poklapa sa pravcem

sile F(r).
Srednju vrednost trenutne sile mozemo odrediti iz prethpodne relacije kao:
e t
F, =28 = [Fdr
[ 34

U slucaju da je sila konstantna F (t)zconst impuls sile K F(t) iako vektorski integral, je
kolinearan sa silom.

R, (0)= ple)- pley) = [ Bt = Fle—1) = mo0)= mi ()= mo -,
t

Znaci da je impuls K P (t) sile F (t) , koja dejstvuje na materijalnu tacku, duz njene putanje
kretanja, u konacnom vremenskom intervalu At =t —t, =t , jednak prirastaju kolicine kretanja (impulsa
kretanja) Af)(t) za taj konacni vremenski razmak.

Kada je sila F(f) konatna, impuls K, () te sile u malom vremenskom razmaku, kada
At=t—t,=7—0, jednak je nuli. Ako je promena brzine AV =¥(t)—v(t,)=v -, konaéne veli¢ine i
javila se za vrlo kratko vreme At =¢—t, =7 — 0 , onda mora i impuls K, (¢) sile F(¢) biti konacan, ali

zato ta sila F (t) mora biti beskona¢no velika. Ovakve sile F“ud (t) koje se javljaju kratkovremeno i daju

kona¢an impuls K. (t) nazivamo trenutne sile konacnog impulsa.
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Iz teoreme o promeni kineticke energije dinamike slobodne materijakne tacke - iz relacije
teoreme o promeni kineticke energije i njene veze sa snagom sile, koja vrsi rad duz putanje kretanja
materijalne tacke vazi matematicka relacija:

dE =

L - p(F,7)

dt

mozemo da napisemo:

dE, = Pdi =(F ¥ it
Po pribliznom integraljenju poslednje relacije dobijamo:

t _ t _ t _ 1 _

E~Eyy = [(F.vde)= [ (.5 )t = [(5(e).d . ()~ E(v +9,.K,)

0

t t t

pri ¢emo smo pretpostavili da aproksimativnu vrednost integrala mozemo odrediti uz pretpostavku o
.. AU B .
srednjoj vrednosti brzine v, = E(V + vo) u toku procesa sudara u kratkom vremenskom intervalu.

Na osnovu prethopdne priblizne relacije mozemo zakljuciti da za beskrajno mali vremenski
razmak (interval) prirastaj ‘’Zive sile’’ (kineticke energije) materiijalne tacke u dinamici sudara, kao i
rad trenutnih sila imaju konacne velicine.

Pomeranje materijalne tacke u toku malog prirastaja vremena At =¢—t, =7 — 0 beskonacno je

malo i teZi nuli. Kako je v =7 to je:
KF(t) = ﬁ(t)_ ﬁ(to) = m\7(t)— mﬁ(to) =mr —mv,
odnosno

mF = KF(t)+ my,
Sto posle integraljenja daje:

(7 —7) = [ RO+ mi(1-1,)

fo
ili
m(F_?o)zEKFm(t_t0)+m‘70(t_to) (A)
gde je K =, Stednja vrednost impulsa trenutne sile u kratkom vremenskom intervalu At =¢—¢, =7 — 0.
Kako t —>t, bice i Ar =7 —1,~0, na osnovu cega mozemo zakljuciti da je materijalna tacka za
kratkotrajnog dejstva trenutne sile u dinamici sudara nepokretna. vreme
Kada na materijalnu tacku dejstvuju, pored trenutnih sila Ij"u . konacnog impulsa i

kratkovremenog dejstva y intervalu t, <t <t +7, 1 sile konacnog intenziteta I:“k,k =1,2,3,...,P tada je
ukupan impuls svih sila jednak:

R (0)= PO~ o) = mi(0) - milt,) = o s, = [ Fyt+ 3" [ e = [ o

k=17,

fy fy

jer impuls sila kona¢nog intenziteta ﬁk,k =1,2,3,..., P u kratkotrajnom vremenskom intervalu, tezi nuli,
ako taj interval tezi nuli. Taj impuls sila ﬁk,k=1,2,3,...,P kona¢nog intenziteta je jednak nuli za
beskonac¢no mali vremenski onterval, te isti u proucavanju sudara dva sistema mozemo zanemariti.

Sada mozemo definisati i pojam udara u smislu dejstva. Dejstvo koje nekom telu daju trenutne
sile F; , konacnog impulsa i kratkovremenog dejstva u intervalu At =t —t, =7 — 0 naziva se udar.

Prema teoremi o promeni impulsa kretanja materijalne tacke mase m mozemo napisati
odgovarajucu relaciju izmedju kinetickih parametara dinamike materijalne tacke u obliku sledece
relacije:
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to+T

K (ty+7)= plty, +7)= pley) = mile, + )= mv(s,) = J-ﬁ;ddt

U prethodnoj relaciji vektorske invarijante v(z, +7) i ¥(t,) se uvek odnose na istu materijalnu
taCku mase m 1 nazivaju se brzine posmatrane materijalne tacke do udara, \7(1‘0), 1 posle, \7(10 +r),

sudara (ili udara). Ako materijalna tacka u trenutku udara u nepokretni material drugog sistema ima
brzinu ¥(z,) onda kazemo da je to dolazna brzina. Ona trenutno proizvedena brzina ¥(, +7) u toku

sudara kojim materijalna tacka izlazi iz kontakta sa drugim sistemom sa kojim se sudarila naziva se
odlazna brzina.

Kao §to smo pokazali prethodnom analizom, moramo imati u vidu pretpostavku da se za kratko
vreme sudarnog kontakta, poloZaji materijalnih tacaka u sudarnom kontaktu, kada dejstvuju trenutne
udarne sile, vrlo malo i sporo menjaju. Te beskonacno male promene polozaja materijalnih tacaka u
sudaru su reda veli¢ine malog intervala vremena u kome se odvija sudar. Zato je i opravdano S$to se
promene polozaja u toku kratkog intervala vremena u kome se deSava sudar zanemaruju, kao $to smo i
izveli u prethodnoj relaciji (A).

U slucaju udara jedne materijalne tacke u nepokretni materijal moze se napisati relacija oblika:

ty+7

5ty +7)=5(t,)= AV =&, 1y +7) =~ [ F, d
m m o

Ako je dolazna brzina ¥(t,) = ¥, poznata, a brzina ¥(t) je brzina u trenutku vremena ¢ € (¢,,z, + ) u toku

intervala udarnog kontakta prilkom udara materijalne tacke u nepokretnu materijalnu sredinu (sistem)
onda mozemo napisati sledece:

\7(t)—179 =Av :iKFud(t):lJ-F;lddt
m m

odnosno
jﬁ(t)dt - vgjdt = %jkm (¢)dt = %j jﬁuddt dt
t t t

a kakoje dr =v (t)dt iz prethodne relacije dobijamo:

to \lo

1t0+2'_~ 1 _
F =T, =— J.KFuda’t+\702'=[\70+—KFSJT
m ;. m
gde je

]ZFSZI

to+7
— J-KFuddt

T

srednja vrednost udarnog impulsa, u intervalu vremena (to,to + z') odvijanja kontakta u udaru
materijalne tacke o nepokretnu sredinu (materijalni sistema).

Teoreme mehanike u primeni na dinamiku (s)udara.

Na osnovu eksperimentalnog proucavanja (s)udara, uvodi se pretpostavka da sve tacke
materijalnog sistema imaju udar istovremeno, kada se isti dogodi u udarnom kontaktu dva materijalna
sistema. To se objasnjava time da se nagla promena brzina jednih tacaka materijalnog sistema prenosi
trenutno na druge materijalne tacke - elementarne mase materijalnog sistema. Inae same trenutne
(udarne) sile mogu biti i spoljasnje i unutrasnje trenutne sile udara, kako i aktive tako i pasivne (otpori —
sile reakcija veza). Tako 1 impulsi mogu biti unutra$nji i spoljasnji, ako i aktivni i pasivni (impulsi
otpora veza).

Teorema o impulsu kretanja sistema materijalnih tacaka za udar. Kada na materijalne tacke
masa m,,i =1,3,..., N diskretnog materijalnog sistema u nekom trenutku dejstvuju trenutne (udarne) sile
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F,i=12,...,N sa kona¢nim impulsima K,,,i =1,2,..., N, to za svaku materijalnu tacku sistema mozZemo
postaviti po jednu relaciju

to+T
5ty + )= (t,)= AV, =Kty + 1) = — [Fdt, i=123,.0N
ml i t,

Ako vektorski saberemo sve jednacine prethodno navedenog sistema dobic¢emo:
N N ty+7
va t +2' Zmi ZKth +T jFudldt
i=1 i=1 t

gde su: impulsi kretanja sistema materijalnih tacaka pre i posle sudara:
N
p to): Zmi‘_;i(to)
t + T va t, + r

Iz prethodnog sledl da je:
N — — —
ﬁ(to +T)_Z_5(t0):ZKFi(tO +T):Z J.F;d,idt K (t +T)

kao i:
N
Wc(to+T)_M‘7€(to):zlzm(to+f):2 J.ﬁ;td,idt K (t +T)

Poslednje dve relacije predstavljaju iskaz teoreme o impulsu kretanja sistema materijalnih
tacaka za udar.
Zbir impulsa udara materijalnih tacaka diskretnog materijalnog sistema jednak je zbiru impulsa

spoljasnjih trenutnih sila ﬁud’i konacnih impulsa, koje dejstvuju udarno na materijalni sistem. Kako je

zbir unutrasnjih sila F koje dejstvuju na materijalni system jednak nuli, to je i zbir impulsa

ud ,un,ij

unutrasnjih trenutnih sila konacnih impulsa jednak nuli.

N fotT

z j- ud jun y

i,j=1 t

Takodje, iz druge relacije vidimo vezu izmedju brzina srediSta sistema materijalnih tacaka pre 1
posle udara, v.(z, + 7) i ¥,(t,) to mozemo da formuligemo i sledeéu lemu:

Ako je materijalni sistem izolovan (na njega ne dejstvuju ni spoljasnje sile ni impulsi) tada se pri
udaru ne menja ni kolicina kretanja, ni brzina njegovog sredista (centra inercije).

Teorema o promeni momenta impulsa kretanja sistema materijalnih tacaka za udar (Teorema o
kinetickom momentu kretanja sistema materijalnih tacaka za udar). Kada na materijalne tacke masa
m,,i =13,...,N diskretnog materijalnog sistema u nekom trenutku dejstvuju trenutne udarne sile

Fu 4ot =1,2,..., N sa impulsima K ol =1,2,..., N , to za svaku materijalnu tacku sistema moZemo postaviti

po jednu relaciju teoreme o promeni momenta impulsa kretanja u obliku:

[Z'ami‘ji(to"'z')] [r mv( )] [r KFz(to"'T]: B QJ'EJdldt , i=123,.,N

Ako vektorski saberemo sve jednacine navedenog prethodnog sistema dobi¢emo:
to+7

i[ﬁ.,miv (t, +7)] Z[r mv( Z[ KL (2, +r] Z 7, JFud,dt
i=1

i=1 f

gde su: rezultuju¢i momenti impulsa kretanja sistema materijalnih tacaka pre i posle sudara:
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N
z rz(to ]

i=1

zo<ro+r>=i[:<zo+r>,mivi<fo e o)l= Yl o, + ]+ D AR()m e + )]

i=1 i=1

a imajuci u vidu da je:
— Ty (‘710 + LIEFsiJT
mi
sledi da je

zo<f0+r>=i[a<ro>,miv,.<ro+r>1+§{[vm+mizzﬁ,.jr,miv,.<to+r>

A

~3
NNl

i=1

Iz prethodnog sledi da je:

- = N . _ N _» _ N _ 1 - _

L, (to + T)_ L, (to) = z [ri (to )= m;v; (to + T)]_ Z [ i(tO )= m;v; (to )]+ Z|:(Vi0 + ;KFSiJT’ m;v; (to + T)}
i i=1 i

Sto daljom transformacijom daje

L*o(to+r>—zo<ro>=gm),mfvx%+r>—m,.v,.<r0>]+g{(vm+

sziJrﬂ my, (to + T)}

Zo(to + z')_Lo(to):

i, m}

Il
—_
Il
—_

M=
I
=i
)
—
ON
+
N
—
+
M=
1
A~
=
(=}
+
|_
=i
=
N—
=
S
=

i

1 konac¢no:

to+7

L,(t, +7) i r, jﬂd,dt +Z Vo7, my(t, + 7))

i=1

L b

Poslednje dve relacije predstavljaju iskaz teoreme o promeni impulsa kretanja sistema
materijalnih tacaka za udar.

Kako je zbir unutrasnjih sila koje dejstvuju na materijalni system jednak nuli, to je i zbir

momenta impulsa unutrasnjih sila jednak nuli.

N fo+T

> (B

Lj=1¢,,

Teorema o radu impulsnih(udarnih) sila

Pri dejstvu udarnih sila promene polozaja materijalnih tacaka sistema, kao Sto smo ve¢ dokazali,
su beskona¢no male, ali smo i utvrdili da su trenutne udarne sile vema velikog intenziteta, mada
kratkovremenog trajanja, kona¢nih impulsa, ali i njihovo dejstvo je takvo da one mogu izvrsiti odredjeni
konacni rad.

Ako sada podjemo od izraza za promenu polozaja materijalne tacke pod dejstvom udarne

(trenutne) sile ¢iji impuls sile znamo, a koji smo ve¢ izveli u obliku:
to+7 1
AF =F—F=— [Kpdt+V, =| ¥, +—K, [t
m; m

tako da mozemo odrediti skalarnu invarijantu — rad udarne (trenutne) sile na tom putu, racunajuci
skalarni proizvod trenutne udarne silr 1 priraStaja puta u slede¢em obliku:

to+7T
A | i . oy 15 oz (s =
(AF’EAd):(r_FO’Etd):_ F,» IKth +(E¢d’V0>T: (v07Fud)+_( Fs’Fud) T:Pudr-‘r_(KFs’Etd)f
m ; m m
0
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(Ar F;d st ) [(‘70=F;d,sr )"’ %(]ZFsaﬁlld,sr )}[ =P, T+ %(EFS vﬁ;d,sr)f = ((‘70=]ZFM, )"’ %( qu JEFW )j

Iz ovih izraza je oCigledno da je rad impulsnih (udarnih) sila konacan.
Na osnovu prethodnog mozemo zakljuciti da je ukupni elementarni rad impulsnih (udarnih) sila
u intervalu vremena (z,z + dt) koji je sadrzan u intervalu (£,,, + 7) u kome dejstvuju udarne sile:

N /. N /.

dd = Z(Fud,i’dl_’;): Z(Ezd,i"ji)it
i=1 i=l1

Ako sada sa K, ozna¢imo impuls trenutne (udarne, impulsne) sile u nekom trenutku vremena ¢ u

intervalu (¢, <t <t,+7),asa dK,, promenu impulsa trenutne, udarne, sile u od trenutka ¢ do trenutka

t +dt , to se prethodna relacija elementarnog rada moze napisati u obliku:

dA = Z(Em l,dr) (ﬁ;zd,iﬂ‘_;i )jt = i(‘_}i’dleud,i)
i=1 1 i=1

Kako se prema teoremi o impulsu kretanja sistema materijalnih tacaka za udar, kada na
materijalne tatke masa m.,i=13,...,N diskretnog materijalnog sistema u nekom trenutku dejstvuju

trenutne udarne sile Fudl, =1,2,...,N sa impulsima K ,,,i =1,2,..., N, za svaku materijalnu tacku sistema

moze postaviti po jedna relacija

to+T
5ty + )= (0,)= AV, =Kty +7) = — [Fydt, i=123,.N,
ml i t,

to takvu relaciju mozemo iskoristiti za odredjivanje promene brzine u intervalu (to,t), koji pripada

intervalu (¢, <t <z, +7) u kome se odvija udarno dejstvo sile:

\Z(t)—ﬁi(to):Aﬁi—lK :—de,dt i=123,..,N,
ml l’o

Sada unosenjem izraza za brzinu

v[(l) = ‘Z(tO)-i_LKFud,i(t IEu tdt i= 1’2’3""’N’
mi z ty

u izraz za relaciju elementarnog rada, moze se dobiti odgovarajuci izraz, koji se moze napisati u obliku:

dA:iZ(Eldl’dr) Z(v dKFudz( )) i(‘_}i(to)-’_mLIEFuf,i(t)’dI%Fud,i(t)j

i=l i=1 i

Vidimo da se sada ova diferencijalna relacija moze lako integraliti, te posle integraljenja u intervalu
(to,to + r), za ukupan rad trenutni udarnih sila za vreme trajanja udara dobijamo sledeci izraz:

Plty+7) Koqi(tg+7) N N 1 B B
4= [ S i)= ]S 0 S5 o 0+ )
rilty) 1= K, (ty)=0 1= i i
odnosno
4= R OF (0. 0)
i=1 i

Sada uzimaju¢i u racun da je
- - 1
Vi(t) = vi(t0)+_KFud,i(t) ’

odnosno

Il
—~N—
=)
—_

~
~

|

=
—_

~
=)
S~
==

-

1 =
_K udl()
ml
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a imajuéi uviduida je
( Fufl )Z - ( Fufz ) IzFuf,l(t)):l(‘_;l(t)_vl(tO)’[_{Fuf,l(t))
2

izraz za ukupan rad trenutmh udarnih sila za vreme trajanja udara, mozemo transformisati na
pogodniji oblik, tako da dobijamo slede¢i izraz

=3 R OF 0 R 0 = 330500 o 0 01, 0)

i=l1

ili
A= z{% (,0)+9,t0) K (r))}

Ovaj poslednji izraz je zaista u pogodnijem obliku za dalju analizu rada trenutnih udarnih sila u toku
trajanja udarnog dejatva.

Ova relacija za ukupan rad udarnih sila za vreme trajanja udara predstavlja Kelvinov obrazac za
rad trenutnih udarnih sila.

Princip rada za dinamiku udara u sistemu materijalnih tacaka

Polazimo od relacije principa rada za sistem materijalnih tacaka u obliku:

N Jj=S;
S S [ +F +F,, .5)=0

i=1 j=1
Ako sada pomnozimo prethodnu vektorsku jednacinu sa dt dobijamo:
ul av, 'S - .
z " (F +FW”)>§77l.Jdt=Z(midvi— ( F,. ])dt j 0
i=1 j=1 i=1 Jj=1

odnosno
N

Z mid‘_’;i o ( wz /)dt ;] ( ji(dK Fuaij + dlzw,ud,i,f)’&;iJ =0

i=l1 jl Jj=1

Posle integraljenja po vremenu prethodne relacue dobijamo:

[ ap - Sk, it e <3 050 3k 00 K 0h -0

ty /=1 i=1

ili u obliku

N

S50~ 56)- S (k.. ()4 ku,,l,d,i,j(t))(sr;j o

i=1 j=1

i posle nekoliko transformacija
N

J=Sir s
Z m, (t) —my, (to ) — (KFW_]_ (t) + K, i (t))> 5’3) =0

i=1 Jj=1
kao i u obliku:

N J=5S; = —
ﬁi(to + T)_ﬁi(to)_ Z(KFMJ,,/ (to + T)+ Kw ud i /(t + T))’éﬂj =0

i=1 j=1

dobijamo slede¢i oblik sistema vektorskih relacija:

i[mi(vi(ro T I [ T S r>),ar:] ~0

i=1 j=1

za system materijalnih tacaka u dinamici udarnih dejstava trenutnih inmpulsnih, udarnih sila.
Poslednje jednacine, znaci, predstavljaju vektorske relacije Principa rada za dinamiku udara u

sistemu materijalnih tacaka, a u literaturi su poznate i kao jednacine Dalamberovog principa za udar.
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U tim jednacinama v,(t,) je brzina i -te materijalne tatke mase m, u trenutku udara, a ¥,(¢, +7) je

brzina iste i-te materijalne tacke mase m, u trenutku posle udara.

Po analogiji sa silom inercije vektor

= (Bilty +7)= 5.0ty )) = -m (1, + 7)-%,(1,)
se moze nazvati 1 impulsom inercije udara materijalne tacke ili krace inercijom udara materijalne
tacke ili pak udarnim impulsom inercije materijalne tacke. K F, (tO +z') je impuls i-te trenutne

udarne sile na i -tu materijalnu tatku mase m., dok je K s d,i(to +7) impuls i-tog udarnog (trenutnog,
impulsnog) otpora veze koja dejstvuje na na i-tu materijalnu tacku mase m;.
Izraz

Jj=S; N N
SR, (to+7)+ Ry (1o +2))-m (5, + 2)-,(2,)

ud i, j
J=1

nazivamo izgubljenim udarnim impulsom i-te materijalne tatke mase m,.

Sada mozemo da iskazemo 1 princip rada u primeni na dinamiku udara sistema materijalnih tacaka:
Ukupan virtuelni rad izgubljenih udarnih impulsa jednak je nuli.
Ako sada sa
AV, =3ty +7)-7,(t,)

obeleZimo ukupnu promenu brzine i -te materijalne tacke mase m, u toku dinamike udara moze se

pretnodna relacija Principa rada za dinamiku udara u sistemu materijalnih tacaka napisati i u sledecem
obliku:

N J=Siy ~
z[mimi SR ) R+ T))ar;] 0

i=1 j=1
Sistem vektorskih jednacina - iskaza Principa rada za dinamiku udara u sistemu materijalnih
tacaka se moze izraziti i pomocu generalisanih koordinata ¢q,, k =1,2,3,...,n, gde je n brpj stepeni
slobode kretanja. Tada mozemo napisati da je
n 817
o, = z_léqk
= 04,

Sto unoSenjem u vektorske jednacine

N Jj=S; = -
w5ty +2) =700~ (Ko, (1 +7)+ K s 1+ r>),ar:] =0
i=1 Jj=1
i
N =S N
Z mAv; — Z(KFM,_,J. (to + T)"' Ky uaij (to + T))zé";z) =0
i=1 =
daje:
N ~ - =Sy - " oF
Z mi("i(lo + T)_ i(tO ))_ (KF“[,,,.,, (to + T)"' Kw,ud,i,j(to + T)),Zﬁé‘qk =0
i=l Jj=1 k=1""4k
i
N _ Jj=5; . . n alj
Z m,Av, — Z(KFM‘,J (to + 7)"’ Kw,ud,i,j (to + T))Zﬁé‘qk =0
i=1 j=1 k=1 "k

1 posle transformacije prve jednacine dobijamo:
0 - M) (oo ) & 5 oF ~ oF
S5 [0 02 502 || B (£ 20 o Ro s 12 o
k=1 i=1 0q, 04, j=1 ' oq, 0q,
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ili

AN 2 (GO s SR Y

Odakle se mogu ove jednacine izraziti u sistemu generalisanih koordinata.

Dejstvo udara na telo koje se obrée oko nepokretne ose. Centar udara.

Za telo koje se obrée oko nepokretne ose ugaonom brzinom @ i ugaonim ubrzanjem @, I
koje ima u tacki O sferno lezoSte, au tacki B cilindri¢no leZiSte, izveli smo na osnovu teorema o
promeni impulsa kretanja i promeni momenta impulsa kretanja slede¢e dve vektorske kednacine:

dﬁ—to—a)(J ‘@ rP’F] [rC’G] [ B]

Znaci da smo dobili dve vektorske jednacine sa nepoznatim otporima (veza) oslonaca vratila pri cemu znamo da
su FA v 1 F, » upravne na osu rotacije, dok je F 1, U pravcu ose. Pretpostavimo sada da ne dejstvuje sila teZine tela,
a da na telo koje se obrce dejstvuju samo trenutne sile konacnih impulsa i kratkovremenog dejstva, pri cemu
je spoljasnja trenutna sila ﬁ;d onda prethodne jednacine, za posmatrani slucaj dinamike udara na
telokoje moze da se obrée oko nepokretne ose mozemo napisati u sledecem obliku:

dp(t) _ 5

dt ©
dL
—0 =\, F ud]+[rB,F ]
dt

onda ¢e 1 otpori veza koje dejstvuju na telo u osloncima biti udarnog dejstva. Zato prethodne jednacine

transformizemo u oblik preko impulsa trenutnih sila i otrora veza trenutnog dejstva, a zato napiS§imo
prethodne vektorske jednacine u diferencijalnom obliku:

= ‘537) Rdi=F,dt+F,di+F,di+Fdt
dL, = (7, Jide +|®0 e = |7, F, bt + [, F,

Posle integraljenja prethodnih vektorskih jednacina u diferencijalnom obliku dobijamo:

ﬁl:ﬁAN+ﬁAn+ﬁB+E¢d

= a)(J ‘@
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AB(e)= ple)- Bz, ) =S,
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Ap(r)= ple)- pls,) =

AL, = L,{0)- L, ()~ (0 w753 + 86 [ at < . K, 1+ . R,

gde je M = @i + 0> w = RN, odnosno R, = @i, + 0™ W, = RN,
te je:

t t

[9,ar = [, + o Ja

Ly Ly

Postavljamo pitanje koji je uslov da ne postoje kineticki udarni reaktivni impulsi u osloncima vratila oko
koga rotira kruto telo pod dejstvom impulsnih sila. U tom sliaju ¢emo prvo odrediti reaktivne udarne impulse na
leziSta vratila: Zato pomnoZzimo skalarno, a zatim i vektorski ortom orjentacije ose 7 oko koje se impulsno okrece
materijalno telo.

(n R )dt— K, + n #FM)+(71, ﬁFB)+(ﬁ, und)
(a) a’o)(

odakle sledi da je:
=ﬁsg">j(ﬁ,2ﬁl)dt— i, K
(- wo)(jfxﬁ) A

Ako sada vektorski pomnozimo sa leve i desne strane prethodne jednacine ortom orjentacije ose 7

dobijamo:
ﬁ, i, il <[ [k, i+ [ilR,, ]+ [ilk,. A+ ik, ]

[l Bl <l & Jal .. )]

Kako dvostruk1 vektorski proizvod jedini¢nim vektorom ortom orjentacije ose 7 ‘’propusta’ samo
normalnu komponentu to mozemo da napiSemo:

KFAn

§§)ﬁ>j2fildz= K. +K,. [ [KF ol

~[i[ln. & i+ K,
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Odnosno resavanjem prethodnog sistema vektorskih jednacina po nepoznatim mpulsima inpulsnih

kinetickih otpora veza K £yl K r, koje se javljaju kao reakcija na dejstvo spoljasnje impulsne, trenutne
sile na telo koje rotira oko nepokreetne ose, dobijamo:

-[s5) ~[il&,, 7]
:—\s jzndz——[ 7oK, L]

Sada moZemo da napisemo izraze za reaktivne udarne impulse na leZita vratila K £yl K
(n R )a’t n K, )n

t{ éﬁldt ~[i[&, 4] Z‘é

g)jéfidtJré[ﬁ,[[Fp’lemlﬁ]]
_i[ﬁ, FI”’[_{:E,{[]’ﬁ:I]
Fp

kao 1 jednac¢inu impulsne dinamike tela oko ose rotacije:

(a) a’o)(‘](g)’ﬁ)_ (n’[FP’]ZFM D

Iz izraza za reaktivne udarne impulse na leziSta vratila oko koga se pod dejstvom impulshog
opterecenja u obliku trenutne sile, kratkotrajnog dejstva i kona¢nog impulsa okrece rotor, tako da se
javlja kineticki devijacioni spreg impulsnih udarnih reakcija

= n‘S

- |5

. 1=
K, :—‘sg)
I"B ;

KFANDEV = ‘Q [ rP’K ,l ]]
KFBDEV = r_‘§(oﬁ) _[ﬁﬁdt _ri[ﬁ’ [[FP’ KFM l ﬁ]] = _KFANDEV
B % B

Centar udara. Centar udara C, je ona tacka u kojoj treba da dejstvuje udarna trenutna impulsna

sila, da bi reaktivne udarne impulsne reakcije veza u leziStima vratila bile jednake nuli. Neka je vector
poloZaja centra udara sa vektorom polozaja 7. =&, u+n. w+ ¢ n, tada njegove coordinate mozemo

odrediti uiz slede¢ih usmova:

jzﬁldz ~[i.]&, =0

[ -%:, Jall= 0
(0-a i) (], )

Na snovu ovih uslova dobijamo uslove koje moraju da zadovolje koordinate udarne impulsne
trenutne sile, kao i koordinate centra udara u kojoj je napadna tacka udarnog impulsa - trenutne sile, da
bi kineticki udarni impulse — trenutni otpori veza na lezista rotora bili jednaki nuli. Ti uslovi su:

K.=0, K,#01i K, =0

s

)

za koordinate udarnog impulsa K r, Koji za izabran koordinatni sistem tako da srediSte masa

materijalnog tela lezi u rotirajucoj ravni 7 =0 , odnosno A&¢ ravni koja prolazi kroz osu oko koje se
moze obrtati telo, iom slu€aju su koodinate centra udara odredjene slede¢im izrazima:
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Dok su za taj slucaj relacije veza izmedju ugaobe brzine 1 ugaonog ubrzanja oblika:
ty+7 ty+7
¢ K ¢ K
Ia)zdt:—‘fzo , Ia')dt: T —w-w,#0
t, M C t, MfC

Sada treba dokazati prethodna tvrdjenja.
Polazimo od dobijenih uslova u obliku:

jzﬁldz ~[i.&, =0
Ly

s

Zatim odredimo potrebne izraze i vektore i vektorske proizvode u obliku:

! ./

i'" joon

SO =[[[la,Flam = [, 7. ] =S5 )d, =m0 0 1 |=MTne+ET)= MAnS + &,
4 Se Me Se
i i
7.8 ]= Ml [ n = (i i 7y = (S5 =M 0 0 A|=M(-TE~Jne)=Mnl + &,
—Ne S O

Ako izaberemo ravan 77 =0 , odnosno A&S raven, koja prolazi kroz osu oko koje se moze
obrtati telo i u toj ravni neka je srediSte sistema (masa tela), te mozemo dobiti odgovaraju¢a uproséenja
potrebnih vektorskih proizvoda u obliku:

A
SO = [[[l,7Yam =[.7.m =[s§ )i, =m0 0 1|=mlg )= MEF
v
e 0 &
iy
.59 |= i[5 ]| = M (.7 )i - 7.) =[S =m0 0 1|=m(-7&,)
0 & 0
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Po odredjivanju prethodnih izraza, nije teSko do¢i do traZenih projekcija kinetickih impulsa —
trenutnih reakcija veza — kinetiCkih impulsnih pritisaka na lezista vratila rotora. Odredjene vektore 1
vektorske proizvode unesemo u uslove:

\Egﬂ\jﬁldt -[i[&, ifl=0 R = i + 0 = AR,
L
‘ég’) jA&ﬁdt B [ﬁ’ FC,‘ ’I_{Fud lﬁ]]: 0 2ﬁl = ou, + a)zv—{}l = 9(ﬁﬁo]

fo
(a)— a)o)(Jg),ﬁ)= (ﬁ, [FC“ ,KFMD
Iz ovih uslova ¢emo odrediti koordinate centra udara. Transformacijom dobijamo da je

j(a)ﬁmzw)dz—[ﬁ, m K, Ji=0

)

=

to+T to+T
("Do, + /"Dy ) [t +(=7'D,,, + 7'D,,.) [rdt + (e K, —¢o K, )+ & K. ~¢. K. )=0 O
ty fy

a iz ovog uslova sledi da je
\Egﬂ\jﬁldt -[i[&, ifl=0
lo

Tako da dobijamo da je:

—(-iK.-jK, )+ Mgcj'tof;dz +M(-ie, )[Ojtra)zdt -0
t t

odakle odredjujemo da je prethodni uslov zadovoljen, ako je:

to+T
Ia)zdt ==
f c
to+7
) K
ja)dt =—1 =w-n,
M.

Sada prethodni rezultat unosimo u jednainu — relaciju drugog uslova da kineti¢ki impulsi
udarnog optere¢enja budu jednaki nuli:
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Oz ove relacije dobijamo da je
D J,
o =2 =29 kao K.=01in, =0
CoMg. Mg '

1z jednacine obrtanja pod dejstvom udarnog impulsa piSemo
(w -, )Jc(;;) = (é:c”Kn - nCqu)
a imajuci u vidu da je:

to+7
Id)dt =—1-=0-,
8 Me,
sledi
K
Mg J(Oé“) = (gc,l K, - UC,‘Ké)
C
Odakle dobijamo
K. = 0, K, # 0
Sto zna¢i da udarni impuls mora da bude upravan na osu rotacije ¢ i jedna od koordinata centra
udara je:
()
g, =0
Cu
Me.

a time smo dokazali da su navedeni izrazi za kineticke pritiske tacni.
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Apyuiong (287-212 np. Xp.) - lepi émmnéddv copponikav, | kévipa Papdv (O ypaBHOTEIKEHHM paBHMMAa WM LEHTPH TEHIKHX PABHH).
Nma y nemaukom npeBoay E. Nizze. 1824.

G. Galilei (1564-1642) - Discorsi e dimonstracioni matematiche.

Leiden 1638. ma yma y Hemaukom npeBoy y 36upun Klassiker- — Bibliothek Ostwald'a.

1. Newton (1642-1726). - Philosophiae naturalis principia mathematica. London 1686. [IpeBeneHO Ha BUIIE je3UKA.
L. Euler (1707-1783) - Mechanica sive motus scientia analitice exposita. Petropoli 1736.
- Theoria motus corporum solidorum. Gryphiswaldiae et Rostockii 1765. Mma nemauxu npeBon Tux kmura ox J. Wolfers'a.

J.D'Alembert (1717-1783) - Tratié de dynamique. Paris 1743.
J. L. Lagrange (1736-1813) - Mécanique analytique. Paris 1788.
P. S. Laplace (1749-1827) - Mécanique céleste. Paris 1799-1825.
L. Poinsot (1777-1859) - Eléments de statique. Paris 1804.
C. G. J. Jacobi (1804-1851) - Vorlesungen iiber Dynamik. Berlin 1866.
W. R. Hamilton (1805-1865) - Lectures on quaternions. London 1853.
H. Grassmann (1809-1881) - Ausdehnungslehre. Stettin 1844.
H. Poincaré (1854-1912) - Lecons de mécanique céleste. Paris 1905-10.
OnmmpHHjy IUTEepaTypy 0 MexaHuiu Moryhe je Hahu y OBUM KbHTama:
- Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften. B. IV. Mechanik. Leipzig 1901-1935.
- Handbuch der Physik von Geiger und K. Scheel. B. V. Grundlagen der Mechanik. Mechanik der Punkte und starren
Korper. Berlin 1927.
Yuraolty, Koju O XKeJeo 1a ce yIo3Ha U ca APYTMM KypCeBUMAa MEXaHUKE y  I'DaHMI[AMa MEXAaHMKE Tauyke, MOXXEMO IPENOpy4YUTH OBE

KbuTe (pen mucama je andaberckn):

P. Appell - Tratié de mécanique rationnelle. T. I. Statique. Dynamique du point. Paris. Buma m3nama.

U. Apnosmwesul - OcHoBH Teopucke Mexanuke. [. 1947.

A Bobwinesw. - Kypes ananurunaeckoit Mexanuku. . Yacts kunemaTnaeckas. C. - IerepOyprs 1885. II. Yacth kuHEMaTHueckas.

Brloycks nepBeiii: Mexanuka MeTepbsuibHOM Touku. C. - [TetepOyprs 1888.
T. Levi-Civita e U. Amaldi - Lezioni di meccanica razionale. V. I. Cinematica. Principi e statica. V. II. Dinamica dei sistemi con un

numero finito di gradi di libereta. Parte prima. Bologna 1922-27.

R. Marcolongo - Meccanica razionale. Milano. 1905. Hemauku npesox H. Timerding'a - Theoretische Mechanik. Leipzig 1911.
J. Nielsen - Vorlesungen {iber elementare Mechanik. IIpesog W. Fenchel'a. Berlin 1935.
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P. Panlevé - Cours de mécanique. T. L. Paris 1930.
C. I'. Ilemposuuw - Kypch TeopeTnyeckor MEXaHUKH.

Yacts I. Kunemartuxka. C. - [lerepOyprs 1912.

Yacrts II. lunamuka touku. C. - [TetepOyprs 1913.
K. Cmojanosuh - Mexanuka. beorpax 1912.
I K. Cycnogw - OcHOBHI aHanmuTH4eckoi Mmexanuku. Uzn. 2. Kiess 1911.
I'. K. Cycnoe - Teopernueckas Mexanuka. Mzganue Tpetbe nocMepToe. Mocksa, Jlenunrpag. 1946.
E. T. Whittaker - A treatise of the analytical dynamics of particles and rigid bodies. Cambridge 1904. Tpehe nzgame 1927.
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