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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA

MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA

VIL.3. DEVETA NEDELJA

Dinamika sistema materijalnih tacaka

Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tacaka: Geometrija masa. Srediste sistema masa i njegove osobine. Diferencijalne jednacine
kretanja sistema materijalnih tacaka. Teorema o kretanju srediSta sistema materijalnih tacaka. Koli¢ina kretanja sistema materijalnih tacaka. Moment
koli¢ine kretanja sistema materijalnih tacaka. Kineticka energija sistema. Koening-ova teorema o kineti¢koj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih
tacaka. D’ Alamber-ov princip. Lagrange-ov princip. Lagrange-D’Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VIII. DESETA NEDELJA
Dinamika krutog tela

Osnovni pojmovi dinamike krutog tela: Momenti inercije mase tela. Definicije. Steiner-ova teorema. Elipsoid inercije. Translatorno kretanje tela.
Koli¢ina kretanja tela. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija tela.

XIL.1. JEDANAESTA NEDELJA

Obrtanje tela oko nekretne ose. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalna jednacina kretanja. Kineticka energija. Rad. Snaga.
Fizicko klatno. Kineti¢ki pritisci.

XI1.2. DVANAESTA NEDELJA

Ravansko kretanje tela. Koli¢ina kretanja. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija. Uslov kotrljanja bez
klizanja.

Obrtanje tela oko nepkretne tacke. Kineticka energija. Moment koli¢ine kretanja. Euler-ove dinamicke jednacine obrtanja tela oko nepokretne
tacke. Regularna precesija.

XI.3 TRINAESTA NEDELJA
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.

Dinamika tela promenljive mase. Jednacina Mesc¢erskog. Kelijev problem. Jednacina Ciolkovskog.

Dinamika materijalnog sistema (nastavak)
Dinamika sistema materijalnih tacaka
Dinamika krutog tela

Dinamika krutog tela

Uvod.

kokskokook

Vektori momenata inercije masa krutog materijalnog tela. Obrtanje krutog tela oko
nepomicne ose.

Primer. Prou¢imo, sada, impuls kretanja df?(t), moment impusla kretanja dL, (zamah) i njihove promene na
primeru kretanja materijalne tatke elementarne mase dm krutog materijalnog tela, koje rotira ugaonom brzinom @ = @WHh ,

oko nepokretne ose orjentisane jediniénim vektorom 7 i koja prolazi kroz momentnu ta¢ku O . Graficki prikaz kinemati¢kih
i kinetickih vektorskih invarijanti za jednu tu materijalnu tacku elementarne mase koja je deo krutog materijalnog tela dat je
na narednoj slici.

Oznadimo sa 7 vektor poloZaja te materijalne tacke elementarne mase u odnosu na momentnu tacku O, kroz koju
prolazi i osa orjentisana jediniénim vektorom 7 oko koje, ugaonom brzinom @ = @n, rotira ta materijalna tacka

elementarne mase. Brzina V kretanja te te materijalne tacke je jednaka vektorskom proizvodu ugaone brzine @ = @n i

njenog vektora polozaja ¥ : V = [5), r ] = a)[ﬁ 7 ] Brzina V obrtnog kretanja te materijalne tatke elementarne mase dm je

upravna na osu rotacije i njen vektor polozaja, odnosno na vektore 7 i 7 .
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Vektor impulsa kretanja df?(t ) te materijalne tatke elementarne mase, koja rotira ugaonom brzinom @ = @H , oko

nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 72 , koja prolazi kroz momentnu tacku O, je:
dp(t) = vdm =@, Jdm = w[ii, 7 Jdm = wdS?
gde smo uveli oznaku

0

dSY) =i, 7 ldm

i vektorsku definiciju za vektor dS(()")statiékog momenta mase materijalne tatke elementarne mase dm u odnosu na momentnu
tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O . To je i moment mase prvog reda ili
linearni moment mase materijalne tatke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tadku O i osu orjentisanu jedini¢nim
vektorom 71 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O . Taj vektor zavisi od polozaja materijalne tadke elementarne mase dm u
odnosu na osu, odnosno od njenog polo\aja u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom 7 . Takodje

izrazava inerciono i devijaciono svojstvo prvog reda pri rotaciji materijalne tatke elementarne mase dm oko nepokretene ose. U

slu¢aju kada je materijalna tatka elementarne mase dm na osi vector ngl)statichog momenta mase materijalne tacke

elementarne mase dm u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisana jediniénim vektorom 71 je jednak nuli, tada su i vektori
7l i 7 kolinearni. Poredeéi ovo odredjenje vector dS, gl)linearnog momenta mase materijalne tadke elementarne mase dm sa
vektorom dobijenim mnoZenjem mase materijalne tadke elementarne mase dm i jedini¢nog vektora orjentacije ose # , a koju smo

uveli preko preprincipa (prednacela) postojanja, mozemo uvesti i vector dM gl) =ndm nazvati momentom mase nultog reda ili

nulti moment mase materijalne tacke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim
vektorom 71 .

dL, =[F.|@,7]ldm = 0dJ

&) =7 . T

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta dLO materijalne tacke elementarne mase dm , koja rotira ugaonom brzinom
o o = ) O: N dj(ﬁ) . Ny
(D = W N oko nepokretne ose orjentisane jedinicnim vektorom N , i prolazi kroz pol i vektora momenta inercije mase o materijalne tacke
elementarne mase dm , za pol O iosu orjentisanu jedinicnim vektorom N i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase dJOn i devijacionog

(i
momenta mase dD(O ) materijalne tacke elementarne mase dm , za tu osu i taj pol.

Vektor momenta impulsa kretanja dLO te materijalne tatke elementarne mase dm krutog tela, koje rotira ugaonom
brzinom @ = @1 , oko nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 7i , koja prolazi kroz momentnu tatku O, je:
- def e
dL, :[r,dﬁ]: [r,v]dm = [r,[a),r]]dm = a)[r,[n,r]]dm = a)dJé")

gde smo uveli oznaku
def

dJ) =, [i, 7 ]ldm
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()

i vektorsku definiciju za vector d.J, o  Mmomenta inercije mase materijalne tatke elementarne mase dm u odnosu na momentnu

tacku O i osu orjentisanu jediniénim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tatku Q. To je i vector momenta mase
drugog reda ili kvadratnog momenta mase materijalne tacke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tatku O i osu
orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O. Taj vektor zavisi od poloZzaja materijalne tacke
elementarne mase dm u krutom telu, odnosno tela u odnosu na osu, odnosno od poloZaja te materijalne tatke elementarne mase
dm u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom 71 . Takodje izraZava inerciono i devijaciono svojstvo
drugog reda pri rotaciji te materijalne tacke elementarne mase dm oko nepokretene ose. U slutaju kada je materijalna tatka

()

elementarne mase dm na osi njen vektor d.J o momenta inercije mase te materijalne tacke elementarne mase dm u odnosu na

momentnu tadku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 77 , je jednak nuli, tada su i vektori 71 i ¥ kolinearni.
Oba vektora koje smo prethodno definisali:

7 ) .. . y y .
* vector d.J é ) momenta inercije mase te materijalne tacke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tadku O i osu

orjentisanu jedini¢énim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O :
. def
i [~ —
dJ(Oi) =[r,[n,r]]dm
kao i vektor ngl)statichog momenta mase materijalne tatke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tatku O i osu

orjentisanu jediniénim vektorom 71, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O ili moment mase prvog reda ili linearni moment
mase materijalne tadke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 77 , a koja
prolazi kroz tu momentnu tacku O :
o def
dS§) =i, 7 Jdm
su vektori vezani za tacku — pol O i orjentisanu osu i kao takvi su tenzorskog karaktera i odredjeni su, u opstem sluéaju sa devet
skalara. To znaci da su tenzori drugog reda.

Slika. Graficki prikaz momenta impulsa kretanja — kinetickog momenta dLO materijalne tacke elementarne mase dm krutog tela, koje rotira ugaonom

— — - (i
brzinom (D = (D N oko nepokretne ose orjentisane jedinicnim vektorom N , i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase dJ é )materijalne tacke

elementarne mase dm keutog tela, za pol Oiosu orjentisanu jedinicnim vektorom N i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase dJ on't

(7
devijacionog momenta mase dDé ) materijalne tacke elementarne mase dm krutog tela, za tu osu i taj pol.

Na osnovu prethodne analize za jednu materijalnu tatku elementarne mase dm krutog materijalnog tela, prou¢imo, sada,

impuls kretanja ﬁ(l‘ ) , moment impusla kretanja Zo (zamah) 1 njihove promene na primeru kretanja krutog materijalnog tela
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koje rotira ugaonom brzinom @ = @N , oko nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 7 i koja prolazi kroz

momentnu tacku O.

Vektor momenta impulsa kretanja Lo sistema materijalnih tataka elementarne mase dm , koje &ine jedno kruto
materijalno telao, koje rotira piSemo pomocu vektorskog zbira vektora momenata impulsa svih materijalnih tacaka elementarnih
masa dm , koje su elementarni delovi krutog materijalnog tela, koje rotira ugaonom brzinom @ = @1 , oko nepokretne ose

orjentisane jediniénim vektorom # , koja prolazi kroz momentnu tatku O, je:
- _ de . o
£y = (e, )= {5V ([0 = [ .7 = 7 -
gde smo uveli oznl;ku ' ' ' Y g

T ([0,

. L T . . .. y . S
i vektorsku definiciju za vector J, é ) momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O . To je i moment mase drugog reda ili kvadratni moment mase

materijalnog tela u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 77 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku
0.

Steiner-ova teorema. Imajuéi u vidu da je 7. =7 -+, to unoSenjem u
~def
Jé”) = J‘”[r,[n,r]]dm
v
dobijamo:
def
76— 76 = [7 7
I =g + 7 .7 M
a to je izraz Steiner-ove teoreme, koja kaze da je vektor momenta inercije mase J, é") materijalnog krutog tela u odnosu na
momentnu tacku O i osu orjentisanu jedinicnim vektorom N, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O jednak je zbiru
vektora sopstvenog momenta inercije mase J, (Cn) krutog materijalnog tela u odnosu na momentnu tacku C u sredistu masa
tela i osu orjentisanu jedinicnim vektorom N, a koja prolazi kroz srediste tela C i poloZajnog [FC, [ﬁ, FC ]]]\1 u odnosu na

srediste tela.

Vektor sopstvenog momenta inercije mase J éﬁ) krutog tela u odnosu na momentnu tatku C', u sredistu tela, i osu
orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz srediste tela C nazivamo i centralni vector momenta inercije mase
J éﬁ) materijalnog krutog tela za srediste (centar inercije) C i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 .

()

Vektor momenta inercije maseJ ,’ krutog materijalnog tela u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

Jedinicnim vektorom 1, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O, moZemo razloziti u dve komponente, jednu J ,,, u pravcu

(1)

ose N i drugu @g’ ) upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju cine vektori J ;" i N i to moZemo napisati u

sledecem obliku:

jg) = (ﬁ,jg))ﬁ+[ﬁ,[jg7),ﬁ]]: JOn;i+§87)

Aksijalni i devijacioni deo vektora momenta inercije mase tela. Glavne ose inercije materijalnog tela. Komponenta
(i)

vektora momenta inercije mase J, (()n) krutog materijalnog tela u pravcu ose 1, koju smo oznacili sa J, 1, odnosno J ).

nazivamo jos i aksijalni moment inercije mase krutig materijalnog tela za osu orjentisanu ortom 1 i koja prolazi kroz pol

0:
TG =T = .7 )i
i njen intenzitet je J je jednak:

o = (,79))
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()

Komponenta vektora momenta inercije mase J o  krutog materijalnog tela u pravcu upravnom na osu n, koju smo

g ~ (77 . . o . . . . L
oznacili sa Q(O) nazivamo jos i vektor devijacionog momenta inercije mase krutig materijalnog tela za osu orjentisanu

ortom N i koja prolazi kroz pol O :

NG _ |7 |76

D) =n,|J, 0
i ona lezi u devijacionoj ravni i izrazava devijaciona sviojstva krutog materijalnog tela u odnosu na osu, oko koje rotira to telo,
odnosno devijaciona svojstva rasporeda masa krutog materijalnog tela u odnosu na osu rotacije. (Naprimer, masa tocka, koji je
nasadjen ekscentricno pokazuje devijaciona svojstva pri rotaciji oko te ekscentriCne ose, a masa izbalansiranog tocka, koji je

centri¢no nasadjen ne pokazuje devijaciona svojstva. Balansiranje tockova se izviodi dodavanjem olovnih ‘’materijalnih tacaka’’
¢ime se ponisStavaju devijaciona svojstva tocka u odnosu na osu rotacije.)

Ako vektor momenta inercije mase .J, g") krutog materijalnog tela ima samo komponentu u pravcu ose ﬁs , koju

e (i) . T e . .. .. i - .
smo oznadili sa J. é;) i nazivali joS i aksijalni moment inercije mase krutog materijalnog tela, onda ¢emo tu osu 71, nazvati

glavnom osom inercije. Znaci da je za glavnu osu inercije orjentisanu ortom 7, komponenta u pravcu upravnom na osu 77,

koju smo oznacili sa @g ) nazivamo jo$ i vektor devijacionog momenta inercije mase krutog materijalnog tela jednaka
nuli: D) = 0. Tada je:

j) = (~ *(m);,

JO = ns"]O s

Takvih pravaca i osa ima tri u svakoj tacki prostora i set od tri glavna pravca inercije, odnosno od tri glavne ose inercije
sadrzi ose koje su medjusobno ortogonalne. A to ¢emo kasnije i dokazati.

()

Ako sada vektor momenta inercije maseJ,,  krutog materijalnog tela u odnosu na momentnu tatku O i osu

orjentisanu jediniénim vektorom 7, a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O razlozimo u tri pravca osa koordinatnog sistema
Onuw mozemo da napisemo:

79 = (1,79 Vi + .75, ]| = g i + B = T i + B + BG) = J i + Doy + Dy,

Projekciie D, =—J,,, i —J ome Vektora momenta inercije mase ng) krutog materijalnog tela u

——
pravcima dveju medjusobno ortogonalnih osa # i W nazivamo devijacionim momentima za dve ortogonalne ose 7 i u ,
odnosno 7 i W. Ove projekcije se zovu jo§ i proizvodi inercije.

Tenzor momenata inercije masa sistema i matrica tenzora momenata inercije masa krutog materijalnog tela.
()
0

Svakom od vektora momenta inercije mase.JJ,, ' krutog materijalnog tela u odnosu na momentnu taéku O i osu orjentisanu

jedini¢nim vektorom 72, mozemo pridruziti jednu matricu kolonu ¢&iji su elementi njegove projekcije na ose koordinatnog
sistema ONUW na sledeci nacin:

JOn D Oun D Own
Jg)ﬁ) = DOnu JE)‘Z) = "]Ou Jg) = DOwu
D Onw D Ouw "]Ow

i pomo¢u njih sastaviti matricu 3 X 3 koju éemo nazvati matrica tenzora momenata inercije masa materijalnog krutog tela, &ije
su kolone sastavljene od matrica kolona, koje sadrze projekcije vektora momenata masa krutog materijalnog tela redom, za ose

koordinatnog sistema OHUW , a &iji su elementi aksijalni momenti inercije masa i devijacioni momenti masa krutog materijalnog

tela, odnosno proizvodi inercije masa krutog materijalnog tela za par osa redom iz skupa ortogonalnih vektora 7, 2 i W. Na
osnovui toga mozemo da napisemo:

JOn D, Oun D, Own JOn D Oun D, Own

J0 = (J((;l) J((;,) J((;V)): DOnu JOu DOwu = DOnu JOu DOwu

D Onw D Ouw JOW D Onw D Ouw JOw

Ako za skup ortohonalnih ortova uzmemo ortove Descartes-ovog koordinatnog sistema i , ] ik prethodna matrica postaje:
( ) JOx D Oyx D Ozx JOx D Oyx D Ozx
i j k

JO = (JE)) Jg) JO ): DOxy JOy DOzy = DOxy JOy DOzy
D Oxz D Oyz JOZ D Oxz D Oyz JOz

U vektorskom obliku vektori momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema su:
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jg) 0xz+®() 0xz+D0]+D0k
TG =70 +BY) = Dy +J ) + Dy

Oyz

J( £ = J02k+$( Q. D,.i +D,,, JHJyk

HI[ [7. 7l
3= 1117 o
$=[[1l el

Ako sada redom pomnoZimo vektore momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema za pol u

ili
de/

de/

dej

koordinatnom pocetku kosinusima smerova jedini¢nog vektora 7 =i cOS@ + j sin 3 + k c0s ¥ onda ¢emo dobiti sledece:

jg)cosa+jg)cosa+j(olg)cos;/dzcosa”j[ﬁ[;,?]]dm+cosﬂ”ﬂ?,[j,?]]dm+cos;/”.j[;7,[l€,;7]]dm =
= '[”[17, [fcosa+]sinﬂ+l€cosy,?]]dm = _”‘J‘[F,[ﬁ,?]]dm _ jéﬁ)

ili

= I”[ﬂ[ﬂﬂ]dm =JUcosa+ IV cosa + ¥ cosy
Vv

Sada se pomoc¢u definisane matrice tenzora inercije mase krutog materijalnog tela moze napisati prethodna relacija u
slede¢em obliku:
Jox Dny D, ||lcosa
{Jg)}: Dy, Jo, Dy, cosfBr=J, {n}
Dy, Dy, Jo. )| cosy

te je aksijalni moment inercije mase krutog materijalnog tela za osu 1 koja prolazi kroz koordinatni pogetak O jednak:

Jox Dny D,  \|lcosa
Jon = (n){Jg’)}= (cosa cosff cosy DOxy Jo, Do, cosf ;= (n)JO {n}
D Oxz D Oyz JOz COS}/
Devijacioni moment mase krutog materijalnog tela za dve upravne ose niu koje se seku u koordinatnom pocetku O je:
Jox Dny D, ||cosa
DOnu = (Z/I){Jg)}: (COS au Cos ﬂu COs }/u DOxy JOy DOzy COSﬂ = (u)JO {n}
D Oxz D Oyz JOZ Cos 7/

Da bi smo odredili glavne pravce inercije mase krutog materijalnog tela potrebno je da nademo one pravce ﬁs za koje je

J éﬁ‘) = (ﬁs s J g“) )ﬁs , 0odnosno u matri¢nom obliku:

JOx D Oyx D Ozx Cos as
() } - _ _
{JO - DOxy JOy DOzy cos ﬂs - JO {ns } - JOIIX {ns }
D Oxz D Oyz JOz COs 7/ s
te odatle dobijamo:
JOx - JOMS D Oyx D Ozx cos as
JO{ns}_ JOn‘SI{ns}: DOxy JOy o "]Ons DOzy COSﬂS
DOxz DOyz JOz - "]Ons Cos 7/5
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gde je I= 1 jedini¢na dijagonalna materica. Poslednja matri¢na jednacina predstavlja sistem homogenih
1

algebarskih jednaCina sa nepoznatim kosinusima smerova orta glavnog pravca inercije masa krutog materijalnog tela,
ﬁs =icosa,+j sin ,BS + k cos ¥, ali sadrZi i nepoznati aksijalni moment inercije mase krutog materijalnog tela J ,, za

osu u tom glavnom pravcu inercije. Kako je sistenm algebarskih jednac¢ina po nepoznatim kosinusima smerova orta glavnog pravca,
to da bi postojala reSenja razlicita od trivijalnih i nultih, potrebno je da determinanta sistema jednacina bude jednaka nuli, a tome
treba pridruziti i uslov da je zbir kvadrata kosinusa uglova jednog pravca jednak jedinici. Na osnovui toga piSemo sekularnu
jednacinu:

(Jo _JOn:I){nS}Z 0

JOx - JOnv D, Oyx D Ozx
D Oxy JOy - JOnS D Ozy = 0
D Oxz D Oyz JO - ‘]0n‘c

iz koje odredjujemo glavne momente inerciije masa krutog materijalnog tela: J,, ,s =1,2 =3, kao korene jednacine
tre¢eg reda, koju dobijamo razvijanjem prethodne determinante:

])C’)(JOnS ): _|‘(J0nl\, )3 - JI(JOnl\, )2 + JZ(‘]Onl\. )_ JsJ: 0
ukojoj su J,, J, 1 J; skalari, redom prvi, drugi i treci, matrice J, tenzora momenata inercije masa krutog

materijalnog tela u odnosu na pol O:
* J, je prvi scalar 1 jednak je zbiru elemenata sa glavne dijagonale matrice J, tenzora momenata

inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O:
J1 = JOx + JOy + JOZ = JOn + JOu + JOw = JOnl + JOnz + JOn;
* J, je drugi scalar i jednak je zbiru minora elemenata sa glavne dijagonale matrice J, tenzora

momenata inercije masa krutog materijalnog tela u odnosu na pol O':

J. = JOy D Ozy n JOx D Ozx n JOx D Oyx _ "]Onz 0 n "]Onl 0 n JOnl 0
? D (yz JOz D, (xz JOz D (xy JOy O J0n3 O J0n3 O J0n2

* J, je tre€i scalar 1 jednak je determinanti matrice J, tenzora momenata inercije masa krutog

materijalnog tela u odnosu na pol O:

JOx D, Oyx D, Ozx JOnl
J3 = det|J0| = DOxy JOy DOzy = JOnZ = "]Onl ’ JOVIZ ’ J0113
D, Oxz DOyz JOZ J0"3

Sva tri skalara matrice J, tenzora momenata inercije masa krutog materijalnog tela u odnosu na pol O su

istovremeno i invarijante i za jednu tacku prostora u odnosu na koju se oreduje matrice J, tenzora momenata

inercije masa krutog materijalnog tela nepromenljive, bez obzira na izbopr koordinatnog sistema, ako je njegov
koordinatni pocetak u toj tacki. To se lako dokazuje iz Viete-ovih pravila za jednacinu treceg stepena, kojoj
pripada sekularna jednacina.

Kosinuse smerova glavnih pravaca momenata inercije masa krutog materijalnog tela za neki pol O odredjujemo
kao odnose:

cosa, cosfl, cosy, c

Kok k)T

gde su Kg‘,i),k =1,2,3, s =1,2,3 kofaktori elemenata trece vrste i odgvarajuée k -te kolohe za odgivarajuéi s -ti koren

Jo, -8 =1,2 =3 sekularne jednacine:

K(A) _ Dny DOzx K(A) _ JOx _JOnS DOzx K(A) _ JOx - ']Oné Dny
31 32 33
JO - "]011 5 D, Ozy D Oxy D Ozy D Oxy JOy - "]On N
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Kosinusi smerova glavnog pravca momenata inercije masa krutog materijalnog tela moraju da zadaovoljavaju uslov
da je zbir kvadrata kosinusa uglova glavnih pravaca jednak jedinici:

2 2 2
cos”a, +cos” B, +cos"y, =1

Odakle odredjuemo nepoznate konstante C. :

1

COVKYT +(&KYT + (&Y

Moze se dokazati da u svakoj tacki prostora u kome je materijalni sistem postoje uvek tri ortogonalana glavna

pravca momenata inercije masa tela 7,, 7i,, ﬁ3 za koje su vektori momenata inercije masa krutog materijalnog tela bez

devijacionih svojstava, tj. postoje samo aksijalni momenti inercije mase za te pravce, dok su devijacione komponente jednake
nuli.
Matrica tenzora momenata inercije masa krutog materijalnog tela u tom koordinatnom sistemu glavnih pravaca

momenata inercije masa 7#,, 7,, 7, je dijagonalna, jer za te pravce postoje samo aksijalni momenti inercije masa krutog

materijalnog tela, pa sa tim postoje samo elementi na glavnoj dijagonali:

Jy) (0] [0)) (Jw O O
Jo =[G 3G 3= 0t du,t Lo b=l 0 g, 0
0] (0] ()] Lo o

Ako kruto materijalno telo ima osu simetrije onda je ta osa simetrije jedan njen glavni pravac inercije.
1z Steiner-ove teoreme
o def _
J§ = T+ [
imajuéi u vidu da je:
J() Ol+®() Ol+DO]+DOk
JY) = O]+®() Dy i +Jyj + Dy k

Oyz

JO =g, k+@) =D, i+D, j+J.k

kao i
JO =g i + 30 = J o + Doy j + Dok
JI =0, j+BV =D i +J4 ] + Dok
T = Ik + B0 = Di + Dy J + Tk
; Fo =Xl +ye] 2ok

u skalarnom obliku mozemo dobiti sldece relacije:
2 2
Jor =Je +(yc +ZC)M

JOy = ch + (xé + Zé)M
Jo- =Jc +(xé +yé)M
DOxy = Dny +XcyeM
Dy,. = D¢, + xczcM
DOyz = DCyz +zeyeM

a to su izrazi Steiner-ove teoreme o odnosu aksijalnih momenata inercije masa krutog materijalnog tela za dve paralelne ose, od
kojih jedna prolazi kroz srediste tog krutog materijalnog tela, kao i o odnosu devijacionih momenata masa krutog materijalnog
tela za parove paralelnih osa, od kojih jedan par prolazi kroz sredi$te sistema materijalnih tacaka.

Centrifugalni momenti masa krutog materijalnog tela su jednaki devijacionim momentima masa sa promenjenim znakom.

Analogija. Kompletna analiza stanja imomenata inercije masa krutog materijalnog tela u odnosu na jednu tacku, moze se
matemati¢ki izvesti na osnovu analogije sa analizom stanja napona i stanja deformacije napregnutog deformabilnog tela
uspostavljajuci analogiju izmedju matrice tenzora napona i matrice tenzora momenata inercije masa krutog tela, ili matrice tenzora
relativne deformacije i matrice tenzora momenata inercije masa krutog tela. U toj analogiji, aksijalnim momentima inercije masa
krutog tela odgovaraju normalni naponi ili dilatacije, a devijacionim momentima masa tangencijalni naponi ili specifi¢ne
deformacije klizanja. Na osnovu te analogije, mogu da se bez racuna i izvodjenja izraza iskoriste znanja iz teorije elaticnosti da su
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T
ravni ekstremnih vrednosti smicucih napona takve da zaklapaju uglove po Z u odnosu na dva glavna pravca naprezanja, a prolaze

T
kroz tre¢i, i na osnovu toga mozemo da zaklju¢imo da su ose inercione asimetrije momenata inercije masa pod uglom od — u

odnosu na dva glavna pravca momenata inercije mase krutog materijalnog tela i da su upravni na treem. Znacu da postoje tri para
osa inercione asimetrije u svakoj tacki protora u kome je teo, koje su u parovima jedna na drugu ortogonalne i za njih su aksijalni
momenti inercije mase tela jednaki poluzbiru dva glavna aksijalna momenta inercije amse tela, dok su odgovaraju¢i devijacioni
momenti masa tela jednaki polurazlici dva glavna aksijalna momenta inercije masa krutog materijalnog tela. Ako su devijacioni
momenti mase krutog tela za te ose ekstremnih vrednosti po analogiji sa ekstremnim vrednostima smi¢u¢ih napona, to znaci da
materijalno telo za te ose ima ekstremne vrednosti devijacionih svojstava masa i da te ose treba izbegavati za ose rotacije tela, jer ¢e
za njih u poredjenju sa drugim osama rotacije biti ekstremne vrednosti kinetickih pritisaka na lezista vratila rotora, koji poticu od tih
devijacionih svojstava masa rotora. Kako rotori treba da su balansiranih — uravnoteZenih masa, to su glavni pravci momenata
inercije masa rotora, ti pravci u kojima treba projektovati ose rotacije i postavljati vratila, jer su devijaciona svojstva nula. Ose
inercione asimetrije su sa najizraZenijim devijacionim svojstvima.
Za napisani esej 0 ovoj analogiji 1 pripremljen u vidu Word fajla sa crtezima student moze dobiti do 10 bodova.

Teorema o promeni kineticke energije materijalnog krutog tela

Kineticka energija ili ‘’Ziva sila’’ je mera kretanja materijalnog sistema kojim se ispoljava
svojstvo transformacije jednog kretanja u drugo, ekvivalentno.

Definicijom 5. smo uveli skalarnu invarijantu dinamike elementarni rad sile F na stvarnom
elementarnom pomeranju ds =dr duz putanje s kretanja materijalne tacke kao skalarni proizvod te
sile F i elementa stvarnog elementarnog pomeranja ds =dr duz putanje s kretanja i to pisemo u

obliku dA” = (F,ds).

Na osnovu te definicije skalarne invarijante, uveli smo i ukupan rad sile F na stvarnom putu -

pomeranju duz putanje s kretanja materijalne tacke, kao ukupan zbir svih elementarnih radova
_ def [, -
dA" :(F ,ds ) ili integral skalarnog proizvoda te sile F i elementa stvarnog elementarnog pomeranja

ds =dr duz putanje s kretanja i to pisemo u obliku:

j a4 = [(F,ds)

0

def .

Definicijom skalarnog odredjenja - skalarne invarijante - elementarnog rada sile F na stvarnom elementarnom
pomeranju dS =dr duz putanje S kretanja materijalne tacke uspostavljena je skalarna veza izmedju sila (aktivne F , 1l
reaktivne ﬁ'w odnosno sile inercije I ) 1 pomeranja duZ puta s materijalne tacke m .

dt

Imajuéi u vidu definiciju sile inercije dI F(l‘):—dm , kao vektorske invarijante i jednog od osnovnih

odredjenja dinamike, kao i definiciju rada sile kao skalarne invarijante za ukupan rad svih sila inercije kretanja
materijalnog tela, koji se sastoji od materijalnih tacaka elementarnih masa dm , ciji su poloZaji u prostoru, u trenutku

vremena t, odredjeni vektorima polozja F(t ) Jjednak je zbiru radova komponentnih sila inercije pojedinih materijalnih

tacaka elementarnih masa dm , i za elementarni rad svih sila inercije na elementarnim pomeranjima materijalnih tacaka
elementarnih masa dm , mofemo da napisemo:

A’r—mdz ds)= jjjaf)dm
' =[]~ (.Yim -_m(_ vt i =[5 av)im = -a jy;dm
A’ = jj dl,.ds)= m i d“)dm——mv dv)dm——”_[d vidm =—j£ d(d E,)
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Ukupan rad svih sila inercije materijalnog tela jednak je zbiru radova pojedinih materijalnih tacaka elementarnih

masa materijalnog tela na njihovom stvarnom putu - pomeranju duz odgovaraju¢ih putanja §; kretanja svake od materijalnih

taCaka elementarnih masa tela, te mozemo da napiSemo:

= gj(dfF,df) | x|~ {1
—Hj vdm | —m (d E ~d E,)=—(E, —E,)

i time smo doveli ukupan rad szla inercije krutog materijalnog tela u vezu sa kinetickom energijom krutog materijalnog tela.

Za ukupan rad sila inercije I, (l‘ ) na stvarnim putevima pomeranja duz putanja § kretanja materijalnih tacaka

elementarnih masa krutog tela, koje se kreéu brzinom v , a u pogetnom poloZaju su sve materijalne tatke elementarne mase

tela i celo telo imale poCetne brzine jednake nuli, v,; = 0 izvodimo i sledecu relaciju

= [0 5) = 155 im = [ 5
(T ) -e)

iz koje smo izveli zakljucak:

Rezultujuéi rad sila inercije I F(i)(t ) materijalnih tacaka elementarne mase materijalniog krutog tela na stvarnim

putevima - pomeranjima duz putanja S kretanja svake od materijalnih tacaka tela, koje se krecu brzinama V , a u pocetnom

poloZaju su sve materijalne tatke imale podetne brzine jednake nuli, v., =0 jednak je negativnoj vrednosti kineticke

i0
energije E, kretanja (dinamike) materijalnog krutog tela.

Kineticka energija kretanja (dinamike) materijalnog krutog tela se naziva i imenom “Ziva sila’’ kretanja (dinamike)
materijalnog krutog tela.

—

Takodje smo analizirali i izvod po vremenu rada sile I’ na stvarnom putu pomeranju duZ putanje § kretanja

materijalne tacke 1, koja se kreée brzinom V i uveli pojam snaga ili efekat rada sile, koja se iskazuje sledecom
matematickom relacijom:
o g4t (=
P=" _(F)
dt

Za materijalno telo na koj e dejstvuiju sile mozemo da piSemo:

= ST as) =[] 5o =~[]] .oy
=—m% e i) =

Zakljucili smo da je snaga ili efekat rada sila inercije materijalnog tela na stvarnim putevima - pomeranju duz
sopstvenih putanja § kretanja odgovaraju¢ih materijalnih tadaka elementarnih masa dm materijalnog tela, koje se krecu

sopstvenim brzinama V , jednaka izvodu kineti¢ke energije tela po vremenu, a to je i brzina vrSenja rada, i to je zbir
skalarnih proizvoda sila inercija, koje dejstvuju na pokretnu odgovarajuéu materijalnu tacku elementarne mase dm i

brzine V kretanja te materijalne tacke elementarne mase duz njene putanje. Ta suma je integral po zapremini tela.

Ove definisane skalarne invarijante - definisane pomocu vektorskih invarijanti dinamike, dovoljne su da se definise
teorema o promeni kineticke energije materijalnog tela po vremenu.

Teorema o promeni kineticke energije po vremenu materijalnog tela: Promena kineticke energije krutog

materijalnog tela po vremenu, nepromenljive mase, koje se sastoji od elementarnih masa dm , koje se krecu brzinama V , i

na koje dejstvuju spoljasnje sile F,i unutrasnje sile F

ui’

koje dejstvuju na telo u tackama N, odredjenim vektorima
polozaja I_’; , koje imaju brzine \_2; , 1=123,.., N jednaka je zbiru snaga rada svih spoljasnjih sila P . Tu teoremu mozemo

izraziti sledecom relacijom:
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dA"™ _ dE,

dt dt
dE N def N dAFf N N ( _ n=3N-s ’7; . jen3N-s
_k:Z(])ui—l_Psi): :Z(Fs-i’vi)zz Fy, z > 4 |= ZQJQ«/

dt i=1 i=1 dt i=1 i=1 J=1 8q Jj J=1

gde su

0 - i P or. q:,1=1,2,3,...,6 (krivolinijski sistem koordinata)

- —| oq; ) \q;>i=1,..,n; n=6-s;s<6 (sistem generalisanih koordinata)

sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama ¢, , i = 1,2,3,....,6 idejstvuju na kruto materijalno telo. Njihov broj zavisi
od toga da li su one samo koordinate poloZaja krutog materijalnog tela u generaliasnom sistemu krivolnijskih koordinata,
kada ih ima 6, ¢,, i =1,2,3,...,6, ili su to nezavisne koordinate krutog materijalnog tela, kada ih ima n=6-s , ¢,,
i= 1,..,n(= 6 —S), gde je s <6 broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na to telo. Ako je

materijalno telo slobodno, onda ima tih koordinata ima 6, te je toliko i generalisanih koordinata ¢,, 1 =1,2,3,....,6 i 6

generalisanih sila Q,, i =1,2,3,...,6, ili u slu¢aju kada materijalno telo nije slobodno, ve¢ je podvrgnuto vezama i tada
postoji manji broj generalisanih koordinata za onoliko koliki je broj veza kojima je telo pdvrgnuto. Tada je i broj
generalisanih sila jednak tom broju generalisanih koordinata te su generalisane koordinate ¢, i generalisane sile (., za
i=123,.,n(=6-19)).

Snaga rada unutrasnjih sila krutog materijalnog tela jednaka je nuli.

Teorema o promeni kineticke energije po vremenu dinamike krutog materijalnog tela: Promena kineticke energije
pokretnog krutog materijalnog tela po vremenu, konstantne mase, cije se materijalne tacke elementarne mase krecu

brzinama V na koje dejstvuju spoljasnje sile F, jednaka je snazi P tih sila. Tu teoremu moZemo izraziti sledecom

relacijom:
n=3N-s 817 Jj=n=3N-s

dE, & W& dA"  Ei(m -\ G| on .| .
di =1(Ru‘+Psi)_z i _Z(F;i’vi)_z Fy, Z aq.qj‘ = ;quj'

i i=1 i=1 i= j=l1 j

gde su
0 - i P A q:,i =1,2,3,...,6 (krivolinijski sistem koordinata)
J si2 g, = 1

= oq, =1.,n, n=6-s; s <6 (sistem generalisanih koordinata)

sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama ¢,, i =1,2,3,....,6 i dejstvuju na slobodno kruto materijalno telo. Njihov
broj zavisi od toga da li su one samo koordinate polozaja krutog materijalnog tela u generaliasnom sistemu krivolnijskih
koordinata, kada ih ima 6, ¢,, i =12,3,...,6, ili su to nezavisne koordinate krutog materijalnog tela, kada ih ima

n=6-s,q,i= 1,..,1’1(: 6— S), gde je s <6 broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na to
telo. Ako je materijalno telo slobodno, onda ima tih koordinata ima 6, te je toliko i generalisanih koordinata g,

i=123,..,6 i 6 generalisanih sila Q,, i=12,3,...,6, ili u slu¢aju kada materijalno telo nije slobodno, ve¢ je
podvrgnuto vezama i tada postoji manji broj generalisanih koordinata za onoliko koliki je broj veza kojima je telo pdvrgnuto.

Tada je i broj generalisanih sila jednak tom broju generalisanih koordinata te su generalisane koordinate ¢, i generalisane

sile Q,,zai=123,..,n(=6-5)).

U zaklju¢ku mozemo teoremu o promeni kineticke energije krutog materijalnog tela da formulidemo na sledeci
nacin:
Prvi izvod kineticke energije dinamike mehanickog sistema jednak je snazi sila koje na to telo dejstvuju.
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Relativno kretanje materijalnog krutog tela u odnosu na srediste sistema

Usvojimo srediste masa materijalnog krutog tela za pocetak pokretnog sistema koordinata C<&nR¢, koji se

translatorno kre¢e u odnosu na apsolutni, nepokretni Descartes-ov trijedar Oxyz. Polozaj svake materijalne tacke

elementarne mase dm tela odredjen je u odnosu na apsolutni, nepokretni sistem koordinata (Oxyz vektorom p =7 —F c

relativnog poloZaja materijalne tacke elementarne mase tela u odnosu na srediste masa tela C .
Kineticka energija dinamike sistema — dinamike krutog materijalnog tela je:

E, - Iﬂ%ﬁzdm _ w%(r; v 5fdm = ;y%(ac 5 Fdm = %(ag £2(5,,7,)+ 7 kim
E - jﬂ%ﬁzdm - jlj%(ﬁg #200,,7.)+ 2 Jim =27 [ +| v [fmam |+ ] i

E, - w%azdm _ %A/F " jﬂ%ﬁfdm _E,+E,

jer je VC, I”v dm Vcamc;- ) =0, jer je relativna brzina sredista sistema C u odnosu na to srediste jednaka nuli.

th = (. Sada iz prethodne relacije moZemo napisati:
1. 1 1.
E, = I”—vzdm =— MV} + J.”—vfdm =E.+E,
2 2 2
v v

Na osnovu prethodnog mozemo formulisati slede¢u teoremu o kinetickoj energiji dinamike krutog materijalnog tela:

Kineticka energija dinamike krutog materijalnog tela (sistema materijalnih tacaka) jednaka je zbiru kineticke
energije translacije brzinom 17C srediSta sistema, kao da je celokupna masa M tela saZeta u sredistu masa tela i kineticke
energije relativnog kretanja materijalnog tela u odnosu na srediste tela.

Ova teorema je poznata pod imenom Kenigova teoreme (Samuel Konig 1712-1757). Ovaj holandki naucnik izveo je
ovu teoremu 1751. Formulacija Kenigove teoreme je:

KinetiCka energija sistema materijalnih tacaka za slucaj apsolutnog kretanja sistema materijalnih tacaka jednaka
Jje zbiru kineticke energije njegovog sredista (spoljasnje kineticke energije) i relativne kineticke energije u odnosu na
srediSte (unutrasnja kineticka energija).

Na osnovu prethodnih teorema i zakljuc¢aka mozemo zakljuciti i sledece:

Svako kretanje sistema materijalnih tacaka se moze predstaviti da se sastoji translatornog kretanja sistema brzinom
njegovog sredista i relativnog kretanja pojedinih njegovih tacaka u odnosu na srediste sistema, koje u tom trenutku
smatramo nepokretnim.

Obrtanje krutog tela oko nepomicne ose

Oznadimo sa 7 vektor polozaja te materijalne tacke elementarne mase materijalnog krutog tela u odnosu na
momentnu taéku O, kroz koju prolazi i osa orjentisana jediniénim vektorom 7 oko koje, ugaonom brzinom @ = @i ,

rotira ta materijalna tacka elementarne mase. Brzina vl. kretanja te te materijalne tacke je jednaka vektorskom proizvodu te
ugaone brzine @ = @7 i njenog vektora polozaja 7 : V = [6_6,17 ] = a)[ﬁ,F ] Brzina V obrtnog kretanja materijalnog
krutog tela i te njegove materijalne tacke elementarne mase dm je upravna na osu rotacije i njen vektor poloZzaja, odnosno
na vektore 7 i 7 .
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Vektor impulsa kretanja dﬁ(l ) materijalne tactke elementarne mase , koja rotira ugaonom brzinom @ = @1 , oko
nepokretne ose orjentisane jedini¢nim vektorom 7 , koja prolazi kroz momentnu tatku O, je:
dp(t) = vdm = [, 7 Jdm = w[ii, 7 Jdm = wdSJ
gde smo uveli oznaku
oy def
dS(O") =i, 7 |dm
i vektorsku definiciju za vektor dS éﬁ)statiékog momenta mase materijalne tacke elementarne mase dm u odnosu na momentnu

tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O . To je i moment mase prvog reda ili
linearni moment mase materijalne tacke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisanu jediniénim
vektorom 71 , a koja prolazi kroz tu momentnu tacku Q.

Vektor impulsa kretanja f?(t ) sistema materijalnih tataka elementarne mase dm , koje &ine jedno kruto materijalno telo,

koje rotira pisemo pomocu vektorskog zbira vektora impulsa svih materijalnih tacaka elementarnih masa dm , koje su elementarni

delovi krutog materijalnog telo, koje rotira ugaonom brzinom @ = @ 1 , oko nepokretne ose orjentisane jediniénim vektorom 71,

koja prolazi kroz momentnu tatku O, je:

B(0)= [[[vdm = [[[[.7}dm = o[ [ [[7.7 lim = S
5

G ()

vektorsku definiciju za vektor S o Statickog momenta maseb krutog materijalnog tela.

Vektor momenta impulsa kretanja L, sistema materijalnih tadaka elementarne mase dm koje ¢&ine jedno kruto

materijalno telo, koje rotira piSemo pomocu vektorskog zbira vektora momenata impulsa svih materijalnih tacaka elementarnih
masa dm , koje su elementarni delovi krutog materijalnog telo, koje rotira ugaonom brzinom @ = @17 , oko nepokretne ose

orjentisane jedini¢nim vektorom 7 , koja prolazi kroz momentnu tacku O, je:
£y = [[JdEy = []flr-ap)= [l 5am = ({7167 Taim = o [ ki = o [ [ = 75
gde smo uveli oz ' ' g v 7
7y ZU (07 7.7 Tldm
;

. . 7 . . . y . I
i vektorsku definiciju za vector J, é ) momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu ta¢ku O i osu orjentisanu

jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O . To je i moment mase drugog reda ili kvadratni moment mase

materijalnog tela u odnosu na momentnu tatku O i osu orjentisanu jediniénim vektorom 72 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku

0.
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()

Vektor momenta inercije maseJ ,’ krutog materijalnog tela u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu
Jedini¢nim vektorom 1, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O, mozemo razloziti u dve komponente, jednu J on U pravcu
ose N i drugu @8’ ) upraviu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju ¢ine vektori J, (()n) i N i tomoZemo napisati u

sledecem obliku:

79 = (i, 7 i+ i, [79) i ]| = i + D)
Kineticki pritisci i otpori veza

Na materijalno telo koje se obrée oko nepokretne ose dejstvuju, naprimer, dve aktivne sile: sila Fsa

napadnom ta¢kom u tacki P tela, ¢iji je vector polozaja 7, i sila teZine G =-Gk =-Gii , ¢ija je napadna tacka u
srediStu masa tela, a vector polozaja 7,.. Pretpostavimo da se u tacki A nalazi neprokretno leZiste (nepokretni
oslonac) lakog vratila sa osom rotacije tela orjentisanom ortom 7 , koje kao veza dejatvuje na telo i stvara otpor

stacionarne veze, koji ima dve komponente, jednu u ravni upravnoj na osu rotacije £, i drugu komponentu u
pravcu ose rotacije F 1 » drugo leziSte vratila neka je klizno i neka je veza koja dejstvuje na telo stvarajuci otpor

samo u ravni upravnoj na osu vratila Fj.

Sada koristimo teoremu o promeni sa vremenom impulsa kretanja materijalnog tela, koja je jednaka
vektorskom zbiru sila koje dejstvuju na telo, kao i teoremu o promeni momenta impulsa kretanja materijalnog tela
koja je jednaka momentu sila koje dejstvuju na materijalno telo za isti pol. Na osnovu tih teorema piSemo:

fleEt) B 'Eéﬁ) * w[@’ggﬂ]: a')S‘éﬁ) + a)z[ﬁjg)]: ﬁAMN +ﬁAn "‘133 +F+G
dio = I+ )3, 00)= @ + o [1,70)= . F)4 5., 6]+ 7. B
Kako je

U

S =[]0 FYim = [.7. ot =S5

[5.35"]= w7 ] = b (.7 i~ ) =[S

u

jg’) = (ﬁ,jéﬁ))ﬁ + [ﬁ, [j(oﬁ)’ﬁ]]z JOnﬁ + @gi) _ Jonﬁ n ‘ég)
.78 g+ 85 |-l 3 -

w

gde su u, i w,,kaoi u i w dva para ortogonalnih ortova upravnih na osu rotacije i medjusobno i koji zajedno

sa osom rotiraju uganom brzinom @ = @r , te na sonovu prethodnog dobijamo:

%gt):‘géﬁ)(@ﬁl +a)2wl):ﬁAN +F, +F,+F+G
% = a')(j(oﬁ),ﬁ)n‘ +‘§(Oﬁ)(a)ﬁ+ aﬂﬂ;): [FP,F]Jr [?C,G]+ [;TB,FB]

Sada uvedimo kinematicki vector gﬁ = @i + W = mﬁﬁo odnosno 9}1 = d)ﬁl + a)zfvl = mﬁﬁm koji je upravan na
osu rotacije orjentisanu jedinicnim vektorom 1 , dok njegov intenzitet zavisi samo od ugaone brzine @ i ugaonog ubrzanja @
R=Vo +o
dok je ﬁ01’ odnosno gﬁo Jedinicni vector, koji je upravan na osu rotacije orjentisanu jedinicnim vektorom R, i rotira oko ose

obrtanja tela ugaonom brzinom @ i ugaonim ubrzanjem @ .

T
LA SR =F, +F, +F,+F+G
dt
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% rP,F]+[rC,G] [ 43]

Sada smo dobili dve vektorske jednacine sa nepoznatim otporima (veza) oslonaca vratila pri cemu znamo

= a)(J ‘@

da su IT‘AN i F » upravne na osu rotacije, dok je F 4, U praveu ose. Pomnozimo skalarno sa 7 drugu vektorsku
jednacinu, te kako je:

Gcleo (iAo
to dobijamo:

ol7).)= (i[5 F)

Sto predstavlja diferencijalnu jednacinu rotacije tela oko nepomicne ose. Istu moZemo napisati i skalarno:

T\ ="M,
gde je 9 =w, odnosno ¢ ugaona (generalisana koordinata) rotacije tela oko ose orjentisane jedinicnim
vektorom 1, Jgj,) aksijalni moment inercije mase tela koje se obrée oko ose vratila i za osu rotacije, dok je
M moment aktivnih sila za osu rotacije.

Pomnozimo sada sa desne, pa sa leve vektorski ortom 7 orjentacije ose rotacije drugu vektorsku

e e Rl Al el b

olJy), i i . i+ B
Kako je:
il ill=0  [ioill=9 [i[7. 5 ]4]=rF,
jer u prethodnim dvostrukim vektorskim proizvodima sa desne i leve strane jedini¢nim vektorom

orjentacije ose 7 ostaju samo komponente upravne na tu osu orjedntisanu ortom 7 (takav dvostruki vektorski
proizvod propusta " samo normalnu komponentu), pa sledi da je:

o=l [r.#lal . clalle e,

odakle odredjujemo nepoznati otpor cilindrickog lezaja vratila:
~ 1 =6l L. =]-
FB=_‘® m__[ [[ ]7 ]] _[”’[[’”C’Gl”]]
g g

MnozZenjem prve vektorske jednacme dinamicke ravnoteze rotora skalarno, pa zatim vektorski sa 1 dobijamo sledece dve
jednacine:

S5 71)= (F )+ (7, i)+ (B + (7.7)+ (G 7)
SR L S o e R o B o

(si,ﬁ)z 0 (Fy.i)=0 (F,.i)=0
To sledi da je:
(ﬁAn,ﬁ)+(ﬁ,ﬁ)+(é,ﬁ)=0 odnosno FAn Z—G—(ﬁ,ﬁ)ﬁ

Sada i saleve strane vektorski pomnozimo OItOM # prvu jednacinu pa dobijamo:

S o e A e S A R A

i |94, 7 || = 9% i|F.i]=F,  [ilGill=0 [i|F,.i]=F,
To sledi da je
Sgﬂ\si =F,, +F, +[i,[F,i]]

odnosno
- |¢) = =
o =[S, -7, [ [ ]
Odnosno:
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Fiv =[5 il Flale ol

Sada mozemo napisati redom sve nepoznate otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrée oko
nepokretne ose sa dva leziSta (dve skleronomne veze) i koje smo odredili:

F, =-G-(F.i)i

-5
B

F“AN:‘EC(,” ri[ﬁ,[[ﬁ,,ﬁln]] [ [[rc, l ]] [n [Fn
B B
F, %\@gﬂ ri[ﬁ[[f,,ﬁ],ﬁ]]—ri[ﬁ [[FC,G],ﬁ]]
B B B

Mozemo da zakljucimo da kineticki deo otpora oslonaca (otpora veza) zavisi od devijacionih svojstava rasporeda masa
materijalnog tela u odnosu na nepokretnu osu oko koje (rotira) se obrée. Zato podelimo sabirke u izrazima za otpore veza, na one
koji se javljaju kada telo ne rotira, vec¢ je u miru i delove koji poticu od rotacije:

F =G (F.ii)i
e e ) e A G T N A
Fy = Foun —é[ﬁ, [[fp,ﬁlﬁ]]—g[ﬁ, .61l

Kineticki pl"l.tiSCi. Zato pretpostavimo da nema aktivnih sila i sile tezine, veé da postoje samo dinamicki

(kineticki) pritisci na leZiSta vratila - dinamicki otpori veza u nepokretnom i u pokretnom leZistu:

ﬁAn(kin) = 0

FAN(kin) = ‘Sg)

<, - [ I9
I’

oy _ i
FB kon) — _‘Q

Vidimo da se kineticki pritisak F’ N(kin) U Mepokretnom leZiStu A sastiji od dva dela, jedan deo koji je istog
intenziteta, ali suprotnog smera od celokupnig kinetickog pritiska F, Biin) U pokretnom leZistu B i da zavise od

i od kinematickog vektora

devijacionog dela vektora momenta inercije mase rotirajuteg tela ‘Q(Oﬁ )

R =i + 0" W= NN, i da oba kineticka pritiska rotiraju oko ose rotacije ugaonom brzinom rotacije tela oko
:‘Q(Oﬁ)‘ﬂi intenziteta M ) :‘Q(Oﬁ)‘éﬁ koji
dejstvuje “’Cupajuce’’ na lezista vratila. Kod rotora velike brzine taj devijacioni spreg postaje velike snage i ¢esto
i razarajuce snage i dejstva. Vidimo da je intenzitet proporcionalan proizvodu intenziteta devijacione

te ose. Te dve komponente cine jedan devijacioni spreg 9)10( dev)

za pol u nepokretnom lezistu i

komponente vektora momenata inercije masa rotirajuceg tela ‘@g)

inrenziteta kinematickog vektora rotatora M =@’ + @* .

Ako je osa oko koje se telo obrée 1 glavna osa inercije za tacku u kojoj je nepokretno leziste
onda je devijacioni deo vektora momenta inercije mase tela za pol u nepokretnom lezistu i osu rotacije
jednak nuli, pa je ovaj devijacioni spreg ne postoji, a delovi kinetic¢kih pritisaka su jednaki nuli. Ako je i
srediSte masa tela na osi rotacije, onda su kineticki pritisci jednaki nuli.

Ako trazimo koordinmate kinetickih pritisaka u pokretnom sistemu koordinata onda treba

g, _L‘QC@ 9%
rp

FAN(kin) = ‘So

oy n
F B kon ‘Q

Napisati pomocu odgovarajuah projekcija:
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?’ joi
' :I”[ﬁai;]dm n rc]]\l ‘S 0 1 =M(_l?,77c+§cj,)=M‘\/7702+§czﬁl
g §c Ne Se
i
[”S ] M ””c]] M<(ﬁa’7c)ﬁ_’7€>:‘§éﬁ)w1:M 0 0 1:M(_;’égc_j'ﬂc):M\/Ucz+§czw1
e &c 0
Ako izaberemo osu u ravni srediSta sistema mozemo dobiti odgovarajuca uproscenja:
i
zjjj[ﬁ,?]dmz[ﬁfc]]\l=‘§((f)ﬁ1:M 0 0 1 :M(é:cj’):Mgcj
' sc 0 &
i
[7.89]= Ml .7 = MG i) =[S8 ) = Mjo 0 1|=m(-ivg,)
0 & 0
ééﬁ):f' 0n§+j,‘DOm]:‘§(()ﬁ)ﬁ
17! jr ﬁ
[ﬁjg”]z[ﬁ,JOnﬁ+§§f>]=[ﬁ,:%gﬁ)]:\éng 0 0 1|=—"Dy, +Dope =+[Dons> + Doy, 30
DOn§ DOm] 0

te nije teSko doc¢i do trazenih projekcija kinetickih pritisaka na lezisSta vratila rotora.

KinetiCka energija rotacije tela oko nepokretne ose

Kineticka energija rotacij e tela oko nepokretne ose je:

| ] (G G T (TSR
-1[a w[f,[@,f]]de . %wz(ﬁ,jg,w)
b=y a3 e ol |- o35 Lo

Postoje analoglje izmedju translatornog kretanja materijalne tacke i rotacije krutog tela oko nepomicne
ose, kao 1 translatornog kretanja krutog tela i rotacije krutog tela oko nepomicne ose. Napraviti tablicu analogija
sa odgovarajuc¢im crtezima i grafickim prilozima i u vidu fajla pripremiti za ocenu. Za ovaj zadatak se moze dobiti
3 poena.

Fizicko katno

Pozivaju se studenti da za domaci rad obrade Fizicko klatno i da u vidu Word dokumenta sa
slikama u Wordu i jednacinama u Word equations dostave nastavniku odgovarajuéi fajl. Najbolji
radovi u vidu eseja o fizickom klatnu i kratkim podacuma o naucnicima (Kristijanu Hajgensu) mogu
biti ocenjeni ocenom koja nosi do 5 bodova. Najbolji radovi ¢ée biti istaknuti na WEB prezentaciji
predmeta Mehanika III - Dinamika.
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Obrtanje krutog tela oko nepomicne tacke

Oznadimo sa 7 vektor polozaja te materijalne tacke elementarne mase materijalnog krutog tela u odnosu na
momentnu tatku O, kroz koju prolazi i osa orjentisana jedini¢nim vektorom 7 , koja menja polozaj, ali uvek prolazi kroz
jednu fiksiranu tac¢ku, koju smo izabrali da bude u polu O. Osa oko koje de obrée materijalno kruto telo i ta njegova
materijalna tacka elementarne mase je trenutna osa rotacije, i tela, i te materijalne tatke elementarne mase dm . Neka oko te
ose trenutne rotacije, koja menja orjentaciju, rotira, ugaonom brzinom @ = @1 , to telo i ta materijalna tacka elementarne

mase dm , ¢&iji je poloZaj u svakom trenutku odredjen njenim vektorom poloZaja 7 u odnosu na nepokretan pol u tacki O.
Brzina V kretanja te materijalne tacke elementarne mase dm je jednaka vektorskom proizvodu te ugaone brzine @ = @7 i

njenog vektora polozaja 7: V = [C?),I_;]Z a)[ﬁ,? ] Brzina V obrtnog kretanja materijalne tatke elementarne mase

dm materijalnog krutog tela oko nepomiéne tacke O je upravna na osu trenutne rotacije i njen vektor polozaja, odnosno na
vektore 7 i 7 .

Vektor impulsa kretanja dﬁ(t ) materijalne tactke elementarne mase , koja rotira ugaonom brzinom @ = @1 , oko
trenutne ose orjentisane jediniénim vektorom 7 , koja prolazi kroz momentnu tatku O, je:

dp(t) = vdm =&, 7 Jdm = w[ii, 7 Jdm = wdS$
gde smo uveli oznaku

RN

dsy) =[ii,7ldm
i vektorsku definiciju za vektor dS, é")statiékog momenta mase materijalne tatke elementarne mase dm u odnosu na momentnu
tacku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku O . To je i moment mase prvog reda ili
linearni moment mase materijalne tatke elementarne mase dm u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu jediniénim
vektorom 71 , a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O .

Vektor impulsa kretanja ﬁ(t ) sistema materijalnih tataka elementarne mase dm , koje &ine jedno kruto materijalno telo,
koje se obrée oko nepomicne tatke O, a koje se moZe predstaviti kao obrtanje oko ose trenutne rotacije orjentisane ortom 7 ,
pisemo pomocu vektorskog zbira vektora impulsa kretanja svih materijalnih tadaka elementarnih masa dm , koje su elementarni
delovi krutog materijalnog telo, koje rotira ugaonom brzinom @ = @1 , oko ose orjentisane jediniénim vektorom 71 , koja prolazi

kroz momentnu, nepokretnu, tatku O . Taj vektorski zbir je integral po zapremini tela te je:

B(0)= [[[vdm = [[[[.7}dm = o [[[[7.7 lim = @S
gde smo uveli oznaltu ' '

S§) =[]l 7Jdm
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G ()

i vektorsku definiciju za vektor .S, o Statickog momenta mase krutog materijalnog tela.

Vektor momenta impulsa kretanja Lo sistema materijalnih tataka elementarne mase dm koje &ne jedno kruto

materijalno telo, koje se obrée oko nepomicne tactke O, a koje se mozZe pretstaviti kao obrtanje oko trenutne ose rotacije orjentisane
ortom 7 , pidemo pomoéu vektorskog zbira vektora momenata impulsa svih materijalnih tataka elementarnih masa dm , koje su

elementarni delovi krutog materijalnog tela, koje rotira ugaonom brzinom @ = @M , oko ose orjentisane jedini¢nim vektorom 7,

koja prolazi kroz momentnu tacku O, je:
L, = [[[dL, z [[[lr.dp]= [[[lr.5)dm = [[[[F.[@,7lam = o[ [[[7.[3,7]dm = o [[[dT5) = @I

gde smo uveli oznaku
. def

78 = [[[F7. [, 7 Tdm

(1)

i vektorsku definiciju za vector J, o  momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tatku Q. To je i moment mase drugog reda ili kvadratni moment mase
materijalnog tela u odnosu na momentnu ta¢ku O i osu orjentisanu jedini¢nim vektorom 7 , a koja prolazi kroz tu momentnu tacku
0.

Vektor momenta inercije mase J, g') krutog materijalnog tela u odnosu na momentnu tacku O i osu orjentisanu

Jedinicnim vektorom N, a koja prolazi kroz tu momentnu tacku O, moZemo razloziti u dve komponente, jednu J ,, u pravcu

()

ose N i drugu @g’ ) upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju cine vektori J ;" i N i to moZemo napisati u

sledecem obliku:

79 = (3,79 i+ 75 ] = g7 + B

'
'
'
'
'
'
'
'
'

di =[F, [, 7 ldm

Kako kruto telo, koje je zglobnom vezom vezano za nepokretnu tacku O, ima tri stepeni slobode
kretanja, to za opisivanje tog kretanja mozemo izabrati tri generalisane coordinate, to ¢emo usvojiti Euler-ove
uglove za opisivanje tog kretanja. Zato sada razmotrimo kinematiku obrtanja krutog tela oko nepokretne tacke
koristec¢i tri Euler-ova ugla W -ugao precesije, ¢ - ugao rotacije i 8 -ugao nutacije (vidi sliku).

Nepokretni pol O usvojimo za pocéetak nepokretnog koordinatnopg sistema xOyz, kao i pokretnog,
E0n<¢ , koji se obrée oko nepokretnog, a zajedni¢kog koordinatnog poéetka. Ako smo poloZaj pokretnog sistema
koordinata odredili pomocu tri Euler-ova ugla y -ugla precesije, ¢ - ugla rotacije i 8 -ugla nutacije (vidi sliku) u
odnosu na nepokretni sistem koordinata, onda smo definisali i to da taj koordinatni sistem nastaje pomocu tri
rotacije oko nepokretnog koordinatnog pocetka.

Znaci da je polozaj pokretnog sistema koordinata (trijedra osa) u odnosu na nepokretni sistem koordinata
(trijedar) definisan pomocu tri Euler-ova ugla, W -ugla precesije, ¢ - ugla rotacije i 6 -ugla nutacije.
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To znadi i da jedan sistem koordinata xOyz mozemo prevesti u drugi £On¢ pomocu tri rotacije oko

koordinatnog pocetka O, odnosno oko osa pojedina¢no na slede¢i nacin: Zamislimo da su se u pocetnom
trenutku ose koordinatinih sistema poklapale, pa smo zatim pokretni sistem odvojili od nepokretnog xOyz

jednom rotacijom oko ose zza ugao W ugaonom brzinom precesije v . Posle te prve rotacije osa koja se
poklapala sa osom z je presla u osu ¢ , a osa koja se poklapala sa osom x presla je u osu e orjentisanu ortom

e , a osa koja se poklapala sa y osom presla je u osu d orjentisanu ortom d iobeu istoj ravni Oxy i zaklapaju
sa njima ugao precesije i . Ovu osu e orjentisanu ortom € nazva¢emo ¢vornom osom, Zatim nastavljamo sa
obrtanjem koordinatnog sistema oko te ¢vorne ose, orjentisane ortom €, za ugao, koji smo nazvali ugao
nutacije, a obrtanje je izvrSeno ugaonom brzinom 9 iona je ugaona brzina nutacije. Pri ovoj rotaciji osa, koja se
poklapala sa z osom presla je u { osu, a osa d orjentisana ortom d presla je u osu crjentisanu ortom ¢ .
Poslednja, tre¢a rotacija koordinatnog sistema se izvodi oko ¢ ose za ugao rotacije ¢ ugaonom brzinom rotacije
¢, ¢ime je osa e preSlauosu &, aosa ¢ uosu 77. Tako smo pokazali da pomocu tri rotcije koristeci tri Euler-
ova ugla W -ugao precesije, ¢ - ugao rotacije i 8 -ugao nutacije (vidi sliku), jedan koordinatni sistem Cije se ose
u poCetnom poloZaju poklapaju sa osama nepokretnog sistema mozemo prevesti u sistem £On¢ .

Cvorna osa e orjentisana ortom €, je presek koordinatnih ravni xOy i £On i kako smo naznagili
orjentisana je jedini¢nim vektorom e .

Imajuéi u vidu da je pokretni sistem koordinata £On vezan za kinematicko telo to znaéi da telo koje

izvodi obrtanje oko nepomi¢ne ose moze da se iz jednog poloZzaja prevede u drugi pomocu tri rotacije na nacin
kako je to prikazano sa koordinatnim sistemom.
Kako smo naznacili da svakoj rotaciji prema Euler-ovim uglovima y precesije, ¢ nutacije i ¢ rotacije,

odgovara po jedna ugaona brzina: precesije i koja se vektorski moZe predstaviti c?)y/ =Wk u pravcu orta k ose
z , nutacije 0 oko &vorne ose & koja se kao vektor mozZe predstaviti @, = 96 , u tom pravcu orta € i rotacije i

¢ oko ose { koja se kao vektor moZe predstaviti 0_5(/, = (b/g'u tom pravcu orta k'. Na osnovu toga za vektor

trenutne ugaone brzine obrtanja tela oko nepomifne ose mozemo da napiSemo da je jednak zbiru tih
komponentnih brzina:

o=9é+yk+ok'

Ort ¢vorne ose € nastaje rotacijom orta i koordinatne ose Ox za ugao y oko ose orjentisane
ortom £ , te na osnovu toga mozemo napisati:

é=1icosy + lg,stinW =7 cosy + jsiny

Ort k' ose O(¢ nastaje rotacijom orta k koordinatne ose Ozza ugao 4 oko ¢vorne ose
orjentisane ortome , te na osnovu toga mozemo napisati:

k'=kcos9+ [é,l;]sin& =k cos 9+ [fcosy/ + ]sint//,l;]sing =k cos 9+ (— Jcosy + fsinl//)sinl9

Sada ugaonu brzinu obrtanja oko trenutne ose rotacije

o=9e+yk+ok'
mozemo napisati u sledecem obliku:

o= 9(? cosy + jsin 1//)+ 1/)l€ + (p<l€ cosd+ (— jcosy +i sin y/)sin 9>

o= f(gcosy/ + (psinwsin3)+ j(gsinl// — @cosy sin 3)+ E(t// + gbcosl9)

Sada komponente ugaone brzine u nepokretnom sistemu koordinata Oxyz mozemo napisati u
slede¢em obliku:

@, = ;(Qcosy/ + @siny sin 9)

W, = f(gsinl// — @cosy sin 9)

&. = k(7 + cos 9)
ili u skalarnom obliku
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@, =3cosy +@sin Jsiny

o, = Jcosy —@sinJcosy

@, =y + ¢cosY

Kako moZemo posmatrati suprotnosmernu transformaciju ortova osa i', ;' i k' pokretnog
sistema koordinata O&n¢ u ortove i, j i k nepokretnog sistema koordinata Oxyz pomocu tri Euler-
ova ugla (- ) - ugla precesije, (— @) - ugla rotacije 1 (— 8) - ugla nutacije, to ort ¢vorne ose € nastaje
rotacijom orta i’ koordinatne ose O& pokretnog sistema koordinata za ugao —¢ oko ose orjentisane
ortom — k' , te na osnovu toga mozemo napisati:

é=i'cos(—p)+ [— k', f'Jsin(— @)=1i'cosp+ j'sing

Kako nastajanje orta k ose Oz mozemo posmatrati u rezultatu rotacije orta k' koordinatne ose
0¢ zaugao — 9 oko ¢vorne ose orjentisane ortom — € , te na osnovu toga mozZemo napisati:

k = k'cos(— 9)+ [— é,l?]sin(— 9)=k'cos I+ [f'cosgo +'sin go,lg’]sin 9

k =k'cos9+ (]'cosgo —i'sin go)sin9

Sada u pokretnom sistemu koordinata moZemo potraziti komponente trenutne ugaone rotacije:

o=9e+yk+ok'
koju moZemo napisati u slede¢em obliku:

o= Q(f'cosgp + j'sin (/))Jr l/)<l€'cosl9 + (j'COS(p —i'sin (p)sin 9> + gk’

o= 17'(19005(/2 —ysin @sin 3)+ j(gsin(/) + y cos gsin 9)+ lg'((/) +y7 cos9)

Komponente trenutne ugaone brzine u pokretnom sistemu koordinata je:

@, = 7'(9005 @ —y sin gsin 9)

@, = ](Qsingo + 7 cos gsin 9)

@, = k'(¢+yrcos 9)
ili u skalarnom obliku

w; = $cos @ —y sin psin

w, = dsin@ +y cospsin g

@, =@ +ycosd
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Mehanika III — Dinamika - Kinetika Predavanja XI
Vektori impulsa kretanja i momenta impulsa kretanja krutog tela pri rotaciji tela oko nepomicne

tacke su:
p(t)= o[ [[ii,71dm = ofii,7. M = @S

Vv
L, = of[[[7.[i,7]dm = @I
Vv
1 imajuci u vidu da je @ =1 (QCOS(p y sin gsin 9)+](9sinqo+1/)cosqosin9)+k (q0+1//cosl9) mozemo

danapiéemO'
”ﬂwfz +a)] +a)¢k r]dm a)f )+a)S( )+a)§S(-)

a)”ﬂnrdm a)S
j i, 7 |ldm = az] ”ﬂ la)éz +a)] +a)§k r”dm

Lo =olf

f, —a)fJ( )—i—a) J( )+a)§Jg')

Kineti¢ka energija rotacije tela oko nepokretne tacke

Kineticka energija rotacije tela oko nepokretne tacke je:
L@, r dm — I j I dm =

b= [fvan =1 s Fam = [
-1[a Jgﬂf,[cwude=§w2(ﬁ,f<;>)
lin |~ 2075.35)- S

=4 [jean =3[ 13

Do ovog izraza mozemo d0c1 ina sledec1 nacin:
n r]] dm = @ (n J ) @ ”jn Pl dm = a)zJ(On)—2Ek

(@.L,)=e[[[(6.7

Euler-ove jednacine dinamike krutog materijalnog tela za obrtanje oko

nepomicne tacke
Promena vektora impulsa kretanja jednaka je zbiru svih spoljasnjih sila i sila otpora oslonca, dok je

promena momenta impulsa kretanja krutog tela pri rotaciji tela oko nepomicne tacke jednaka zbiru momenata svih

spoljasnjih sila i sila otpora oslonca za momentnu ta¢ku i na osnovu tih teorema piSemo
+F,,

TSP+ a)[c?), 5((;7)]: ZS:Fk +G+F,,
k=1

dplt) _ .sm)
dt ¢
(l;I;_;) =) + wj;{;ﬁ)+ w[@,jéﬁ)]z i[’iﬁkh [FC’G]
=1

vazi i
dL. = 1. - Sr-1 L =1 =
7;)=L0+[a),LO]=Z[rk,ﬂ]+[rC,G]=9)lo
=1
Iz prve vektorske jednacine se odreduje otpor oslonca oko koga se kruto telo obrée, a druga vektorska

jednacina predstavlja jednacinu rotacije, iz koje skalarnim mnoZenjem sa ortovima koordinatnih osa dobijamo tri
skalarne jednacCine rotacije oko koordinatnih osa pokretnog sistema koordinata, jer proucavani sistem ima tri

stepeni slobode kretanja.

Sada napiSimo prethodne jednacine pomocu koordinata u pokretnom sistemu koordinata. Zato je potrebno
da odredimo koordinate sledec¢ih vektora i vektorskih izvoda

T = = '
Lo=Loi"+ Ly, J" + Lok
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Ly=Loi'+Ly,j + Lok’
l?r j-r ];r
[E),LO]: 0, @, =i '(a)ﬂLog — W;Lon)+ j'(a)gLog - w§L0§)+ k’(a)fLOU - a)”L();)
Log LO,7 Lo;
dL. e o -
o= (Lo + @, Loy — @, Loy )+ (L gy + @ Los =L )+ K Loy + 0L, — 0, L, )=

S — - —
=S [ EJ+ . Gl=m,
k=1
Sada radi dobijanja jednacina dinamike obrtanja tela oko nepokretne tacke u skalarnom obliku,

pomnozimo redom skalarno sa i’ ]’i k'drugu vektorsku jednadinu, pa ¢emo dobiti sledeée tri skalarne

jednacine:
s
Log + 0, Lo; =010, =3, i E )+ (7. Gl)= (0,7 ) =,
S
Loy + 0Ly, - @l = > i E L)+ (7.6l 7)==,
N [ 1 - G N — —
Liog + 04l =0, Loz =3 i 0+ (7. Gli)= (0.5 ) = m,,,

ili I slede¢em obliku:
LO§ t,L,, —o.L,, =M,
L.O,7 tw Ly —wL,, =M,
Log +.L,, —w,L,: =M,
Ove jednacine su Euler-ove jednacine dinamike krutog materijalnog tela koje se obrée oko

nepokretne tacke.
Ako za koordinatne ose pokretnog sistema koordinata uzmemo glavne ose momemata inercije mase tela koje se obrée oko

nepomicne tacke (O onda su za te ose aksijalni momenti inercije masa su glavni momenti inercije masa.J, ol » J, o2l J, o3 dok je
moment impulsa kretanja krutog tela oko nepokretne ose:
T o g = 7
L,=wJ,i"+w0,J,,j +o,L,k
1 prethodne jednacine dinamike moZemo da napiSemo u sledec¢em obliku:
o o — 0,0 (Joz —Jos ) =M,
0, g, — 00, (Joz —Jor ) =M,
03 53 = a)la)Z(JOl - Joz) =M,
Vektor momenta impulsa kretanja moZemo napisati u slede¢em obliku:

Iy =009+ 0,05+ 0,35 = 0,050 + D))+ 0, (1517 + B+ 0, R + )

= a)f(Jéf’ JO 5= JO8 )+ 0, (157 - 507 = 0L+ w0, U - ) - ) )

Lo =i (a)é‘](():) -0,J4) - a’gjézg )+ j'(a’njgn) w5 - a)s“J(()gr)y )+ k (wz (04) wf'](Oél -9 J(On)z)

ili u skalarnom obliku pomocu njegovih projekcija na koordinatne ose pokretnog sistema koordinata O&nd :
Lo = 0:J ((75) @, énlﬁ @;J c(akcg

w{J(")

O¢n

1) .l

Oén

L, —a)J(O

n
Ly =00 - 0.05) —0,JY)
Postoje tri poznata reSenja Euler-ovih jednaina dinamike krutog tela koje se obrée oko
nepomicne tacke:
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Euler-ovo reSenje

Lagrange-ovo resenje.

Resenje Sofije Kovaljevske

Pozivaju se studenti da za domacdi rad obrade Euler-ovo reSenje, Lagrange-ovo reSenje i
Resenje Sofije Kovaljevske i da u vidu Word dokumenta sa slikama u Wordu i jednacinama u Word
equations dostave nastavniku odgovarajudi fajl. Najbolji radovi u vidu eseja o nabrojanim reSenjima i
kratkim podacuma o naucnicima (Euler-u, Lagrange-u i Sofiji Kovaljevskoj) mogu biti ocenjeni
ocenom koja nosi do 10 bodova. Najbolji radovi ce biti istaknuti na WEB prezentaciji predmeta
Mehanika I1I - Dinamika.

Za strucni esej o Cigri student mode dobiti do 5 bodova.

Za strucni esej o giroskopskom efektu kosog ekscentri¢no nasadenog diska koji rotira oko
nepokretne ose student mozZe dobiti do 6 bodoba.
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Cycnos K. J. - Teopus notennuana u ruapoxuaamuka. Tom I. Teopust motennmana Kues, 1940
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Wolf K. - Lehrbuch der Tech. Mechanik starrer Systeme, Wien, 1947

Zech - Cranz - Aufgabensammlung zur Theoretischen Mehanik. Stuttgart. 1920
3epnos J]. C. - llpuxnaanas Mexanuka. Jleaunrpan, 1925

I]enos U. - AHaIUTUYHA MEXaHHUKA. Codwmst, 1923

JKapoeyku B. - TlcHoBu Teopucke dusmke. beorpan, 1941

JlurepaTtupa

On rnaBHUX KIACHYHHX JIeNia, KOja MpHUnaaajy TBOpLrMa MEXaHHKe, MOKeMO HabpojaTH oBa:

Apyiong (287-212 np. Xp.) - Hepi émnédmv copponikdv, 1| kévipa fapdv (O ypaBHOTSKEHHM paBHHMA WM LEHTPH TEIIKHX DaBHH).
Nma y nemaukom mnpeBony E. Nizze. 1824.

G. Galilei (1564-1642) - Discorsi e dimonstracioni matematiche.

Leiden 1638. Nma yma y nemaukom npeBoay y 30upim Klassiker- — Bibliothek Ostwald'a.

1. Newton (1642-1726). - Philosophiae naturalis principia mathematica. London 1686. IIpeBeneHo Ha BHIIE je3UKa.
L. Euler (1707-1783) - Mechanica sive motus scientia analitice exposita. Petropoli 1736.
- Theoria motus corporum solidorum. Gryphiswaldiae et Rostockii 1765. Mwma nemauku npeBon Tux kmura ox J. Wolfers'a.

J.D'Alembert (1717-1783) - Trati¢ de dynamique. Paris 1743.
J. L. Lagrange (1736-1813) - Mécanique analytique. Paris 1788.
P. S. Laplace (1749-1827) - Mécanique céleste. Paris 1799-1825.
L. Poinsot (1777-1859) - Eléments de statique. Paris 1804.
C. G. J. Jacobi (1804-1851) - Vorlesungen iiber Dynamik. Berlin 1866.
W. R. Hamilton (1805-1865) - Lectures on quaternions. London 1853.
H. Grassmann (1809-1881) - Ausdehnungslehre. Stettin 1844.
H. Poincaré (1854-1912) - Lecons de mécanique céleste. Paris 1905-10.
OnumpHHjy IUTepaTypy 0 MexaHuiw Moryhe je Hahu y OBUM Kibnrama:
- Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften. B. IV. Mechanik. Leipzig 1901-1935.
- Handbuch der Physik von Geiger und K. Scheel. B. V. Grundlagen der Mechanik. Mechanik der Punkte und starren
Korper. Berlin 1927.
Yuraoiy, Koju 01 jKeJeo Jja ce yno3Ha U ca JPYTHUM KypceBHUMa MEXaHUKE y — TpaHHIlaMa MEXaHHKE TadykKe, MOXEMO IPEHOPYYHTH OBE

KibuUre (pex nucara je ancaberckn):

P. Appell - Tratié¢ de mécanique rationnelle. T. I. Statique. Dynamique du point. Paris. Buma n3gama.

U. Apnosmwesuli - OcHoBH Teoprcke Mexanuke. [. 1947.

M. Bobwinesw. - Kypes ananutnueckoid Mmexanuku. . Yacts kunemaTnueckas. C. - IetepOyprs 1885. II. Yacth kuHeMaTHYecKas.

Brloycks nepBeiii: Mexanuka MetepbsuibHOM Touku. C. - [TetepOyprs 1888.
T. Levi-Civita e U. Amaldi - Lezioni di meccanica razionale. V. I. Cinematica. Principi e statica. V. II. Dinamica dei sistemi con un

numero finito di gradi di libereta. Parte prima. Bologna 1922-27.
R. Marcolongo - Meccanica razionale. Milano. 1905. Hemauku npesox H. Timerding'a - Theoretische Mechanik. Leipzig 1911.
J. Nielsen - Vorlesungen iiber elementare Mechanik. IIpesog W. Fenchel'a. Berlin 1935.

P. Panlevé - Cours de mécanique. T. I. Paris 1930.
C. I'. [Iemposuuw - Kypch TeOpeTHIecKoil MEXaHHUKH.
Yacrts [. Kunemaruka. C. - [letepOyprs 1912.
Yacrs II. [lunamuka touku. C. - [TerepOyprs 1913.
K. Cmojanosuh - Mexanuka. beorpan 1912.
I'. K. Cycnosw - OcHOBBI aHanmuTH4YecKON Mexanuku. M3n. 2. Kieps 1911.
I K. Cycnog - Teopernueckast MexaHuka. Vznanue Tpetbe mocMepTHOE. MOCKBa, Jlernnrpaz. 1946.
E. T. Whittaker - A treatise of the analytical dynamics of particles and rigid bodies. Cambridge 1904. Tpehe uzname 1927.
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