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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA  

MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA 
 

VII.3. DEVETA NEDELJA  
Dinamika sistema materijalnih tačaka 
 
Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tačaka: Geometrija masa. Središte sistema masa i njegove osobine. Diferencijalne jednačine 

kretanja sistema materijalnih tačaka. Teorema o kretanju središta sistema materijalnih tačaka. Količina kretanja sistema materijalnih tačaka. Moment 
količine kretanja sistema materijalnih tačaka. Kinetička energija sistema. Koening-ova teorema o kinetičkoj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih 
tačaka. D’Alamber-ov princip. Lagrange-ov princip. Lagrange-D’Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednačine II vrste.  

VIII. DESETA NEDELJA  
Dinamika krutog tela 
Osnovni pojmovi dinamike krutog tela: Momenti inercije mase tela. Definicije. Steiner-ova teorema. Elipsoid inercije. Translatorno kretanje tela. 

Količina kretanja tela. Diferencijalne jednačine kretanja. Kinetička energija tela.  

XI.1.  JEDANAESTA NEDELJA 
Obrtanje tela oko nekretne ose. Moment količine kretanja. Diferencijalna jednačina kretanja. Kinetička energija. Rad. Snaga.  
Fizičko klatno.  Kinetički pritisci.  

 

XI.2. DVANAESTA  NEDELJA  
Ravansko kretanje tela. Količina kretanja. Moment količine kretanja. Diferencijalne jednačine kretanja. Kinetička energija. Uslov kotrljanja bez 

klizanja.  
Obrtanje tela oko nepkretne tačke. Kinetička energija. Moment količine kretanja. Euler-ove dinamičke jednačine obrtanja tela oko nepokretne 

tačke. Regularna precesija.   

XI.3  TRINAESTA NEDELJA  
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.  
Dinamika tela promenljive mase. Jednačina Mešćerskog. Kelijev problem. Jednačina Ciolkovskog.  

 
 
 
 
Dinamika materijalnog sistema  (nastavak)  
Dinamika sistema materijalnih tačaka 
Dinamika krutog tela 
 

 Dinamika krutog tela 
 
Uvod. 

***** 
 

Vektori momenata inercije masa krutog materijalnog tela. Obrtanje krutog tela oko 
nepomične ose.  

 
Primer. Proučimo, sada, impuls kretanja ( )tpdr , moment impusla kretanja OLd

r
 (zamah) i njihove promene na 

primeru kretanja materijalne tačke elementarne mase dm  krutog materijalnog tela, koje rotira ugaonom brzinom nr
r

ωω = , 
oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr  i koja prolazi kroz momentnu tačku O . Grafički prikaz kinematičkih 
i kinetičkih vektorskih invarijanti za jednu  tu materijalnu tačku elementarne mase koja je deo krutog materijalnog tela dat je 
na narednoj slici. 

Označimo sa rr  vektor položaja te materijalne tačke elementarne mase u odnosu na momentnu tačku O , kroz koju 
prolazi i osa orjentisana jediničnim vektorom nr  oko koje, ugaonom brzinom nr

r
ωω = , rotira ta materijalna tačka 

elementarne mase. Brzina vr  kretanja te te materijalne tačke je jednaka vektorskom proizvodu ugaone brzine nr
r

ωω =  i 

njenog vektora položaja rr : [ ] [ ]rnrv rrrrr ,, ωω == . Brzina  vr  obrtnog kretanja te materijalne tačke elementarne mase dm je 
upravna na osu rotacije i  njen vektor položaja, odnosno na vektore  nr  i rr .  
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Vektor impulsa kretanja ( )tpdr  te materijalne tačke elementarne mase, koja rotira ugaonom brzinom nr
r

ωω = , oko 

nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

( ) [ ] [ ] ( )n
OSddmrndmrdmvtpd
rrrrrrrr ωωω ==== ,,  

gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ]dmrnSd
def

n
O

rrr r

,=  

i vektorsku definiciju za vektor ( )n
OSd
rr

statičkog momenta mase materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu 

tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase prvog reda ili 
linearni moment  mase  materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim 
vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O .  Taj vektor zavisi od položaja materijalne tačke elementarne mase dm   u 
odnosu na osu, odnosno od njenog polo\aja u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom nr . Takodje 
izražava inerciono i devijaciono svojstvo prvog reda pri rotaciji materijalne tačke elementarne mase dm  oko nepokretene ose.  U 

slučaju kada je materijalna tačka elementarne mase dm  na osi vector ( )n
OSd
rr

statičkog momenta mase materijalne tačke 

elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisana jediničnim vektorom nr  je jednak nuli, tada su i vektori  

nr  i rr kolinearni. Poredeći ovo odredjenje  vector ( )n
OSd
rr

linearnog momenta mase materijalne tačke elementarne mase dm  sa 

vektorom dobijenim množenjem mase materijalne tačke elementarne mase dm   i jediničnog vektora orjentacije ose nr , a koju smo 

uveli preko preprincipa (prednačela) postojanja, možemo uvesti i  vector  ( ) dmnMd n
O

rr r

=  nazvati momentom mase nultog  reda ili 

nulti  moment  mase  materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim 
vektorom nr . 
 

( ) [ ][ ]dmrnrJd n
O

rrrr r

,,=  

[ ][ ] ( )n
OO JddmrrLd
rrrrrr

ωω == ,,  

R  

rr

nr  

[ ][ ]rrdmdmSO
rrrr

,,
2

ω=  
OndJ  

( )n
ODd
rr

 

O  

( ) dmvtpd rr
=  

[ ]rv rrr ,ω=  
dm  

( )rN r  L  

nr
r

ωω =  

 
Slika. Grafički prikaz momenta impulsa kretanja – kinetičkog momenta OLd

r
  materijalne tačke elementarne mase dm , koja rotira ugaonom brzinom 

nrr
ωω =  oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase 

( )n
OJd
rr

materijalne tačke 

elementarne mase dm ,  za pol O i osu  orjentisanu jediničnim vektorom nr i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase OndJ  i devijacionog   

momenta mase 
( )n
ODd
rr

 materijalne tačke elementarne mase dm ,  za tu osu i taj pol. 

 
 

Vektor momenta impulsa kretanja OLd
r

 te materijalne tačke elementarne mase dm krutog tela, koje rotira ugaonom 

brzinom nr
r

ωω = , oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] ( )n
O

def

O JddmrnrdmrrdmvrpdrLd
rrrrrrrrrrrrr

ωωω ===== ,,,,,,  
gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ][ ]dmrnrJd
def

n
Oi

rrrr r

,,=  
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i vektorsku definiciju za vector ( )n
OJd
rr

 momenta inercije mase materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu 

tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i vector momenta mase 
drugog  reda ili kvadratnog  momenta  mase materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu 
orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O .  Taj vektor zavisi od položaja materijalne tačke  
elementarne mase dm  u krutom telu, odnosno tela u odnosu na osu, odnosno od položaja te materijalne tačke elementarne mase 
dm  u prostoru u odnosu na tu osu i pol i zavisi od orjentacije ose ortom nr . Takodje izražava inerciono i devijaciono svojstvo 
drugog reda pri rotaciji te materijalne tačke elementarne mase dm   oko nepokretene ose.  U slučaju kada je materijalna tačka 

elementarne mase dm  na osi njen vektor ( )n
OdJ
r

momenta inercije mase te materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na 

momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , je jednak nuli, tada su i vektori  nr  i rr kolinearni.  
 Oba vektora koje smo prethodno definisali: 

 * vector ( )n
OJd
rr

 momenta inercije mase te materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O : 

 ( ) [ ][ ]dmrnrJd
def

n
Oi

rrrr r

,,=  

kao i vektor ( )n
OSd
rr

statičkog momenta mase materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  ili moment mase prvog reda ili linearni moment  
mase materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja 
prolazi kroz tu momentnu tačku O : 

 ( ) [ ]dmrnSd
def

n
O

rrr r

,=  

su vektori vezani za tačku – pol O  i orjentisanu osu i kao takvi su tenzorskog karaktera i odredjeni su, u opštem slučaju sa devet 
skalara. To znači da su tenzori drugog reda.  

 

( ) [ ][ ]dmrnrJd n
O

rrrr r

,,=  

[ ][ ] ( )n
OO JddmrrLd
rrrrrr

ωω == ,,  

R  

rr

nr  

[ ][ ]rrdmdmSO
rrrr

,,
2

ω=  
OndJ  

( )n
ODd
rr

 

O  

( ) dmvtpd rr
=  

[ ]rv rrr ,ω=  
dm  

( )rN r  L  

nr
r

ωω =  

 
 

Slika. Grafički prikaz momenta impulsa kretanja – kinetičkog momenta OLd
r

  materijalne tačke elementarne mase dm  krutog tela, koje rotira ugaonom 

brzinom nrr
ωω =  oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , i prolazi kroz pol O i vektora momenta inercije mase 

( )n
OJd
rr

materijalne tačke 

elementarne mase dm keutog tela,  za pol O i osu  orjentisanu jediničnim vektorom nr i njegovih komponenti, aksijalnog momenta inercije mase OndJ  i 

devijacionog   momenta mase 
( )n
ODd
rr

 materijalne tačke elementarne mase dm krutog tela,  za tu osu i taj pol. 

 
 
Na osnovu prethodne analize za jednu materijalnu tačku elementarne mase dm  krutog materijalnog tela, proučimo, sada, 

impuls kretanja ( )tpr , moment impusla kretanja OL
r

 (zamah) i njihove promene na primeru kretanja krutog materijalnog tela  
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koje rotira ugaonom brzinom nr
r

ωω = , oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr  i koja prolazi kroz 
momentnu tačku O .  

Vektor momenta impulsa kretanja OL
r

 sistema materijalnih tačaka elementarne mase dm , koje čine jedno kruto 
materijalno telao, koje rotira pišemo pomoću vektorskog zbira vektora momenata impulsa svih materijalnih  tačaka elementarnih 
masa dm , koje su elementarni delovi krutog materijalnog tela, koje rotira ugaonom brzinom nr

r
ωω = , oko nepokretne ose 

orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] ( ) ( )n
O

V

n
O

VVVV

def

V
OO JJddmrnrdmrrdmvrpdrLdL

rr rrrrrrrrrrrr
ωωωω ======= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ,,,,,,  

gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ][ ]∫∫∫=
V

def
n

O dmrnrJ rrrr r

,,  

i vektorsku definiciju za vector ( )n
OJ
rr

 momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase drugog  reda ili kvadratni moment  mase 
materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku 
O .  

Steiner-ova teorema. Imajući u vidu da je iCi rr ρ
rrr

+=  to unošenjem u 

( ) [ ][ ]∫∫∫=
V

def
n

O dmrnrJ rrrr r

,,  

dobijamo: 

( ) ( ) [ ][ ]MrnrJJ CC
n

C

def
n

O
rrrrr rr

,,+=  

a to je izraz Steiner-ove teoreme, koja kaže da je vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 materijalnog krutog tela  u odnosu na 

momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  jednak je zbiru 

vektora sopstvenog momenta inercije mase ( )n
CJ
rr

 krutog materijalnog tela  u odnosu na momentnu tačku C u središtu masa 

tela i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz središte tela C  i položajnog  [ ][ ]Mrnr CC
rrr ,, u odnosu na 

središte tela.  
Vektor sopstvenog momenta inercije mase ( )n

CJ
rr

 krutog tela u odnosu na momentnu tačku C , u središtu tela, i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz središte tela  C nazivamo i centralni vector momenta inercije mase 
( )n
CJ
rr

 materijalnog krutog tela  za središte (centar inercije) C  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr . 

Vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 krutog materijalnog tela  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O , možemo razložiti u dve komponente, jednu OnJ  u pravcu 

ose nr  i drugu ( )n
O

rr
D  upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju čine vektori ( )n

OJ
rr

 i  nr  i  to možemo napisati u 
sledećem obliku: 

( ) ( )( ) ( )[ ][ ] ( )n
OOn

n
O

n
O

n
O nJnJnnJnJ

rrrr rrrrrrrrr
D+=+= ,,,  

 
Aksijalni i devijacioni deo vektora momenta inercije mase tela. Glavne ose inercije materijalnog tela.  Komponenta 

vektora momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 krutog materijalnog tela  u pravcu ose nr , koju smo označili sa nJOn
r

, odnosno ( )n
OnJ
rr

 

nazivamo još i aksijalni moment inercije mase krutig materijalnog tela  za osu orjentisanu ortom nr  i  koja prolazi kroz pol 
O : 

 ( ) ( )( )nJnnJJ n
OOn

n
On

rrrrr rr

,==  

i njen intenzitet je nJ je  jednak: 

 ( )( )n
OOn JnJ
rrr,=  
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Komponenta vektora momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 krutog materijalnog tela u pravcu upravnom na osu nr , koju smo 

označili sa ( )n
O

rr
D  nazivamo još i vektor devijacionog momenta inercije mase krutig materijalnog tela za osu orjentisanu 

ortom nr  i  koja prolazi kroz pol O : 

 ( ) ( )[ ][ ]nJn n
O

n
O

rrrr rr

,,=D  
i ona leži u devijacionoj ravni i izražava devijaciona sviojstva krutog materijalnog tela  u odnosu na osu, oko koje rotira to telo, 
odnosno devijaciona svojstva rasporeda masa krutog materijalnog tela  u odnosu na osu rotacije.  (Naprimer, masa točka, koji je  
nasadjen ekscentrično pokazuje devijaciona svojstva pri rotaciji oko te ekscentrične ose, a masa izbalansiranog točka, koji je 
centrično nasadjen ne pokazuje devijaciona svojstva. Balansiranje točkova se izviodi dodavanjem olovnih ‘’materijalnih tačaka’’ 
čime se poništavaju devijaciona svojstva točka u odnosu na osu rotacije.) 

Ako vektor momenta inercije mase ( )sn
OJ
rr

 krutog materijalnog tela  ima samo komponentu u pravcu ose snr , koju 

smo označili sa ( )sn
OnJ
rr

 i nazivali još i aksijalni moment inercije mase krutog materijalnog tela, onda ćemo tu osu snr  nazvati 

glavnom osom inercije. Znači da je za glavnu osu inercije orjentisanu ortom snr  komponenta u pravcu upravnom na osu snr , 

koju smo označili sa ( )sn
O

rr
D  nazivamo još i vektor devijacionog momenta inercije mase krutog materijalnog tela  jednaka 

nuli: ( ) 0=sn
O

rr
D . Tada je: 

( ) ( )( ) s
n

Os
n

O nJnJ ss
rrrr rr

,≡  
Takvih pravaca i osa ima tri u svakoj tački prostora i set od tri glavna pravca inercije, odnosno od tri glavne ose inercije 

sadrži ose koje su medjusobno ortogonalne. A to ćemo kasnije i dokazati. 

Ako sada vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 krutog materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i osu 

orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O  razložimo u tri pravca osa koordinatnog sistema 
wunO rrr

 možemo da napišemo: 
( ) ( )( ) ( )[ ][ ] ( ) ( ) ( ) wDuDnJnJnJnJnnJnJ OnwOnuOn

n
Ow

n
OuOn

n
OOn

n
O

n
O

n
O

rrrrrrrrrrrrrrr rrrrrr

++=++=+=+= DDD,,,  

Projekcije OnuOnu JD −=  i OnwOnw JD −=  vektora momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 krutog materijalnog tela  u 

pravcima dveju medjusobno ortogonalnih osa ur  i wr  nazivamo devijacionim momentima za dve ortogonalne ose nr  i ur , 
odnosno  nr  i wr . Ove projekcije se zovu još i proizvodi inercije.  

Tenzor momenata inercije masa sistema i matrica tenzora momenata inercije masa krutog materijalnog tela. 
Svakom od vektora momenta inercije mase ( )n

OJ
rr

 krutog materijalnog tela  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , možemo pridružiti jednu matricu kolonu čiji su elementi njegove  projekcije na ose koordinatnog 
sistema wunO rrr

 na sledeći način: 

( )

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

Onw

Onu

On
n

D
D
J

r

OJ   ( )

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

Ouw

Ou

Oun
u

D
J
D

r

OJ   ( )

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

Ow

Owu

Own
w

J
D
D

r

OJ  

i pomoču njih sastaviti matricu 33×  koju ćemo nazvati matrica tenzora momenata inercije masa materijalnog krutog tela, čije 
su kolone sastavljene od matrica kolona, koje sadrže projekcije vektora momenata masa krutog materijalnog tela redom, za ose 
koordinatnog sistema wunO rrr

, a čiji su elementi aksijalni momenti inercije masa i devijacioni momenti masa krutog materijalnog 
tela, odnosno proizvodi inercije masa krutog materijalnog tela  za par osa redom iz skupa ortogonalnih vektora nr , ur  i wr . Na 
osnovui toga možemo da napišemo: 

 ( ) ( ) ( )( )
⎟
⎟
⎟

⎠
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Ako za skup ortohonalnih ortova uzmemo ortove Descartes-ovog koordinatnog sistema i
r

, j
r

i k
r

prethodna matrica postaje: 
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 U vektorskom obliku vektori momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema su: 
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 Ako sada redom pomnožimo vektore momenata masa za koordinatne ose Descartes-ovog koordinatnog sistema za pol u 

koordinatnom početku kosinusima smerova jediničnog vektora γβα cossincos kjin
rrrr

++= onda ćemo dobiti sledeće: 
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Sada se pomoću definisane matrice tenzora inercije mase krutog materijalnog tela može napisati prethodna relacija u 
sledećem obliku: 
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te je aksijalni moment inercije mase krutog materijalnog tela za osu nr  koja prolazi kroz koordinatni početak O  jednak: 
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Devijacioni moment mase krutog materijalnog tela za dve upravne ose nr  i ur  koje se seku u koordinatnom početku O  je: 
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 Da bi smo odredili glavne pravce inercije mase krutog materijalnog tela potrebno je da nađemo one pravce snr  za koje je 
( ) ( )( ) s

n
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n
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rrrr rr

,≡ , odnosno u matričnom obliku: 
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te odatle dobijamo:  
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gde je 
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1
I  jedinična dijagonalna materica. Poslednja matrična jednačina predstavlja sistem homogenih 

algebarskih jednačina sa nepoznatim kosinusima smerova orta glavnog pravca inercije masa krutog materijalnog tela, 

ssss kjin γβα cossincos
rrrr

++= , ali sadrži i nepoznati aksijalni moment inercije mase krutog materijalnog tela 
sOnJ za 

osu u tom glavnom pravcu inercije. Kako je sistenm algebarskih jednačina po nepoznatim kosinusima smerova orta glavnog pravca, 
to da bi postojala rešenja različita od trivijalnih i nultih, potrebno je da determinanta sistema jednačina bude jednaka nuli, a tome 
treba pridružiti i uslov da  je zbir kvadrata kosinusa uglova jednog pravca jednak jedinici. Na osnovui toga pišemo sekularnu 
jednačinu: 
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iz koje odredjujemo glavne momente inerciije masa krutog materijalnog tela: 
sOnJ , 32,1 ==s , kao korene jednačine 

trećeg reda, koju dobijamo razvijanjem prethodne determinante: 
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u kojoj su 1J , 2J  i 3J  skalari, redom prvi, drugi i treći, matrice OJ  tenzora momenata inercije masa krutog 

materijalnog tela u odnosu na pol O : 
* 1J  je prvi scalar i jednak je zbiru elemenata sa glavne dijagonale matrice OJ  tenzora momenata 

inercije masa materijalnog sistema u odnosu na pol O : 

3211J OnOnOnOwOuOnOzOyOx JJJJJJJJJ ++=++=++=  
* 2J  je drugi scalar i jednak je zbiru minora elemenata sa glavne dijagonale matrice OJ  tenzora 

momenata inercije masa krutog materijalnog tela u odnosu na pol O : 
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* 3J  je treći scalar i jednak je determinanti matrice OJ  tenzora momenata inercije masa krutog 

materijalnog tela u odnosu na pol O : 
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Sva tri skalara matrice OJ  tenzora momenata inercije masa krutog materijalnog tela u odnosu na pol O  su 
istovremeno i invarijante i za jednu tačku prostora u odnosu na koju se oređuje matrice OJ  tenzora momenata 
inercije masa krutog materijalnog tela nepromenljive, bez obzira na izbopr koordinatnog sistema, ako je njegov 
koordinatni početak u toj tački. To se lako dokazuje iz Viete-ovih pravila za jednačinu trećeg stepena, kojoj 
pripada sekularna jednačina.   

Kosinuse smerova glavnih pravaca momenata inercije masa krutog materijalnog tela za neki pol O  odredjujemo 
kao odnose: 
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Kosinusi smerova glavnog pravca momenata inercije masa krutog materijalnog tela moraju da zadaovoljavaju uslov 

da je zbir kvadrata kosinusa uglova glavnih pravaca jednak jedinici: 
 1coscoscos 222 =++ sss γβα  

Odakle odredjuemo nepoznate konstante sC : 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )233

2
32

2
31

1
sss

s
KKK

C
++

=  

Može se dokazati da u svakoj tački prostora u kome je materijalni sistem postoje uvek tri ortogonalana glavna 
pravca momenata inercije masa tela  1nr , 2nr , 3nr  za koje su vektori momenata inercije masa krutog materijalnog tela bez 
devijacionih svojstava, tj. postoje samo aksijalni momenti inercije mase za te pravce, dok su devijacione komponente jednake 
nuli. 
 Matrica tenzora momenata inercije masa krutog materijalnog tela u tom koordinatnom sistemu glavnih pravaca 
momenata inercije masa 1nr , 2nr , 3nr je dijagonalna, jer za te pravce postoje samo aksijalni momenti inercije masa krutog 
materijalnog tela, pa sa tim postoje samo elementi na glavnoj dijagonali: 
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 Ako kruto materijalno telo ima osu simetrije onda je ta osa simetrije jedan njen glavni pravac inercije.   
 Iz Steiner-ove teoreme 
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u skalarnom obliku možemo dobiti sldeće relacije:  
 ( )MzyJJ CCCxOx

22 ++=  

 ( )MzxJJ CCCyOy
22 ++=  

 ( )MyxJJ CCCzOz
22 ++=  

 MyxDD CCCxyOxy +=  

 MzxDD CCCxzOxz +=  

 MyzDD CCCyzOyz +=  

a to su izrazi Steiner-ove teoreme o odnosu aksijalnih momenata inercije masa krutog materijalnog tela za dve paralelne ose, od 
kojih jedna prolazi kroz središte tog krutog materijalnog tela, kao i o odnosu devijacionih momenata masa krutog materijalnog 
tela za parove paralelnih osa, od kojih jedan par prolazi kroz središte sistema materijalnih tačaka. 
Centrifugalni momenti masa krutog materijalnog tela su jednaki devijacionim momentima masa sa promenjenim znakom.  
 
 Analogija. Kompletna analiza stanja imomenata inercije masa krutog materijalnog tela u odnosu na jednu tačku, može se 
matematički izvesti na osnovu analogije sa analizom stanja napona i stanja deformacije napregnutog deformabilnog tela 
uspostavljajući analogiju izmedju matrice tenzora napona i matrice tenzora momenata inercije masa krutog tela, ili matrice tenzora 
relativne deformacije i matrice tenzora momenata inercije masa krutog tela. U toj analogiji, aksijalnim momentima inercije masa 
krutog tela odgovaraju normalni naponi ili dilatacije, a devijacionim momentima masa tangencijalni naponi ili specifične 
deformacije klizanja. Na osnovu te analogije, mogu da se bez računa i izvodjenja izraza iskoriste znanja iz teorije elatičnosti da su 



Mehanika III – Dinamika  - Kinetika                                  Predavanja  XI                                                                                                             Školska 2006-2007 
 

 
Mašinski fakultet Univerziteta u Nišu  Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanović) Hedrih 
Katedra za mehaniku                                                            (nelektorisan – brief - tekst) 

Str. 9 od 43

ravni ekstremnih vrednosti smičućih napona takve da zaklapaju uglove po 
4
π

u odnosu na dva glavna pravca naprezanja, a prolaze 

kroz treći, i na osnovu toga možemo da zaključimo da su ose inercione asimetrije momenata inercije masa pod uglom od 
4
π

 u 

odnosu na dva glavna pravca momenata inercije mase krutog materijalnog tela i da su upravni na trećem.  Značu da postoje tri para 
osa inercione asimetrije u svakoj tački protora u kome je teo, koje su u parovima jedna na drugu ortogonalne i za njih su aksijalni 
momenti inercije mase tela jednaki poluzbiru dva glavna aksijalna momenta inercije amse tela, dok su odgovarajući devijacioni 
momenti  masa tela jednaki polurazlici dva glavna aksijalna momenta inercije masa krutog materijalnog tela. Ako su devijacioni 
momenti mase krutog tela za te ose ekstremnih vrednosti po analogiji sa ekstremnim vrednostima smičućih napona, to znači da 
materijalno telo za te ose ima ekstremne vrednosti devijacionih svojstava masa i da te ose treba izbegavati za ose rotacije tela, jer će 
za njih u poredjenju sa drugim osama rotacije biti ekstremne vrednosti kinetičkih pritisaka na ležišta vratila rotora, koji potiču od tih 
devijacionih svojstava masa rotora. Kako rotori treba da su balansiranih – uravnoteženih masa, to su glavni pravci momenata  
inercije masa rotora, ti pravci u kojima treba projektovati ose rotacije i postavljati vratila, jer su devijaciona svojstva nula. Ose 
inercione asimetrije su sa najizraženijim devijacionim svojstvima.  
 Za napisani esej o ovoj analogiji i pripremljen u vidu Word fajla sa crtežima student može dobiti do 10 bodova. 

 

Teorema o promeni kinetičke energije materijalnog krutog tela 
 
 Kinetička energija ili ‘’živa sila’’ je mera kretanja materijalnog sistema kojim se ispoljava 

svojstvo transformacije jednog kretanja u drugo, ekvivalentno.  
Definicijom 5. smo uveli skalarnu invarijantu dinamike elementarni rad sile F

r
 na stvarnom 

elementarnom pomeranju  rdsd rr
=  duž putanje s  kretanja materijalne tačke kao skalarni proizvod te 

sile F
r

 i elementa stvarnog elementarnog pomeranja rdsd rr
=  duž putanje s  kretanja i to pišemo u 

obliku ( )sdFdA
def

F rrv

,= . 
Na osnovu te definicije skalarne invarijante, uveli smo i ukupan rad sile F

r
 na stvarnom putu - 

pomeranju duž putanje s  kretanja materijalne tačke, kao ukupan zbir svih elementarnih radova 
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,=  ili  integral skalarnog proizvoda te sile F
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 i elementa stvarnog elementarnog pomeranja 
rdsd rr

=  duž putanje s  kretanja i to pišemo u obliku: 
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Definicijom skalarnog  odredjenja - skalarne invarijante - elementarnog rada sile F
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 na stvarnom elementarnom 
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=  duž putanje s  kretanja materijalne tačke uspostavljena je skalarna veza izmedju sila (aktivne F
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) i pomeranja duž puta s  materijalne tačke  m .  

Imajući u vidu definiciju sile inercije ( ) ( )
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odredjenja dinamike, kao i definiciju rada sile kao skalarne invarijante  za ukupan rad svih sila inercije kretanja 
materijalnog tela, koji se sastoji od materijalnih tačaka elementarnih masa dm , čiji su položaji u prostoru, u trenutku 
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tačaka elementarnih masa dm ,  i za elementarni rad svih sila inercije na elementarnim pomeranjima materijalnih tačaka 
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Ukupan rad svih sila inercije materijalnog tela jednak je zbiru radova pojedinih materijalnih tačaka elementarnih 

masa materijalnog tela na njihovom stvarnom putu - pomeranju duž odgovarajućih putanja is  kretanja svake od materijalnih 
tačaka elementarnih masa tela, te možemo da napišemo: 
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i time smo  doveli ukupan rad sila inercije krutog materijalnog tela  u vezu sa kinetičkom energijom krutog materijalnog tela. 
Za ukupan rad sila inercije ( )tIFi

r
 na stvarnim putevima pomeranja duž putanja s  kretanja materijalnih tačaka 

elementarnih masa krutog tela, koje se kreću brzinom vr , a u početnom položaju su sve materijalne tačke elementarne mase 
tela i celo telo imale  početne brzine jednake nuli, 00 =iv  izvodimo i sledeću relaciju 

( ) ( ) ( )

( ) ( )k
V

km

v

vV

s

s V

s

s V

s

s V
F

I

EEddmv

dmvdvdmsdasdIdA F

−=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

∫∫∫∫∫∫

∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫

=

r

r

r

r

rrrrr

0

2

0

000

2

,,,

 

iz koje smo izveli zaključak:   
Rezultujući rad sila inercije ( )( )tI iF

r
 materijalnih tačaka elementarne mase materijalniog krutog tela  na stvarnim 

putevima - pomeranjima duž putanja s  kretanja svake od materijalnih tačaka tela, koje se kreću brzinama vr , a u početnom 
položaju su sve materijalne tačke imale  početne brzine jednake nuli, 00 =iv  jednak je negativnoj vrednosti kinetičke 

energije kE kretanja (dinamike) materijalnog krutog tela. 
Kinetička energija kretanja (dinamike) materijalnog krutog tela se naziva i imenom ‘’živa sila’’ kretanja (dinamike) 

materijalnog krutog tela. 
 Takodje smo analizirali i izvod po vremenu rada sile F

r
 na stvarnom putu pomeranju duž putanje s  kretanja 

materijalne tačke m , koja se kreće brzinom vr  i uveli pojam snaga ili efekat rada sile, koja se iskazuje sledećom 
matematičkom relacijom: 

 ( )vF
dt

dAP
Fdef rr
r

,==  

Za materijalno telo na koje dejstvuiju sile možemo da pišemo: 
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Zaključili smo da je snaga ili efekat rada sila inercije materijalnog tela na stvarnim putevima - pomeranju duž 

sopstvenih putanja s  kretanja odgovarajućih materijalnih tačaka elementarnih masa dm materijalnog tela, koje se kreću 
sopstvenim brzinama vr , jednaka izvodu kinetičke energije tela po vremenu,  a to je i brzina vršenja rada, i to je zbir 
skalarnih proizvoda sila inercija,  koje dejstvuju na pokretnu odgovarajuću materijalnu tačku elementarne mase dm  i 
brzine vr  kretanja te materijalne tačke elementarne mase duž njene putanje. Ta suma  je integral po zapremini tela. 

Ove definisane skalarne invarijante - definisane pomoću vektorskih invarijanti dinamike, dovoljne su da se definiše 
teorema o promeni kinetičke energije materijalnog tela  po vremenu.   

Teorema o promeni kinetičke energije po vremenu materijalnog tela: Promena kinetičke energije krutog 
materijalnog tela po vremenu, nepromenljive mase, koje se sastoji od elementarnih masa dm , koje se kreću brzinama vr , i 

na koje dejstvuju spoljašnje sile siF
r

i unutrašnje sile uiF
r

, koje dejstvuju na telo u tačkama iN  odredjenim vektorima 

položaja ir
r

, koje imaju brzine ivr , Ni ,..,3,2,1=  jednaka je zbiru snaga rada svih spoljašnjih sila P . Tu teoremu možemo 
izraziti sledećom relacijom: 
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sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama iq , 6,....,3,2,1=i  i dejstvuju na kruto materijalno telo. Njihov broj zavisi 
od toga da li su one samo koordinate položaja krutog materijalnog tela u generaliasnom sistemu krivolnijskih koordinata, 
kada ih ima 6 , iq , 6,...,3,2,1=i ,  ili su to nezavisne koordinate krutog materijalnog tela, kada ih ima sn −= 6  , iq , 

( )sni −== 6,..,1 , gde je 6≤s  broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na to telo. Ako je 

materijalno telo slobodno, onda ima tih koordinata ima 6 , te je toliko i generalisanih koordinata iq , 6,...,3,2,1=i  i 6  

generalisanih sila iQ , 6,...,3,2,1=i , ili u slučaju kada materijalno telo nije slobodno, već je podvrgnuto vezama i tada 
postoji manji broj generalisanih koordinata za onoliko koliki je broj veza kojima je telo pdvrgnuto. Tada je i broj 
generalisanih sila jednak tom broju generalisanih koordinata te su generalisane koordinate iq  i generalisane sile  iQ , za 

)6(,...,3,2,1 sni −== ). 
Snaga rada unutrašnjih sila krutog materijalnog tela jednaka je nuli. 

 
 Teorema o promeni kinetičke energije po vremenu dinamike krutog materijalnog tela: Promena kinetičke energije 
pokretnog krutog materijalnog tela  po vremenu, konstantne mase, čije se materijalne tačke elementarne mase kreću 
brzinama  vr  na koje dejstvuju spoljašnje sile iF

r
 jednaka je snazi P tih sila. Tu teoremu možemo izraziti sledećom 

relacijom: 
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sile koje odgovaraju krivolinijskim koordinatama iq , 6,....,3,2,1=i  i dejstvuju na slobodno kruto materijalno telo. Njihov 
broj zavisi od toga da li su one samo koordinate položaja krutog materijalnog tela u generaliasnom sistemu krivolnijskih 
koordinata, kada ih ima 6 , iq , 6,...,3,2,1=i ,  ili su to nezavisne koordinate krutog materijalnog tela, kada ih ima 

sn −= 6  , iq , ( )sni −== 6,..,1 , gde je 6≤s  broj stacionarnih geometrijskih holonomnih veza koje dejstvuju na to 

telo. Ako je materijalno telo slobodno, onda ima tih koordinata ima 6 , te je toliko i generalisanih koordinata iq , 

6,...,3,2,1=i  i 6  generalisanih sila iQ , 6,...,3,2,1=i , ili u slučaju kada materijalno telo nije slobodno, već je 
podvrgnuto vezama i tada postoji manji broj generalisanih koordinata za onoliko koliki je broj veza kojima je telo pdvrgnuto. 
Tada je i broj generalisanih sila jednak tom broju generalisanih koordinata te su generalisane koordinate iq  i generalisane 

sile  iQ , za )6(,...,3,2,1 sni −== ). 
 
 U zaključku možemo teoremu o promeni kinetičke energije krutog materijalnog tela da formuliđemo na sledeći 
način: 
 Prvi izvod kinetičke energije dinamike mehaničkog sistema jednak je snazi sila koje na to telo  dejstvuju.  
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Relativno kretanje materijalnog krutog tela  u odnosu na središte sistema 
 
 Usvojimo središte masa materijalnog krutog tela za početak pokretnog sistema koordinata ξηζC , koji se 
translatorno kreće u odnosu na apsolutni, nepokretni Descartes-ov trijedar  Oxyz . Položaj svake materijalne tačke 

elementarne mase dm tela odredjen je u odnosu na apsolutni, nepokretni sistem koordinata  Oxyz vektorom Crr rrr
−=ρ  

relativnog položaja materijalne tačke elementarne mase tela u odnosu na središte masa tela C . 
 Kinetička energija dinamike sistema – dinamike krutog materijalnog tela je: 
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jer je ( ) 0,, ==⎟⎟
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V
rC vMvdmvv rrrr

, jer je relativna brzina središta sistema C u odnosu na to središte jednaka nuli. 

0=Ctvr . Sada iz prethodne relacije možemo napisati: 
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 Na osnovu prethodnog možemo formulisati sledeću teoremu o kinetičkoj energiji dinamike krutog materijalnog tela:  
Kinetička energija dinamike krutog materijalnog tela (sistema materijalnih tačaka) jednaka je zbiru kinetičke 

energije translacije brzinom Cvr  središta sistema, kao da je celokupna masa M tela  sažeta u središtu masa tela i kinetičke 
energije relativnog kretanja materijalnog tela  u odnosu na središte tela.  
 Ova teorema je poznata pod imenom Kenigova teoreme (Samuel König 1712-1757). Ovaj holandki naučnik izveo je 
ovu teoremu 1751. Formulacija Kenigove teoreme je: 
 Kinetička energija sistema materijalnih tačaka za slučaj apsolutnog kretanja sistema materijalnih tačaka jednaka 
je zbiru kinetičke energije njegovog središta (spoljašnje kinetičke energije) i relativne kinetičke energije u odnosu na 
središte (unutrašnja kinetička energija). 
 Na osnovu prethodnih teorema i zaključaka možemo zaključiti i sledeće: 

 Svako kretanje sistema materijalnih tačaka se može predstaviti da se sastoji translatornog kretanja sistema brzinom 
njegovog središta i relativnog kretanja pojedinih njegovih tačaka u odnosu na središte sistema, koje u tom trenutku 
smatramo nepokretnim.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 Obrtanje krutog tela oko nepomične ose 
 

Označimo sa rr  vektor položaja te materijalne tačke elementarne mase materijalnog krutog tela u odnosu na 
momentnu tačku O , kroz koju prolazi i osa orjentisana jediničnim vektorom nr  oko koje, ugaonom brzinom nr

r
ωω = , 

rotira ta materijalna tačka elementarne mase. Brzina ivr  kretanja te te materijalne tačke je jednaka vektorskom proizvodu te 

ugaone brzine nrr
ωω =  i njenog vektora položaja rr : [ ] [ ]rnrv rrrrr ,, ωω == . Brzina  vr  obrtnog kretanja materijalnog 

krutog tela i te njegove materijalne tačke elementarne mase dm je upravna na osu rotacije i  njen vektor položaja, odnosno 
na vektore  nr  i rr .  
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Vektor impulsa kretanja ( )tpdr  materijalne tačke elementarne mase , koja rotira ugaonom brzinom nr

r
ωω = , oko 

nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

( ) [ ] [ ] ( )n
OSddmrndmrdmvtpd
rrrrrrrr ωωω ==== ,,  

gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ]dmrnSd
def

n
O

rrr r

,=  

i vektorsku definiciju za vektor ( )n
OSd
rr

statičkog momenta mase materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu 

tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase prvog reda ili 
linearni moment  mase  materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim 
vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O .   

Vektor impulsa kretanja ( )tpr  sistema materijalnih tačaka elementarne mase dm , koje čine jedno kruto materijalno telo, 

koje rotira pišemo pomoću vektorskog zbira vektora impulsa svih materijalnih  tačaka elementarnih masa dm , koje su elementarni 
delovi krutog materijalnog telo, koje rotira ugaonom brzinom nr

r
ωω = , oko nepokretne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , 

koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  
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gde smo uveli oznaku  
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V

n
O dmrnS rrr r

,  

vektorsku definiciju za vektor ( )n
OS
rr

statičkog momenta maseb krutog materijalnog tela. 

Vektor momenta impulsa kretanja OL
r

 sistema materijalnih tačaka elementarne mase dm  koje čine jedno kruto 
materijalno telo, koje rotira pišemo pomoću vektorskog zbira vektora momenata impulsa svih materijalnih  tačaka elementarnih 
masa dm , koje su elementarni delovi krutog materijalnog telo, koje rotira ugaonom brzinom nrr

ωω = , oko nepokretne ose 

orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] ( ) ( )n
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rr rrrrrrrrrrrr
ωωωω ======= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ,,,,,,  

gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ][ ]∫∫∫=
V

def
n

O dmrnrJ rrrr r

,,  

i vektorsku definiciju za vector ( )n
OJ
rr

 momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase drugog  reda ili kvadratni moment  mase 
materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku 
O .  
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Vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 krutog materijalnog tela  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O , možemo razložiti u dve komponente, jednu OnJ  u pravcu 

ose nr  i drugu ( )n
O

rr
D  upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju čine vektori ( )n

OJ
rr

 i  nr  i  to možemo napisati u 
sledećem obliku: 

( ) ( )( ) ( )[ ][ ] ( )n
OOn

n
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n
O

n
O nJnJnnJnJ

rrrr rrrrrrrrr
D+=+= ,,,  

 

Kinetički pritisci i otpori veza 
 

Na materijalno telo koje se obrće oko nepokretne ose dejstvuju, naprimer, dve aktivne sile:  sila F
r

sa 
napadnom tačkom u tački P tela, čiji je vector položaja Pr

r
 i sila težine nGkGG rrr

−=−= , čija je napadna tačka u 
središtu masa tela, a vector položaja Cr

r
. Pretpostavimo da se u tački A  nalazi neprokretno ležište (nepokretni 

oslonac)  lakog vratila sa osom rotacije tela orjentisanom ortom nr  , koje kao veza dejatvuje na telo i stvara otpor 
stacionarne veze, koji ima dve komponente, jednu u ravni upravnoj na osu rotacije ANF  i drugu komponentu u 

pravcu ose rotacije AnF
r

, drugo ležište vratila neka je klizno i neka je veza koja dejstvuje na telo stvarajući otpor 

samo u ravni upravnoj na osu vratila BF
r

.  
Sada koristimo teoremu o promeni sa vremenom impulsa kretanja materijalnog tela, koja je jednaka 

vektorskom zbiru sila koje dejstvuju na telo, kao i teoremu o promeni momenta impulsa kretanja materijalnog tela 
koja je jednaka momentu sila koje dejstvuju na materijalno telo za isti pol. Na osnovu tih teorema pišemo: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] GFFFFSnSSS
dt

tpd
BAnAMN

n
O

n
O

n
O

n
O

rrrrrrrr
&

rrr
&

r
rrrr

++++=+=+= ,, 2ωωωωω  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ]BBCP
n

O
n

O
n

O
n

O
O FrGrFrJnJJJ

dt
Ld rrrrrrrr

&
rrr

&

r
rrrr

,,,,, 2 ++=+=+= ωωωωω  

Kako je  
( ) [ ] [ ] ( )

1,, uSMrndmrnS n
OC

V

n
O

rrrrrrr rr

=== ∫∫∫   

( )[ ] [ ][ ] ( ) ( )
1,,,, wSrnrnMrnnMSn n

OCCC
n

O
rrrrrrrrrrr rr

=−==  

 
( ) ( )( ) ( )[ ][ ] ( ) ( ) unJnJnJnnJnJ n

OOn
n

OOn
n

O
n

O
n

O
rrrrrrrrrrrr rrrrr

DD +=+=+= ,,,  

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) wnnJnJn n
O

n
O

n
OOn

n
O

rrrrrrrrr rrrr

DDD ==+= ,,,  

gde su 1ur  i 1wr , kao i ur  i wr  dva para ortogonalnih ortova  upravnih na osu rotacije i medjusobno i koji zajedno 
sa osom rotiraju uganom brzinom nr

r
ωω = , te na sonovu prethodnog dobijamo: 

 ( ) ( ) ( ) GFFFFwuS
dt

tpd
BAnAN

n
O

rrrrrrr
&

rr
r

++++=+= 1
2

1 ωω  

( )( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]BBCP
n

O
n

O
O FrGrFrwunnJ

dt
Ld rrrrrrr

&
rrrr

&

r
rr

,,,, 2 ++=++= ωωω D  

Sada uvedimo kinematički vector 0
2 RRR

rrr
&

r
=+= wu ωω  odnosno 011

2
11 RRR

rrr
&

r
=+= wu ωω  koji je upravan na 

osu rotacije orjentisanu jediničnim vektorom nr , dok njegov intenzitet zavisi samo od ugaone brzine ω  i  ugaonog  ubrzanja ω&    
42 ωω += &R  

dok je 01R
r

, odnosno 0R
r

 jedinični vector, koji je upravan na osu rotacije orjentisanu jediničnim vektorom nr , i rotira oko ose 

obrtanja tela  ugaonom brzinom ω  i  ugaonim  ubrzanjem ω& .    
( ) ( ) GFFFFS

dt
tpd

BAnAN
n

O

rrrrrrrr
r

++++== 1R  
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( )( ) ( ) [ ] [ ] [ ]BBCP
n

O
n

O
O FrGrFrnnJ

dt
Ld rrrrrrrrrr

&

r
rr

,,,, ++=+= RDω  

Sada smo dobili dve vektorske jednačine sa nepoznatim otporima (veza)  oslonaca vratila pri čemu znamo 
da su ANF  i BF

r
 upravne na osu rotacije, dok je AnF

r
u pravcu ose. Pomnožimo skalarno sa nr  drugu vektorsku 

jednačinu, te kako je: 
[ ]( ) 0,, =Grn C

rrr
  [ ]( ) 0,, =BB Frn

rrr
 

to dobijamo: 
( )( ) [ ]( )FrnnJ P
n

O

rrrr
&

r

,,, =ω  
što predstavlja diferencijalnu jednačinu rotacije tela oko nepomične ose. Istu možemo napisati i skalarno: 

( )
n

n
OnJ M=ϕ&&
r

 
gde je ωϕ &&& = , odnosno ϕ  ugaona (generalisana koordinata) rotacije tela oko ose orjentisane jediničnim 

vektorom nr , ( )n
OnJ
r

 aksijalni moment inercije mase tela koje se obrće oko ose vratila i za osu rotacije, dok je 

nM  moment aktivnih sila za osu rotacije.  
Pomnožimo sada sa desne, pa sa leve vektorski ortom nr  orjentacije ose rotacije drugu vektorsku 

jednačinu pa dobijamo: 
( )( ) [ ][ ] ( ) [ ][ ] [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] [ ][ ][ ]nFrnnGrnnFrnn,nnnnnJ BBCP

n
O

n
O

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
&

rr

,,,,,,,,,,,,, ++=+ RDω  

Kako je: 
 

[ ][ ] 0,, =nnn rrr  [ ][ ] R,R
rrrr

=nn,  [ ][ ][ ] BBBB FrnFrn
rrrrr

=,,,  
jer u prethodnim dvostrukim vektorskim proizvodima sa desne i leve strane jediničnim vektorom 
orjentacije ose nr  ostaju samo komponente upravne na tu  osu orjedntisanu ortom nr  (takav dvostruki vektorski 
proizvod ‘’propušta’’  samo normalnu komponentu), pa sledi da je: 

( ) [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] BBCP
n

O FrnGrnnFrn
rrrrrrrrrr r

++= ,,,,,,RD  

odakle odredjujemo nepoznati otpor cilindričkog ležaja vratila: 

 ( ) [ ][ ][ ] [ ][ ][ ]nGrn
r

nFrn
rr

F C
B

P
B

n
O

B
B

rrrrrrrrrr r

,,,1,,,11
−−= RD  

Množenjem prve vektorske jednačine dinamičke ravnoteže rotora  skalarno, pa zatim vektorski sa nr  dobijamo sledeće dve 
jednačine: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nGnFnFnFnFnS BAnAN

n
O

rrrrrrrrrrrrr r

,,,,,1 ++++=,R  
( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nGnFnFnFnS BAnAN
n

O
rrrrrrrrrrr r

,,,,1 +++=,R  

Kako je: 
( ) 0=nr
r
,R  ( ) 0, =nFAN

rr
 ( ) 0, =nFB

rr
 

To sledi da je: 

 ( ) ( ) ( ) 0,,, =++ nGnFnFAn
rrrrrr

   odnosno   ( )nnFGFAn
rrrrr

,−−=  

 Sada i  sa leve strane vektorski pomnožimo ortom nr  prvu jednačinu pa dobijamo: 
( ) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]nGnnFnnFnnFnnnS BAnAN
n

O
rrrrrrrrrrrrrrrr r

,,,,,,,,, 1 +++=,R  

Kako je  

[ ][ ] R,R
rrrr

=nn,   [ ][ ] ANAN FnFn
rrrr

=,,  [ ][ ] 0,, =nGn rrr  [ ][ ] BB FnFn
rrrr

=,,  
To sledi da je 

 ( ) [ ][ ]nFnFFS BAN
n

O
rrrrrr r

,,1 ++=R  

odnosno 
( ) [ ][ ]nFnFSF B
n

OAN
rrrrrr r

,,1 −= -R  

Odnosno: 



Mehanika III – Dinamika  - Kinetika                                  Predavanja  XI                                                                                                             Školska 2006-2007 
 

 
Mašinski fakultet Univerziteta u Nišu  Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanović) Hedrih 
Katedra za mehaniku                                                            (nelektorisan – brief - tekst) 

Str. 16 od 43

 ( ) ( ) [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] [ ][ ]nFnnGrn
r

nFrn
rr

SF C
B

P
B

n
O

B

n
OAN

rrrrrrrrrrrrrr rr

,,,,,1,,,11
1 −++= RD-R  

 Sada možemo napisati redom sve nepoznate otpore veza koje dejstvuju na materijalno kruto telo koje se obrće oko 
nepokretne ose sa dva ležišta (dve skleronomne veze)  i  koje smo odredili: 

 ( )nnFGFAn
rrrrr

,−−=  

 ( ) ( ) [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] [ ][ ]nFnnGrn
r

nFrn
rr

SF C
B

P
B

n
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B

n
OAN

rrrrrrrrrrrrrr rr

,,,,,1,,,11
1 −++= RD-R  

 ( ) [ ][ ][ ] [ ][ ][ ]nGrn
r

nFrn
rr

F C
B

P
B

n
O

B
B

rrrrrrrrrr r

,,,1,,,11
−−= RD  

Možemo da zaključimo da kinetički deo otpora oslonaca (otpora veza) zavisi od devijacionih svojstava rasporeda masa 
materijalnog tela u odnosu na nepokretnu osu oko koje (rotira) se obrće. Zato podelimo sabirke u izrazima za otpore veza, na one 
koji se javljaju kada telo ne rotira, već je u miru i delove koji potiču od rotacije: 

( )nnFGFAn
rrrrr

,−−=  

 ( ) [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] [ ][ ]nFnnGrn
r

nFrn
r

FF C
B

P
B

kinANAN
rrrrrrrrrrr

,,,,,1,,,1
−++=  

( ) [ ][ ][ ] [ ][ ][ ]nGrn
r

nFrn
r

FF C
B

P
B

kinBB
rrrrrrrrr

,,,1,,,1
−−=  

Kinetički pritisci. Zato pretpostavimo da nema aktivnih sila i sile težine, već da postoje samo dinamički 
(kinetički)  pritisci na ležišta vratila - dinamički otpori veza u  nepokretnom i u pokretnom ležištu: 

 ( ) 0=kinAnF
r

 

 ( )
( ) ( ) RD-R

rrrrr rr n
O

B

n
OkinAN r

SF 1
1=  

 ( )
( ) RD

rrr rn
O

B
konB r

F 1
=  

Vidimo da se kinetički pritisak ( )kinANF
r

 u nepokretnom ležištu A sastiji od dva dela, jedan deo koji je istog 

intenziteta, ali suprotnog smera od celokupnig kinetičkog pritiska ( )kinBF
r

 u pokretnom ležištu B i da zavise od 

devijacionog dela vektora momenta inercije mase rotirajućeg tela ( )n
O

rr
D  i od kinematičkog vektora 

0
2 RRR

rrr
&

r
=+= wu ωω  i da oba kinetička pritiska rotiraju oko ose rotacije ugaonom brzinom rotacije tela oko 

te ose. Te dve komponente čine jedan devijacioni spreg ( )
( )RDM

rrr rn
OdevO =  intenziteta ( )

( ) RDM n
OdevO

rr
=   koji 

dejstvuje ‘’čupajuće’’ na ležišta vratila. Kod rotora velike brzine taj devijacioni spreg postaje velike snage i često 
i razarajuće snage i dejstva. Vidimo da je intenzitet proporcionalan proizvodu intenziteta devijacione 
komponente vektora momenata inercije masa rotirajućeg tela ( )n

O

rr
D za pol u nepokretnom ležištu i 

inrenziteta kinematičkog vektora rotatora 42 ωω += &R .      
  Ako je osa oko koje se telo obrće i glavna osa inercije za tačku u kojoj je nepokretno ležište 
onda je devijacioni deo vektora momenta inercije mase tela za pol u nepokretnom ležištu i osu rotacije 
jednak nuli, pa je ovaj devijacioni spreg ne postoji, a delovi kinetičkih pritisaka su jednaki nuli. Ako je i 
središte masa tela na osi rotacije, onda su kinetički pritisci jednaki nuli. 
 Ako tražimo koordinmate kinetičkih pritisaka u pokretnom sistemu koordinata onda treba  

( )
( ) ( ) RD-R

rrrrr rr n
O

B

n
OkinAN r

SF 1
1=  

 ( )
( ) RD

rrr rn
O

B
konB r

F 1
=  

Napisati pomoću odgovarajućih projekcija: 
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Ako izaberemo osu u ravni središta sistema možemo dobiti odgovarajuća uprošćenja: 
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te nije teško doći do traženih projekcija kinetičkih pritisaka na ležišta vratila rotora.  
 
 
 Kinetička energija rotacije tela oko nepokretne ose 
 
 Kinetička energija rotacije tela oko nepokretne ose je: 
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 Postoje analogije izmedju translatornog kretanja materijalne tačke i rotacije krutog tela oko nepomične 
ose, kao i translatornog kretanja krutog tela i  rotacije krutog tela oko nepomične ose. Napraviti tablicu analogija 
sa odgovarajućim crtežima i grafičkim prilozima i u vidu fajla pripremiti za ocenu. Za ovaj zadatak se može dobiti 
3 poena.  
  
 

Fizičko katno  
Pozivaju se studenti da za domaći rad obrade Fizičko klatno i da u vidu Word dokumenta sa 

slikama u Wordu i jednačinama u Word equations dostave nastavniku odgovarajući fajl. Najbolji 
radovi u vidu eseja o fizičkom klatnu  i kratkim podacuma o naučnicima (Kristijanu Hajgensu) mogu 
biti ocenjeni ocenom koja nosi  do  5  bodova. Najbolji radovi će biti istaknuti na WEB prezentaciji 
predmeta Mehanika III - Dinamika. 

 



Mehanika III – Dinamika  - Kinetika                                  Predavanja  XI                                                                                                             Školska 2006-2007 
 

 
Mašinski fakultet Univerziteta u Nišu  Predmetni nastavnik: Prof. dr Katica (Stevanović) Hedrih 
Katedra za mehaniku                                                            (nelektorisan – brief - tekst) 

Str. 18 od 43

 
  Obrtanje krutog tela oko nepomične tačke 
 
 

Označimo sa rr  vektor položaja te materijalne tačke elementarne mase materijalnog krutog tela u odnosu na 
momentnu tačku O , kroz koju prolazi i osa orjentisana jediničnim vektorom nr , koja menja položaj, ali uvek prolazi kroz 
jednu fiksiranu tačku, koju smo izabrali da bude u polu O . Osa oko koje de obrće materijalno kruto telo i ta njegova 
materijalna tačka elementarne mase je trenutna osa rotacije, i tela, i te materijalne tačke elementarne mase dm . Neka oko te 
ose trenutne rotacije, koja menja orjentaciju, rotira, ugaonom brzinom nr

r
ωω = , to telo i ta materijalna tačka elementarne 

mase dm , čiji je položaj u svakom trenutku odredjen njenim vektorom položaja rr  u odnosu na nepokretan pol u tački O . 
Brzina vr  kretanja te materijalne tačke elementarne mase dm je jednaka vektorskom proizvodu te ugaone brzine nr

r
ωω =  i 

njenog vektora položaja rr : [ ] [ ]rnrv rrrrr ,, ωω == . Brzina  vr  obrtnog kretanja materijalne tačke elementarne mase 
dm materijalnog krutog tela  oko nepomične tačke O je upravna na osu trenutne rotacije i  njen vektor položaja, odnosno na 
vektore  nr  i rr .  

( ) [ ][ ]dmrnrJd n
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rrrr r
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[ ][ ] ( )n
OO JddmrrLd
rrrrrr

ωω == ,,  
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rr
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( )n
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( ) dmvtpd rr
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[ ]rv rrr ,ω=  
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( )rN r  

A
ANF
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F
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nrr
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Vektor impulsa kretanja ( )tpdr  materijalne tačke elementarne mase , koja rotira ugaonom brzinom nr

r
ωω = , oko 

trenutne ose orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

( ) [ ] [ ] ( )n
OSddmrndmrdmvtpd
rrrrrrrr ωωω ==== ,,  

gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ]dmrnSd
def

n
O

rrr r

,=  

i vektorsku definiciju za vektor ( )n
OSd
rr

statičkog momenta mase materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu 

tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase prvog reda ili 
linearni moment  mase  materijalne tačke elementarne mase dm  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim 
vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O .   

Vektor impulsa kretanja ( )tpr  sistema materijalnih tačaka elementarne mase dm , koje čine jedno kruto materijalno telo, 

koje se obrće oko nepomićne tačke O , a koje se može predstaviti kao obrtanje oko ose trenutne rotacije orjentisane ortom nr , 
pišemo pomoću vektorskog zbira vektora impulsa kretanja svih materijalnih  tačaka elementarnih masa dm , koje su elementarni 
delovi krutog materijalnog telo, koje rotira ugaonom brzinom nrr

ωω = , oko ose orjentisane jediničnim vektorom nr , koja prolazi 

kroz momentnu, nepokretnu, tačku O . Taj vektorski zbir je integral po zapremini tela te  je:  
 

( ) [ ] [ ] ( )n
O

VVV

Sdmrndmrdmvtp
rrrrrrrr ωωω ==== ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ,,  

gde smo uveli oznaku  
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V

n
O dmrnS rrr r

,  
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i vektorsku definiciju za vektor ( )n
OS
rr

statičkog momenta mase krutog materijalnog tela. 

Vektor momenta impulsa kretanja OL
r

 sistema materijalnih tačaka elementarne mase dm koje čine jedno kruto 

materijalno telo, koje se obrće oko nepomične tačke O , a koje se može pretstaviti kao obrtanje oko trenutne ose rotacije orjentisane 
ortom nr , pišemo pomoću vektorskog zbira vektora momenata impulsa svih materijalnih  tačaka elementarnih masa dm , koje su 
elementarni delovi krutog materijalnog tela, koje rotira ugaonom brzinom nrr

ωω = , oko ose orjentisane jediničnim vektorom nr , 

koja prolazi kroz momentnu tačku O , je:  

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] ( ) ( )n
O

V

n
O

VVVV
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V
OO JJddmrnrdmrrdmvrpdrLdL

rr rrrrrrrrrrrr
ωωωω ======= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ,,,,,,  

gde smo uveli oznaku  

 ( ) [ ][ ]∫∫∫=
V

def
n

O dmrnrJ rrrr r

,,  

i vektorsku definiciju za vector ( )n
OJ
rr

 momenta inercije mase materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O . To je i moment mase drugog  reda ili kvadratni moment  mase 
materijalnog tela u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku 
O .  

Vektor momenta inercije mase ( )n
OJ
rr

 krutog materijalnog tela  u odnosu na momentnu tačku O  i osu orjentisanu 

jediničnim vektorom nr , a koja prolazi kroz tu momentnu tačku O , možemo razložiti u dve komponente, jednu OnJ  u pravcu 

ose nr  i drugu ( )n
O

rr
D  upravnu na tu osu, a obe u devijacionoj ravni, koju čine vektori ( )n

OJ
rr

 i  nr  i  to možemo napisati u 
sledećem obliku: 

( ) ( )( ) ( )[ ][ ] ( )n
OOn

n
O

n
O

n
O nJnJnnJnJ

rrrr rrrrrrrrr
D+=+= ,,,  

 

( ) [ ][ ]dmrnrJd n
O

rrrr r

,,=  

[ ][ ] ( )n
OO JddmrrLd
rrrrrr

ωω == ,,  

R

rr

nr  

[ ][ ]rrdmdmSO
rrrr

,,
2

ω=  
OndJ  

( )n
ODd
rr

 

O  

( ) dmvtpd rr
=  

[ ]rv rrr ,ω=  
dm  

( )rN r  

A  
ANF
r

 

AnF
r

 

F
r

Prr  

P

G  

Cr
r  

C  L

nrr
ωω =  

 

AO ≡  

ω
r

 

vr  

pdr  

FId
r

 

x y

z  

ξ  

η

ζ  

dm  

rr  

ϕ  

ϕ

ϕ&  

ϑ  

ψ&  

ϑ  

ϑ&  

ψ  

er  

ψ  
d
r

 

cr  

 
 

Kako kruto telo, koje je zglobnom vezom vezano za nepokretnu tačku O , ima tri stepeni slobode 
kretanja, to za opisivanje tog kretanja možemo izabrati tri generalisane coordinate, to ćemo usvojiti Euler-ove 
uglove za opisivanje tog kretanja. Zato sada razmotrimo kinematiku  obrtanja krutog tela oko nepokretne tačke 
koristeći tri Euler-ova ugla  ψ -ugao precesije, ϕ - ugao rotacije i ϑ -ugao nutacije (vidi sliku). 

Nepokretni pol O  usvojimo za početak nepokretnog koordinatnopg sistema xOyz , kao i pokretnog, 
ηζξO , koji se obrće oko nepokretnog, a zajedničkog koordinatnog početka. Ako smo položaj pokretnog sistema 

koordinata odredili pomoću tri Euler-ova ugla ψ -ugla precesije, ϕ - ugla rotacije i ϑ -ugla nutacije (vidi sliku) u 
odnosu na nepokretni sistem koordinata, onda smo definisali i to da taj koordinatni sistem nastaje pomoću tri 
rotacije oko nepokretnog koordinatnog početka. 

Znači da je položaj pokretnog sistema koordinata (trijedra osa) u odnosu na nepokretni sistem koordinata 
(trijedar) definisan pomoću tri Euler-ova ugla, ψ -ugla precesije, ϕ - ugla rotacije i θ -ugla nutacije. 
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To znači i da jedan sistem koordinata xOyz  možemo prevesti u drugi ηζξO pomoću tri rotacije  oko 
koordinatnog početka O , odnosno oko osa  pojedinačno na sledeći način: Zamislimo da su se u početnom 
trenutku ose koordinatinih sistema poklapale, pa smo zatim pokretni sistem odvojili od nepokretnog xOyz  
jednom rotacijom oko ose z za ugao ψ  ugaonom brzinom precesije ψ& . Posle te prve rotacije osa koja se 
poklapala sa osom z je prešla u osu ζ , a osa koja se poklapala sa osom x  prešla je u osu e  orjentisanu ortom 

er , a osa koja se poklapala sa y  osom prešla je u osu d orjentisanu ortom d
r

 i obe u istoj ravni Oxy  i zaklapaju 
sa njima ugao precesije ψ . Ovu  osu e  orjentisanu ortom er nazvaćemo čvornom osom, Zatim nastavljamo sa 
obrtanjem koordinatnog sistema oko te čvorne ose, orjentisane ortom er , za ugaoϑ , koji smo nazvali ugao 
nutacije, a obrtanje je izvršeno ugaonom brzinom ϑ&  i ona je ugaona brzina nutacije. Pri ovoj rotaciji osa, koja se 
poklapala sa z  osom presla je u ζ osu, a osa  d orjentisana ortom d

r
 prešla je u osu c rjentisanu ortom cr . 

Poslednja, treća rotacija koordinatnog sistema se izvodi oko ζ ose za ugao rotacije ϕ  ugaonom brzinom rotacije 
ϕ& , čime je osa  e  prešla u osu ξ , a osa c  u osu η . Tako smo pokazali da pomoću tri rotcije koristeći tri Euler-
ova ugla ψ -ugao precesije, ϕ - ugao rotacije i ϑ -ugao nutacije (vidi sliku), jedan koordinatni sistem čije se ose 
u početnom položaju poklapaju sa osama nepokretnog sistema možemo prevesti u sistem ηζξO .  

Čvorna osa e  orjentisana ortom er , je presek koordinatnih ravni xOy  i ηξO  i kako smo naznačili 
orjentisana je jediničnim vektorom  er . 

Imajući u vidu da je pokretni sistem koordinata ηξO vezan za kinematičko telo to znači da telo koje 
izvodi obrtanje oko nepomične ose može da se iz jednog položaja prevede u drugi pomoću tri rotacije na način 
kako je to prikazano sa koordinatnim sistemom.  

Kako smo naznačili da svakoj rotaciji  prema Euler-ovim  uglovima ψ  precesije, ϑ nutacije i ϕ  rotacije, 

odgovara po jedna ugaona brzina:  precesije ψ&  koja se vektorski može predstaviti k
r
&

r
ψωψ = u pravcu orta k

r
 ose 

z , nutacije θ&  oko čvorne ose er  koja se kao vektor može predstaviti er&r
ϑωϑ = , u tom pravcu orta er  i rotacije i 

ϕ&  oko ose ζ  koja se kao vektor može predstaviti k ′=
r

&
r

ϕωϕ u tom pravcu orta k ′
r

. Na osnovu toga za vektor 
trenutne ugaone brzine obrtanja tela oko nepomične ose možemo da napišemo da je jednak zbiru tih 
komponentnih brzina: 

kke ′++=
r

&
r

&
r&r

ϕψϑω  
Ort čvorne ose er nastaje rotacijom orta i

r
koordinatne ose Ox  za ugao ψ  oko ose orjentisane 

ortom k
r

, te na osnovu toga možemo napisati: 
[ ] ψψψψ sincossin,cos jiikie

rrrrrr
+=+=  

Ort k ′
r

 ose ζO nastaje rotacijom orta k
r

 koordinatne ose Oz za ugao ϑ  oko čvorne ose  
orjentisane ortom er , te na osnovu toga možemo napisati: 

[ ] [ ] ( ) ϑψψϑϑψψϑϑϑ sinsincoscossin,sincoscossin,cos ijkkjikkekk
rrrrrrrrrrr

+−+=++=+=′  
Sada ugaonu brzinu obrtanja oko trenutne ose rotacije  

kke ′++=
r

&
r

&
r&r

ϕψϑω  
možemo napisati u sledećem obliku: 

( ) ( ) ϑψψϑϕψψψϑω sinsincoscossincos ijkkji
rrr

&
rr
&

rr
&r

+−++++=  

( ) ( ) ( )ϑϕψϑψϕψϑϑψϕψϑω cossincossinsinsincos &&
r

&&
r

&&
rr

++−++= kji  
Sada komponente ugaone brzine u nepokretnom sistemu koordinata Oxyz možemo napisati u 

sledećem obliku: 
( )ϑψϕψϑω sinsincos &&
rr

+= ix  
( )ϑψϕψϑω sincossin &&
rr

−= jy  

( )ϑϕψω cos&&
rr

+= kz  
ili u skalarnom obliku 
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ψϑϕψϑω sinsincos && +=x     
ψϑϕψϑω cossincos && −=y     

ϑϕψω cos&& +=z   
Kako možemo posmatrati suprotnosmernu transformaciju ortova osa i ′

r
, j ′
r

 i k ′
r

pokretnog 
sistema koordinata ξηζO  u ortove i

r
, j
r

 i k
r

 nepokretnog sistema koordinata Oxyz  pomoću tri Euler-
ova ugla ( ψ− ) - ugla precesije, ( ϕ− ) - ugla rotacije i ( ϑ− ) - ugla nutacije, to ort čvorne ose er  nastaje 
rotacijom orta i ′

r
 koordinatne ose ξO  pokretnog sistema koordinata za ugao ϕ−  oko ose orjentisane 

ortom k ′−
r

, te na osnovu toga možemo napisati: 
( ) [ ] ( ) ϕϕϕϕ sincossin,cos jiikie ′+′=−′′−+−′=

rrrrrr  
Kako nastajanje orta k

r
 ose Oz  možemo posmatrati u rezultatu rotacije orta k ′

r
 koordinatne ose  

ζO  za ugao ϑ−  oko čvorne ose orjentisane ortom er− , te na osnovu toga možemo napisati: 
( ) [ ] ( ) [ ] ϑϕϕϑϑϑ sin,sincoscossin,cos kjikkekk ′′+′+′=−′−+−′=

rrrrrrrr
 

( ) ϑϕϕϑ sinsincoscos ijkk ′−′+′=
rrrr

 
Sada u pokretnom sistemu koordinata možemo potražiti komponente trenutne ugaone rotacije: 

kke ′++=
r

&
r

&
r&r

ϕψϑω  
koju možemo napisati u sledećem obliku: 

( ) ( ) kijkji ′+′−′+′+′+′=
r
&

rrr
&

rr
&r

ϕϑϕϕϑψϕϕϑω sinsincoscossincos  

( ) ( ) ( )ϑψϕϑϕψϕϑϑϕψϕϑω cossincossinsinsincos &&
r

&&
r

&&
rr

+′+++−′= kji  
Komponente trenutne ugaone brzine u pokretnom sistemu koordinata je: 

( )ϑϕψϕϑωξ sinsincos &&
rr

−′= i  

( )ϑϕψϕϑωη sincossin &&
rr

+= j  

( )ϑψϕωζ cos&&
rr

+′= k   
ili u skalarnom obliku 

ϑϕψϕϑωξ sinsincos && −=  

ϑϕψϕϑωη sincossin && +=  
ϑψϕωζ cos&& +=  
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ω
r

 

vr  

pdr  

FId
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ξ  
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dm  

rr  

ϕ  

ϕ

ϕ&  

ϑ  

ψ&  

ϑ  

ϑ&  

ψ  

er  

ψ
d
r

 

cr  

        

 

AO ≡  

ω
r

−  
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pdr−  

FId
r

−  

x y
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ξ  

η

ζ  

dm  

rr  

ϕ−
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ψ&−  
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ϑ&−  
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d
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Vektori impulsa kretanja i momenta impulsa kretanja krutog tela pri rotaciji tela oko nepomične 
tačke su: 

( ) [ ] [ ] ( )n
OC

V

SMrndmrntp
rrrrrrr ωωω === ∫∫∫ ,,  

[ ][ ] ( )n
O

V
O JdmrnrL

rrrrrr
ωω == ∫∫∫ ,,  

i imajući u vidu da je ( ) ( ) ( )ϑψϕϑϕψϕϑϑϕψϕϑω cossincossinsinsincos &&
r

&&
r

&&
rr

+′+++−′= kji  možemo 
da napišemo: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( )k
O

j
O

i
O

V

n
O

V

SSSdmrkjiSdmrntp ′′′ ++=′+′+′=== ∫∫∫∫∫∫
rrrr rrrrrrrrrrr

ζηξζηξ ωωωωωωωω ,,  

[ ][ ] ( ) [ ][ ]∫∫∫∫∫∫ ′+′+′===
V

n
O

V
O dmrkjirJdmrnrL rrrrrrrrrr r

,,,, ζηξ ωωωωω  

( ) ( ) ( )k
O

j
O

i
OO JJJL ′′′ ++=

rrr rrrr
ζηξ ωωω  

 
Kinetička energija rotacije tela oko nepokretne tačke 

 
 Kinetička energija rotacije tela oko nepokretne tačke je: 
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 [ ][ ] ( )( ) ( )n
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n
O

vV
k JJndmrrdmvE

rrrvvrvrr 222

2
1,

2
1,,,

2
1

2
1 ωωωω ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∫∫∫∫∫∫  

Do ovog izraza možemo doći i na sledeći način: 
( ) [ ][ ]( ) ( )( ) [ ] ( )

k
n

On
V

n
O

V
O EJdmrnJndmrnrnL 2,,,,,, 22222 ===== ∫∫∫∫∫∫

rr rrrrrrrrrr
ωωωωω  

 
 
Euler-ove jednačine dinamike krutog materijalnog tela za obrtanje oko 

nepomične tačke  
 
Promena vektora impulsa kretanja jednaka je zbiru svih spoljašnjih sila i sila otpora oslonca, dok je  

promena momenta impulsa kretanja krutog tela pri rotaciji tela oko nepomične tačke jednaka zbiru momenata svih 
spoljašnjih sila i sila otpora oslonca za momentnu tačku i na osnovu tih teorema pišemo: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ∑
=

+++=++=
S

k
AnANk

n
O

n
O

n
O FFGFSSS

dt
tpd

1
,

rrrrrr&rr
&

r
rrr

ωωωω

 ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]GrFrJJJ
dt
Ld

C

S

k
kk

n
O

n
O

n
O

O
rrrrrrrr

&

r
rrr

,,,
1

*

+=++= ∑
=

ωωωω  

važi i  

 [ ] [ ] [ ] 0
1

*

,,, M
rrrrrrrr

r

=+=+= ∑
=

GrFrLL
dt
Ld

C

S

k
kkOO

O ω  

Iz prve vektorske jednačine se određuje otpor oslonca oko koga se kruto telo obrće, a druga vektorska 
jednačina predstavlja jednačinu rotacije, iz koje skalarnim množenjem sa ortovima koordinatnih osa dobijamo tri 
skalarne jednačine rotacije oko koordinatnih osa pokretnog sistema koordinata, jer proučavani sistem ima tri 
stepeni slobode kretanja. 

Sada napišimo prethodne jednačine pomoću koordinata u pokretnom sistemu koordinata. Zato je potrebno 
da odredimo koordinate sledećih vektora i vektorskih izvoda: 

kLjLiLL OOOO ′+′+′=
rrrr

ζηξ  
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Sada  radi dobijanja jednačina dinamike obrtanja tela oko nepokretne tačke u skalarnom obliku, 
pomnožimo redom skalarno sa i ′

r
, j ′
r

i k ′
r

drugu vektorsku jednačinu, pa ćemo dobiti sledeće tri skalarne 
jednačine: 
 

 [ ]( ) [ ]( ) ( ) ξηζζηξ ωω OOC

S

k
kkOOO iiGriFrLLL MM =′=′+′=−+ ∑

=

rrrrrrrr& ,,,.,
1

 

 [ ]( ) [ ]( ) ( ) ηζξξζη ωω OOC

S

k
kkOOO jjGrjFrLLL MM =′=′+′=−+ ∑

=

rrrrrrr& ,,,,,
1

 

 [ ]( ) [ ]( ) ( ) ζξηηξζ ωω OOC

S

k
kkOOO kkGrkFrLLL MM =′=′+′=−+ ∑

=

rrrrrrrr& ,,,,,
1

 

ili I sledećem obliku: 
 ξηζζηξ ωω OOOO LLL M=−+&  

 ηζξξζη ωω OOOO LLL M=−+&  

 ζξηηξζ ωω OOOO LLL M=−+&  
 Ove jednačine su Euler-ove jednačine dinamike krutog materijalnog tela koje se obrće oko 
nepokretne tačke.   

Ako za koordinatne ose pokretnog sistema koordinata uzmemo glavne ose momemata inercije mase tela koje se obrće oko 
nepomične tačke O onda su za te ose aksijalni momenti inercije masa su glavni momenti inercije masa 1OJ  , 2OJ i 3OJ dok je 
moment impulsa kretanja krutog tela oko nepokretne ose: 

kLjJiJL OOOO ′+′+′=
rrrr

332211 ωωω  
i prethodne jednačine dinamike možemo da napišemo u sledećem obliku: 

( ) 1323211 OOOO JJJ M=−− ωωω&  
 ( ) 2123122 OOOO JJJ M=−− ωωω&  
 ( ) 3212133 OOOO JJJ M=−− ωωω&  
Vektor momenta impulsa kretanja možemo napisati u sledećem obliku: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )k
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k
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j
O

j
O

i
O

i
O

k
O
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i
OO kJjJiJJJJL ′′′′′′′′′ +′++′++′=++=

rrrrrrrrr rrrrrrrrrr
ζζζηηηξξξζηξ ωωωωωω DDD  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )jJiJkJkJiJjJkJjJiJL k
O

k
O

k
O

j
O

j
O

j
O

i
O

i
O

i
OO ′−′−′+′−′−′+′−′−′= ′′′′′′′′′ rrrrrrrrrr rrrrrrrrr

ζηζξζζηζηξηηξζξηξξ ωωω  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )j

O
i

O
k

O
k

O
i

O
j

O
k

O
j

O
i

OO JJJkJJJjJJJiL ′′′′′′′′′ −−′+−−′+−−′=
rrrrrrrrr rrrr
ηζηξηξζζζηζξηξηηζξζηξηξξ ωωωωωωωωω  

ili u skalarnom obliku pomoću njegovih projekcija na koordinatne ose pokretnog sistema koordinata ξηζO : 

 ( ) ( ) ( )k
O

j
O

i
OO JJJL ′′′ −−=

rrr

ζξζηξηξξξ ωωω  
( ) ( ) ( )k

O
i

O
j

OO JJJL ′′′ −−=
rrr

ζηζξηξηηη ωωω   
( ) ( ) ( )j

O
i

O
k

OO JJJL ′′′ −−=
rrr

ηζηξηξζζζ ωωω  

Postoje tri poznata rešenja Euler-ovih jednačina dinamike krutog tela koje se obrće oko 
nepomične tačke: 
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Euler-ovo rešenje 
Lagrange-ovo rešenje.  
Rešenje Sofije Kovaljevske 
Pozivaju se studenti da za domaći rad obrade Euler-ovo rešenje, Lagrange-ovo rešenje i 

Rešenje Sofije Kovaljevske i da u vidu Word dokumenta sa slikama u Wordu i jednačinama u Word 
equations dostave nastavniku odgovarajući fajl. Najbolji radovi u vidu eseja o nabrojanim rešenjima i 
kratkim podacuma o naučnicima (Euler-u, Lagrange-u i Sofiji Kovaljevskoj) mogu biti ocenjeni 
ocenom koja nosi  do  10  bodova. Najbolji radovi će biti istaknuti na WEB prezentaciji predmeta 
Mehanika III - Dinamika. 

Za stručni esej o čigri student mođe dobiti do 5 bodova. 
Za stručni esej o giroskopskom efektu kosog ekscentrično nasađenog diska koji rotira oko 

nepokretne ose student može dobiti do 6 bodoba.  
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