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DINAMIKA REALIZACIJE PROGRAMA PREDMETA
MEHANIKA III - DINAMIKA - KINETIKA

VIL.3. DEVETA NEDELJA

Dinamika sistema materijalnih tacaka

Osnovni pojmovi dinamike sistema materijalnih tacaka: Geometrija masa. Srediste sistema masa i njegove osobine. Diferencijalne jednacine
kretanja sistema materijalnih tacaka. Teorema o kretanju srediSta sistema materijalnih tacaka. Koli¢ina kretanja sistema materijalnih tacaka. Moment
koli¢ine kretanja sistema materijalnih tacaka. Kineticka energija sistema. Koening-ova teorema o kineti¢koj energiji. Principi mehanike sistema materijalnih
tacaka. D’ Alamber-ov princip. Lagrange-ov princip. Lagrange-D’Alamber-ov princip. Lagrange-ove jednacine II vrste.

VIIl. DESETA NEDELJA

Dinamika krutog tela

Osnovni pojmovi dinamike krutog tela: Momenti inercije mase tela. Definicije. Steiner-ova teorema. Elipsoid inercije. Translatorno kretanje tela.
Koli¢ina kretanja tela. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija tela.

XI.1. JEDANAESTA NEDELJA
Obrtanje tela oko nekretne ose. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalna jednacina kretanja. Kineticka energija. Rad. Snaga.
Fizicko klatno. Kineti¢ki pritisci.

X1.2. DVANAESTA NEDELJA

Ravansko kretanje tela. Koli¢ina kretanja. Moment koli¢ine kretanja. Diferencijalne jednacine kretanja. Kineticka energija. Uslov kotrljanja bez
klizanja.

Obrtanje tela oko nepkretne tacke. Kineticka energija. Moment koli¢ine kretanja. Euler-ove dinamicke jednacine obrtanja tela oko nepokretne
tacke. Regularna precesija.

XI.3 TRINAESTA NEDELJA
Sudar. Centralni upravni sudar. Centar udara. Charpy-jevo klatno.

Dinamika tela promenljive mase. Jednacina Mesc¢erskog. Kelijev problem. Jednacina Ciolkovskog.

Dinamika materijalnog sistema (nastavak)
Dinamika sistema materijalnih tacaka
Dinamika krutog tela

Uvod.

Iz opstih principa mehanike ili nacela mehanike mogu se izvesti jednacine kretanja, i obrnuto iz
jednacina kretanja sistema mogu se izvesti opsti principi mehanike. To smo pokazali za kretanje i
dinamiku jedne materijalne tacke i tada naznacili da se isti mogu primeniti i na sistem sa kona¢nim
brojem materijalnih tacaka, a takodje i na dinamiku materijalnih tela.

Opsti principi mehanike se dele u dve grupe u diferencijalne i integralne.

Diferencijalni principi omoguéavaju da se iz njih izvedu diferencijalne jednacine kretanja.

Integralni principi pored toga $to omogucavaju da se izvedu diferencijalne jednacine kretanja
materijalnog sistema, omogu.avaju i da se odrede i putanje materijalnih tacaka.

Diferencijalni principi su opstiji, jer se primenjuju na sve materijalne sisteme bez obzira kakve
veze dejstvuju na materijalne tacke sistema, a to zna¢i i holonomne i neholonomne i stacionarne i
nestacionarne. Sto se ti¢e integralnih principa oni se mogu primeniti samo na one materijalne sisteme u
kojima se javlja dejstvo samo holonomnih veza, odnosno samo ako na materijalne tacke dejstvuju samo
holonomne veze, a neholonomne veze ne dejstvuju.

Princip dinamicke ravnoteze u primeni na sistem materijalnih tacaka.

Materijalni sistem je u dinamickoj ravnoteZi ako su zbirovi svih sila koje dejstvuju u pojedinim
dinamickim (materijalnim) tackama tog tela jednaki nuli.
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Ovaj princip u primeni na materijalni sistem, kod koga na svaku materijalnu tacku mase m,,

v=12,.,N dejstvuje sistem sila 13‘4, , v=12,.,N, i=12,.,k, se moZe matematicki iskazati u

sledecem obliku:
v=Ni=k, - v=Ni=k, -
3YE=0 i 3[R0
v=l =l v=1 i=l

Za materijalni sistem kod koga na svaku materijalnu tatku mase m,, v =12,..., N dejstvuje

sistem sila F .

Vi? o

v=12,.,N,i=12,..,k,, formulacija Principa dinamicke ravnoteze je:

v=Ni=k, _ v=Ni=k, _ v=Ni=k, _ v=Ni=k, _ v=Ni=k, _ v=Ni=k, _
Fvi_ Fvie: Fvib =0 1 I:rvﬂFvi:I_ [rvﬂFwe]:ZZ[rvﬂwa]:O
v=l i=l v=l i=l v=l i=l v=l i=l v=l i=l v=l i=l

jer se unutra$nje sile i sile unutra$njih veza koje dolaze u parovima ponistavaju,

Za pokretni sistem materijalnih tacaka zbir momenata svih sila, aktivnih i sila otpora veza za pol
u koordinatnom pocetku je takodje jednak nuli.

Prethodni sistem od dve vektorske jednacine je savremeni iskaz (izraz) i Dalamberovog principa
koji glasi:

Kad u nekom sistemu materihalnih tacaka sile razloZimo na efektivne i izgubljene, onda su
ove poslednje u ravnoteZi .

Dalamber (Jean Le Rond d’Alambert (1717-1783)) je napisavsi fundamentalno delo “Traite de
Dynamique”, koje je publikovano 1743. godine 1 u njemu definisao princip dinamicke ravnoteze.
U izvornoj formulaciji ovog principa Dalamber ne govori o silama nego o promeni kolicine kretanja u
kratkom vremenskom intervalu.

1740. godine Leonid Ojler v *’Komentarima Petrogradske akademije nauka’’ postavio je princip
koji se bitno ne razlikuje od Dalamberovog. Formulacija tog njegovog principa je:

Za sistem materijalnih tacaka sistem efektivnih sila ekvivalentan je sistemu napadnih
(aktivnih) sila.

Dalamberov princip se obi¢no primenjuje u tre¢em obliku uvodec¢i pojam sile inercije, kao $to
smo uradili definiSu¢i princip dinamicke ravniteZze.

Koriste se i slede¢e formulacije (iskazi) za Dalamberov princip:

Za vreme kretanja materijalne tacke sila inercije stoji ’’u ravnoteZi’’ sa svim silama koje
dejstvuju na materijalnu tacku.

U sistemu materijalnih tacaka, koji je u kretanju, i sile inercije obrazuju sistem sila koji je ’u
ravnoteZi’’.

Uloga 1 znaCaj Dalamberovog principa je velika, jer omogucava da se dinamicki problemi
reSavaju statickim metodama ispitujuéi ravnotezu aktivnih sila, sila veze i sila inercije, pri kretanju
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sistema materijalnih tacaka. Pri tome ne treba gubiti iz vida da se svojstva dinamike sistema bitno
razlikuju od svojstava statike sistema.
U sistemu materijalnih tacaka, koji je u kretanju, ativne spoljaSnje i unutrasnje sile i sile
inercije obrazuju sistem sila koji je ’’u ravnotezi’’.

Formulacija principa rada za sistem materijalnih tacaka

Kao $to smo napomenuli, kada smo proucavali formulaciju principa rada u primeni na dinamiku jedne
materijalne racke i radu sila koje desjtvuju na istu, postoje razlic¢ite formulacije principa rada, ali sustina principa
rada je u osnovi svih tih razlicitih formulacija. Pocevsi od Aristotela, pa do danas je ostala ista. Znaci da je sustina
principa rada u struénoj literaturi poznata jo§ od Aristotela kao ’zlatno pravilo mehanike’’, a kasnije kao
“’princip mogucih pomeranja’’, ’princip mogucih varijacija’’, * fundamentalna osnovna jednacina mehanike’’,
*’princip virtuelnog rada’’, ‘’Dalamber-Lagranzeov princip’’ 1 drugi. Zaista, u delu Galileo Galileja ‘’Quanto si
guadagna di forza, tanto perdersi in velocita’’, Opera 2.p, 1830., navodi se ime Aristotela u vezi sa prasustinom
formulacije principa rada i kroz formulaciju ‘ zlatnog pravila mehanike’’, kao i njegova formulacija “principa
mogucih pomeranja’’. U literaturi se ovaj princip najces¢e nalazi pod imenom: Lagrange-ov princip virtualnih
pomeranja za sistem materijalnih tacaka
Grupi diferencijalnih principa pripada i princip rada. Princip rada mozemo iskazati na slede¢i nacin:

Princip rada: Ukupan rad svih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku ili materijalni sistem
nistavan je, a u prisustvu jednostrno zadrzavajucih veza nije pozitivan.

a* Za slucaj zadrzavajucih veza koje dejstvuju na sistem materijalnih tacaka:

i=N . =N ,_ o
S A4 =0 ST, + F 4 F, A7)=0
i=1 i=1
b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na sistem materijalnih tacaka:
i=N . =N, -
> A4 <0 S (7, +F+F,,,A7)<0
i=1 i=1
ili
a* Za slucaj zadrzavajucih veza koje dejstvuju na sistem materijalnih tacaka:
i=N _ =N, | = .
S a4 =0 STy, +F+F,,\00)=0
i=1

i=1

b* Za slucaj nezadrzavajucih veza koje dejstvuju na sistem materijalnih tacaka:

i=N _

D> 64" <0

i=1

Princip rada sila se moze iskazati i u obliku: Ukupan rad svih sila na svim nezavisnim
mogudim pomeranjima jednak je nuli, a za sistem sa jednostrano dejstvujuéim vezama nije pozitivan.

Kada je i-ta materijalna tacka sistema materijalnih tacaka, koja je slobodna ili kada na nju
dejstvuiju veze, u ravnotezi tada je zadovoljen uslov da je zbir svih sila koje na nju dejstvuju u
ravnotezi, uklju¢ujuéi i spoljaSnje 1 unutrasnje sile i otpore veza, Sto matenaticki, na osnovu principa
dinamicke ravnoteze, izrazavamo slede¢im sistemom vektorskih jednacina:

S N
Zst + Zka =0,i=12,...N - za slobodne materijalne tacke
s=1 k=1

S; . N s<3
ZFQ. + ZFM +>» F ,=0i=12,..,N -zamaterijalne tacke podvrgnute vezama
s=1 k=1 =1

Kada je i-ta materijalna tacka iz sistema materijalnih tacaka u miru i ravnotezi, njena brzina v,
je jednaka nuli v, =0. Ako na tu i-tu materijalnu tacku iz sistema materijalnih tacaka dejstvuje

nestacuinarna veza f, (q1 2G5 q3,t) =0 onda mora da je zadovoljen uslov za brzinu:
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ot

(v gradf, )+
of

a koja je v, =0, jer je materijalna tacka u miru, to sledi da je: m =0. Na osnovu toga zakljucujemo da
je uslov da bi i-ta materijalna tacka iz sistema materijalnih tac¢aka bila u miru potrebno je da veza koja
dejstvuje na istu bude skleronomna. Ako veza nije skleronomna onda ne moZe ta materijalna tacka da
miruje. Da bi ceo sistem bio u polozaju ravnoteze i u dinamickom stanju - mirovanju sve veze koje
desjtvuju na pojedine materijalne tacke sistema treba da su skleronomne i stacionarne. Za taj slucaj ,
kada su veze koje dejstvuju na materijalne tacke skleronomne svako stvarno pomeranje je jednovremeno
1 moguce. Ako veze nisu skleronomne, svako moguée pomeranje nije i stvarno pomeranje materijalne

tacke.

Ozna¢imo sa &, =or, i=L2,.,N zamiSljeno, - virtualno pomeranje 1 njime skalarno
pPOmMoOZimo
N
[Z E,,or ) + (z ] =0, - za suistem slobodnih materijalnih tac¢aka
=1 k=1

odakle zakljucujemo:

N
OA, + Z5Auki =0,i=12,..,.N - za suistem slobodnih materijalnih tacaka

k=1

gde su A, 1 JA , virtualni (zamiSljeni) radovi spoljasnjih 1 unutraSnjih sila sistema koje dejstvujuci na
i-tu materijalnu tacku iz sistema materijalnih tacaka mogu da se izvrSe pri njenom zamisljenom
pomeranju Js; = or. .

N s<3
[z o J+ (ZE”k,é'ﬁJ +[ F Nw,,é”] =0,i=12,.,N - zasistem materijalnih tacaka koje
k=1

su podvregnute vezama,
odakle Zakljuéuj emo:

OA, + Z5A w T Z5A =1,2,...,N - za sistem materijalnih tacaka koje su podvregnute

k=1
vezama,

Kako je z oA, =0, jer je virtualno pomeranje upravno na otporu idealne veze, te sledi da je:
k=1

N
OA, + Z5Auki =0,i=12,.,N - zasistem materijalnih tataka koje su podvregnute vezama,
k=1
Ako veze nisu obostrano zadrzavajuée, nego jednostrane iako idealne, onda ¢e virtualno
pomeranje graditi ugao manji od devedeset stepeni u odnosu na normalu na odgovarajucu povrs veze, te
kako materijalna tacka moze da napusti vezu na onu stranu na koju je napravljen otpor idealne veze to je

<3 N

(Z Nviss j 0, odnosno, Zé‘AwNW. >0 $to znaci da virtualni rad sila otpora idealnih veza nije
k=1

jednak nuli. To znaci da za sluc€aj jednatranih, nezadrzavaju¢ih veza ukupan rad aktivnih spoljasnjih sila

i unutrasnjih sila, koje dejstvuju na jednu materijalnu tacku sistema, ne moze biti pozitivan:

N
SA, + > 0A,, <0.
k=1
Iz ove analize zaklju¢ujemo i sledece:
Rad normalnih otpora idealnih veza koje dejstvuju na materijalnu tacku sistema je jednak nuli
ako su veze obostrano zadrzavajuce, ili pozitivan ako su jednistrano zadrzavajuce.
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Kada se sistem sastoji od N materijalnih tacaka onda mozemo da napiSemo slede¢i iskaz
principa virtualnog rada:
* za sistem materijalnih tacaka ¢ija ni jedna materijalna tacka nije podrvrgnuta jednostranim
nezadrrzavaju¢im vezama:

NSl N N,
>3 (E b Y3 (Ed)=0

i=1 s=1 i=1 k=1
* za sistem materijalnih tac¢aka ¢ija je bar jedna materijalna tacka podrvrgnuta dejstvu bar jedne
jednostrano nezadrrzavajuce veze:

ii(ﬁ;«ﬁ)JriZN:(ﬁ;ikaéﬁ)so

i=l s=1 i=l k=1

Ovo je 1 iskaz Lagrange-ovog principa mogucih ili virtualnih pomeranja:

U slucaju ravnoteZe sistema materijalnih tacaka zbir radova svih spoljasnjih i unutrasnjih sila
za virtualna pomeranja koja dopustaju veze koje dejstvuju na materijalne tacke sistema, ne moZe biti

pozitivan.
N

z(éAi - ﬁaAukij <0
k=1

i=1

Za slucaj idealnih obostrano zadrzavajucih veza taj rad je jednak nuli,
N

N
Z[éAi + ZaAuk,.] =0
i=l1 k=1

jer je tada rad otpora idealnih veza jednak nuli.

U sluCaju ravnoteZe sistema materijalnih tacaka, koje su podvrgnute dejstvu idealnih
obostrano zadrZavajucih veza, zbir radova svih spoljas$njih i unutraSnjih sila za virtualna pomeranja
koja dopustaju veze koje dejstvuju na materijalne tacke sistema je jednak nuli.

U slucaju ravnoteze krutog tela, koje je podvrgnuto dejstvu idealnih veza, zbir radova svih
spoljasnjih sila na virtualnim pomeranjima koja dopustaju veze, nije pozitivan. U slucaju ravnoteze
krutog tela zbir virtualnih radova unutrasnjih sila je jednak nuli.

N N
Z5A,. =0 jerjei Zé‘Auki =0
i=1 k=1

Lagrange-ov princip mogucih ili virtualnih pomeranja osnovni je princip statike sistema u
ravnotezi i igra znacajnu ulogu u reSavanju zadataka ravnoteZe 1 mirovanja sistema.

Polaze¢i od ovog principa mozemo uspostaviti vezu sa pojmom stepeni slobode kretanja i
njihovim brojem sa brojem uslova ravnoteze materijalnog sistema u miru.

Broj stepeni slobode kretanja nekog materijalnog sistema jednak je broju potrebnih uslova za
ravnotezZu tog sistema.

U broj tih uslova ubrajaju se i uslovi za spre¢avanje pomeranja i obrtanja materijalnog sistema,
ili nekih njegovih delova.

Kako su sile tezine aktivne sile, odnosno spoljasnje sile koje dejstvuju na materijalni sistem, a i
kako se u tehnickoj praksi javljaju najceSce kao opterecenja konstrukcija to se princip virtualnog rada
moze izraziti u obliku:

N N
2 9A, =Z(Gi’5’7i):0
i=1 i=1

Kako sile tezine dejstvuju u vertikalnom pravcu, to mozemo prethodni iskaz uprostiti:
N N N
DA =D G& =2.).G=2G=0
i=l1 i=l i=l
gde je z. koordinata srediSta siistema ili teZiSta. Ovo je iskaz Toricelijevog principa (Evangelista
Torricelli, 1608-1647):

Materijalni sistem pod dejstvom sila tezina je u ravnotezi ako se ne menja visina njegovog tezista
(sredista masa) za ma koje virtualno pomeranje koje dopustaju veze cijem je dejstvu sistem podvrgnut.
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Kada bi se srediste sistema materijalnih tacaka spustilo rad sila tezina bi bio pozitivan, te se ne bi
mogla ostvariti ravnoteza.

Lagrange-Dalamber-ov opSsti princip mehanike sistema materijalnih tacaka.
Ako princip virtualnog rada primenimo na princip dinamicke ravnoteze, dobi¢emo uopstenje oba
principa u slede¢em matermatickom iskazu:

NS N N
SO(E Tt e 23 (F 7)< 0

i=1 s=1 i=1 k=1
ili

N S . N N

ZZ(F;z - miai’é?;’)—‘r ZZ(F;”,{,&%)S 0

i=] s=1 i=1 k=1

Na osnovu prethodnog mozemo formulisati sledeéi iskaz opsteg principa virtualnog rada za slucaj
dinamicke ravnoteze sistema materijalnih tacaka:

Zbir radova aktivnih sila i sila inercije na svim virualnim pomeranjima, koja dopustaju veze

kojima je podvrgnut sistem, ne moZe biti pozitivan. U slucaju kada su veze idealne i obostrano
zadriavajuce taj rad je jednak nuli.

N S
ZZ(F;I —mic_ii,é'if;): 0

i=l s=1

To je opsti princip mehanike u literaturi poznat pod imenom Lagrange-Dalamber-ov opsti princip
mehanike sistema materijalnih tacaka.

Iz ove formulacije principa virtualnog rada lako se mogu izvesti teoreme o promeni impulsa
(koli¢ine) kretanja, kao 1 promeni momenta impulsa (koli¢ine) kretanja sistema materijalnih tacaka.
(Pripremljen tekst sa slikama i predat u Word fajlu, nosi do 3 poena).

Lagrange-ove jednadine kretanja sistema materijalnih tacaka

Lagrange-ove jednadine (prve vrste) kretanja sistema materijalnih tacaka

Posmatramo materijalni sistem koji sadrzi N materijalnih tacaka masa m, i =1,23,....,N, Ciji je
polozaj u prostoru odreden vektorom polozaja 7, i neka je svaka od materijalnih tacaka podvrgnura dejstvu

idealnih veza f,(x.,v,,2,)=0,i=123,..,N, v=1,.5,<3 i neka je brioj svih veza koje dejstvuju na

N
sistem preko pojedinih njegovih materijalnih tacaka s = Zsi <3N, onda je broj stepeni slobode kretanja
i-1
takvog sistema n =3 N —s . Ukupan broj koordinata kojima je odredjena konfiguracija (polozaj) materijalnih
tacaka sistema je 3N . Na osnovu principa dinamicke ravnoteze za svaku od materijalnih tacaka mozemo da
napisemo:

S; N
1. + L+ Z L =0,i=12,.,N - za slobodne materijalne tacke
s=1 k=1
- S; - N 5;<3 N
I+ L z ik T i =0i=12,.., N -zamaterijalne tacke podvrgnute vezama
s=1 k=1 v=1
ili
S; ~ N
ma, = L+ z s i=L2,.,N -zaslobodne materijalne tacke
s=1 k=1
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S; - N 5;<3
ma, = ZFSI. + ;Fuik + Z;/iwgmd fox,y,2z), i=12,.,N - za materijalne tatke podvrgnute

s=1
vezama. (\Z., grad f,,(x,,v,.z, )): 0.
Prethodni sistem vektorskih jednacina je sistem Lagrange-ovih jednacina prve vreste, kojim se
opisuje kretanje sistema materijalnih tacaka. U njima su nepoznati vektori polozaja materijalnih tacaka i
Lagrange-ovi mnozioci veza A4,

Prethodne jednaCine sabiranjem po indeksu i, odnosno vektorskim mnoZenjem sa
odgovaraju¢im vektorom polozaja 7. i-te materijalne tacke i sabiranjem po indeksu i i koris¢enjem
teorema o kretanju srediSta sistema materijalnih tacaka daje:

N N S; - N o
Ma. = Zmiaz’ = (Z it 2 F ]:
ALy, X 1 (Y 5], %
dto :Zmi[rnai]:Z( [i’F;i] kz_;[

= F, , - za sistem slobodnih materijalnih tacaka

AR}

uik
+

i M?’

N S
=1 s=1
2

dZ N N S N .
dto = Zmi [7,d.]= ZZ [;71, Si]= n, - za sistem slobodnih materijalnih tacaka

i=1 =l s=1

odnosno - za sistem materijalnih tac¢aka u kome su materijalne tacke podvrgnute dejstvu konacnih
geometrijskih veza:

N N 5;<3
Ma,. =§ ;(ZF;I +2ka +Z gradfw X,V Z )]—

5;<3

S; 5;<3
:i( ﬁ; //i’vigradfvi(xi’yi’ z] F +zzﬂ gradf”(x”y” ’)

i=1 v=1

5;<3

%2%%[’3,@]:%(2[ F, ]+Z[ ka]+ z/l gradfw( [,y[’zi)]J:

Il
I
—_

133/1‘4[Eagmdfvi(xi’yiazi)]} =M,

i=1 \_s=1 v=1
ili
N _ N 53
Ma,. = Zmiai = Fy +zzﬂ’w‘g’/adﬁ/i(xi9yiﬂzi)
i=1 i=l v=1
dZ N N [ S 5<3 -
o _ o 4 | =
=3 mlal=Y| LA XA erad £, (.0.2)] | =
t i=l i=1 \_s=1l v=l
(vl’gradf;/i(xl’yl’ ))_0
- za sistem materijalnih tacaka u kome su materijalne tacke podvrgnute dejstvu
konac¢nih geometrijskih veza.
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Lagrange-ove jednacine (druge vrste) kretanja sistema materijalnih tacaka

Posmatramo materijalni sistem koji sadrzi N materijalnih tacaka masa m,,i =1,2,3,...., N, ¢iji je
poloZzaj u prostoru odreden vektorom polozaja 7, i neka je svaka od materijalnih tacaka podvrgnura dejstvu
idealnih veza fvi(xi,yi,zi): 0,i=123,..,N, v=1.5 <3 ineka je brioj svih veza koje dejstvuju na

N
sistem preko pojedinih njegovih materijalnih tacaka s = ZSI. <3N, onda je broj stepeni slobode kretanja
i-1
takvog sistema n =3 N —s . Ukupan broj koordinata kojima je odredjena konfiguracija (polozaj) materijalnih
tacaka sistema je 3N . Ako sada izaberemo od tih 3N koordinata » nezavisnih koordinata za generalisane
koordinate sistema materijalnih tacaka i obelezimo ih sa ¢, , k = 1,2,3,...,n(= 3N - s), onda koriste¢i veze
fvi(xi,yl.,z[) =0,i=123,..,N, v=1.s5<3, mozemo preostalih s koordinata da izrazimo preko
generalisanih (nezavisnih) ¢, . Tada su vektori poloZaja materijalnih tacaka funkcije generalisanih
koordinata i vremena:

=741 g0send,01)

te je virtualno pomeranje:

" oF
o, = 5’71‘(Q1=%a--~-aqnat): Za_rlé‘qj
j=1 94

dok je brzina i -te materijalne tacke:
5 _ di (g, Gyenq, o) _ i or, . +@

i q j
dt Soq,’ ot
Potrazimo sada parcijalni izvod brzine po izvodu generalisane koordinate te dobijemo da vazi relacija:
o _ o
oq, 0q,

Sada koristimmo iskaz principa rada i relaciju rada sila na virtualnim pomeranjima materijalnih tacaka
sistema piSemo u obliku:

jer je:
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=2

vi
4% | _df. ) AN AR AN AN
dt| oq, | dt\ "oq,) | dt’ag, dtog, | | dt’ag, dt dq,

dv, ov, - OV, | _| dv, v,
=| —L,—% |+|V,— +
dt 0q,; oq, dt aq oq,
i=1
za kineticku energiju dinamike sistema materijalnih tacaka, to sledi da je:

S| d[0E | OE | [z OF
ANy Fi,—=|rog, =0
le{{dt{aq,} aq,} zzl(; aqj ]} !

Ako uvedemo oznaku

zeg o

onda prethodna jednacina skalarne invarijante — virtualnog rada dobija oblik:

g2} ofo -

Kako su virtualna pomeranja &, proizvoljna, a dg;, nezavisna to izrazi u velikim zagradama treba da su

kao 1 oznaku

jednaki nuli, te sledi sistem od » skalarnih diferencijalnih jednacina:

{d(@E ] OE, } 0,=0, j=123,..n(=3N-ys)

dt\ 0q, ) 0Oq;

Ovaj dobijeni sistem jednacina predstavlja Lagrange-ove diferencijalne jednacine druge vrste i
opisuje kretanje sistema materijalnih tacaka u sistemu generalisanih (nezavisnih) koordinata. Ima tih
jednacina onoliki broj koliki je i broj nezavisnih koordinata materijalnog sisteme, odnosno jednak je
broju stepeni slobode kretanja materijalnohg sistema materijalnih tacaka. Taj sistem diferencijalnih
jednacina vazi i za sistem materijalnih tela za koji su izabrane odgovarajuce generalisane koordinate i
pomocu njih izrazene Kineticka energija i generalisane sile.

Za formiranje ovog sistema diferencijalnih jednacina

AIOE ) _%E 5 —0, j=123,..n(=3N—s)
dt aqj aq, !

potrebno je prethodno odrediti generalisane sile koje dejstvuju na system i koje odgovaraju
generalisanim koordinatama.
Generalisane sile se odredjuju iz relacije:

zeg o

ili pak direkno preko izraza za rad sila koje dejstvuju na sistem materijalnih tacaka na njihovim
mogucim — virtualnim pomeranjima i rada generalisanih sila na generalisanim varijacijama:

ZZ( Ey» 07, ) ZZ(Z S8y j:JZn:‘Qj&]j

i=1 s=1 j=1i=1

i izjednacavanjem koeficijenata poslednj ih dveju suma sledi:
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0, = 221,,8

=1\ s=1 j

Kineticku energiju takodje treba izraziti pomocu nezavisnih, generalisanih koordinata. Zato u izraz za kineticku
energiju:
B =Y

i=1

unesemo izraz za brzmu izrazenu generalisanim koordinatama u obliku
- A -
lenut)_§ 0, 0T

—>2

’ dt Soq, o
te sledi da je izraz za kineti¢ku energiju u slede¢em obliku:
2
Xmy} or . oF 1, & ar or, o oF oF (6;7)2
E, = = ] +—L| == — —1g.q,+2) | —,— g, +| =
2 Z Z 2g, 7" S\ o, ag, |V T S g, e [T
& my; o or, or ar 8r : S
R YD DA RLS TS ) vkl
=1 =l k=1 i=l ;i 04 j=1 =l q; i=1

Ako sada uvedemo sledece oznake za inercione koeficijrnte )koeficijente inercionih svojstava materijalnog sistema, koje mogu biti
mase, akio su generalisane koordinate pomeranja, a momenti inercije masa ako su generalisana pomeranja uglovi):

N — —
4, = m| T O
‘ i-1 aqj aq,

B :ﬁ: 8r 6_r
P qu ot

c=3n(3]

koji zavise od generalisanih koordinata i vremena, onda izraz za kineticku energiju sistema materijalnih
tataka mozemo napisati u slede¢em obliku:

__ZZA/quqk +ZB q/ Y C

jlkl

Ako sada uvedemo jednu dodatnu, (n + 1)-vu koordinatu g, koju ¢emo nazvati reonomna koordinata, i birati u formi u kojoj se u

reonomnim, neskleronomnim vezama javljaju fnnkcije vremena u obliku g, = ¢, (t ), a sledece oznake za inercione koeficijrnte

transformi$emo i usvojimo u obliku:

N or. or
Ay :Zm PURt

= aqj , aq,
N
_ _ z m, 81" a]" _ Ajo _ Aoj
i=1 aq/ aqO
v o 2
m| ] = 4,
121: a% ’

Onda kineticku energiju i1 za reonomni system moZemo napisati u obliku kvadratene forme skupa od

(n + 1)-ne koordinate: 7 generalisanih i jedne reonomne koordinate ¢, :

—_ZZ #4,4

jOkO

U slucaju da su veze koje dejstvuju na materijalne tacke sistema skleronomne kada su su vektori
poloZzaja materijalnih tacaka eksplicitne funkcije samo generalisanih koordinata, a ne i vremena:
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= 7015 d,)
inercioni koeficijenti sistema se uprosc¢avaju i postaju:

Y or, or,
A, =a,(q,,9,.,q,)= ) m| ——,—
Jk jk(% q, q ) ; [ an, aqu
B;=01 C=0
i tada se izraz za kineticku energiju sistema materijalnih tacaka uproséava i dobija u vidu homogene
kvadratne forme:

N =2
Ek=Zl:mi2" =—ZZ a4,

jlkl

Kada su sile koje dejstvuju na materijalne tacke sistema konzervativne i imaju funkciju sile i mogu da se
napisu kao

F; = gradU, (72)
generalisane sile se odredjuju iz relacije za rad sila koje dejstvuju na sistem materijalnih tacaka na njihovim
mogucim — virtualnim pomeranjima i rada generalisanih sila na generalisanim varijacijama:

02T i) SR O R TS 3D SRl S o

i=l s=1 J=1 i=1 J=l i=1

1 1zjednaCavanjem koeﬁcgenata pOSledl’ljlh dveju suma sledi:

0
Q' — ZN:(Z \J: ;; aU(Ql:st'"’Qn)
S Gl oq oq

Gde smo uveli oznaku za uopétenu funkciju generalisanih sila u obliku:

U%,%, aqn ZZU

Sada Lagrange-ove jednaléinselza sistem materijalnih tacaka na koje dejstvuju samo konzervativne sile moze
da se napise u obliku:

i[aEk]_ 0E, U
dt\ oq, oq, 0q;
ili pak preko potencijalne energije ako je:

N

Ep :_U(qlaqzﬂ'“’Qn z U

i=l s=1

J J J

=0, j=1,23,.,n(=3N —5)

u sledeé¢em obliku:
i(aEkJ_ OE, , OF,

, =0, j=1,23,...n(=3N —5)
dt\ oq, oq, 0q,

Dinamika krutog tela
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